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j  UNIVERSITY  OF 

i    (JALIFORXIA. 

PRÉFACE. 


Poncelet  fut  chargé,  en  1824,  par  une  décision  du  Mi- 
nistre de  la  Guerre,  de  créer,  à  l'École  d'Application  de 
Metz,  un  Cours  sur  la  science  des  Machines.  Il  s'était 
déjà  fait  connaître  par  des  travaux  de  Géométrie  et  ne 
renonça  pas  sans  peine  à  ses  études  favorites.:  ce  fut, 
comme  il  le  dit  lui-même  (*),^sinon  avec  répugnance,  du 
moins  avec  un  vif  sentiment  de  regret,  qu'il  accepta 
cette  tâche  laborieuse  à  laquelle  il  n'était  nullement 
préparé.  Néanmoins  il  se  mit  à  l'œuvre  et  réunit  rapi- 
dement les  éléments  du  Cours,  tant  par  l'étude  des  Ou-, 
vragesy  peu  nombreux  alors,  qui  traitaient  des  applica- 
tions de  la  Mécanique  aux  Machines,  que  par  l'examen 
minutieux  de  la  constitution  et  du  fonctionnement  des 
appareils  dans  les  ateliers.  Il  arrêta  dès  lors  le  plan  gé- 
néral de  son  enseignement,  qu'il  divisa  en  trois  Parties  : 
Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  Machines ^  Leçons  pré- 
paratoires au  lever  d'Usines,  et  Rédaction,  par  les  élèves, 
de  Mémoires  à  V appui  du  lester  de  MajcHnes. 

La  première  Partie,  composée  de  quatre  Sections,  fut 


(')  Avertissement  de  la  deuxième  édition  des  Propriétés  projectives 
des  figures. 
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lithographiée  en  1826,  pour  l'usage  particulier  des 
élèves  de  TEcoIe  d'Application.  Dans  son  Rapport  à  TAca- 
démie  des  Sciences  (7  mai  1827)»  Ch.  Dupin  dit,  au 
sujet  de  ce  travail  :  €  C'est  une  production  remarquable 
par  la  rigueur  de  l'esprit  qui  en  a  tracé  la  marche  et 
par  les  simplifications  opérées  pour  rendre  moins  diffi- 
cilement applicables  à  la  pratique  des  calculs  réservés, 
pour  la  plupart,  à  des  spéculations  transcendantes. 

»  En  résumant  notre  opinion  sur  le  Cours  de  M.  Pon- 
celet,  nous  pensons  qu'il  est  digne  de  l'approbation  de 
l'Académie,  et  nous  proposerions  de  l'insérer  dans  la 
Collection  des  Mémoires  des  Savants  étrangers^  s'il  n'ap- 
partenait pas  à  S.  Exe.  le  Ministre  de  la  Guerre  de  déci- 
der la  publication  illimitée  de  cette  production.  > 

Ce  chaleureux  appel  ne  fut  pas  entendu  ;.on  se  borna 
à  faire  lithographier,  en  éditions  successives,  le  nombre 
d'exemplaires  exigé  pour  l'enseignement  à  l'École  d'Ap- 
plication, et,  sans  le  culte  de  M"*  Poncelet  pour  la  mé- 
moire de  son  mari,  le  Cours  de  Mécanique  appliquée  aux 
Machines  ne  serait  pas  encore  imprimé  en  France,  un 
demi-siècle  après  sa  création. 

La  présente  édition  est  la  reproduction  des  Sections  I, 
II,  III  et  y,  lithographiées  en  i836,  sauf  quelques  chan- 
gements de  détails  faits  conformément  à  des  annotations 
écrites  par  l'Auteur,  changements  que  j'ai  du  reste  si- 
gnalés par  des  Notes  ajoutées  au  bas  du  texte.  Il  me 
parait  utile,  au  point  de  vue  historique,  de  compléter 
ces  indications  et  de  résumer  ici  les  additions  que  Pon- 
celet a  faites  successivement  au  Cours  de  1826,  de  telle 
manière  qu'il  soit  possible  au  lecteur  de  reconstituer 
cliacune  des  éditions  lithographiées  qui  ont  paru  en 
1826,  ï832,  i836. 
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La  première  Section,  Considérations  générales  sur  les 
Machines  en  mouvement,  n'a  reçu  aucune  modification, 
sauf  Faddition,  en  i832,  de  Texposition  du  principe  des 
forces  vives  et  de  quelques  développements  contenus 
dans  les  paragraphes  17,  .18,  30. 

La  deuxième  Section ,  Principaux  moyens  de  régulari-^ 
serV action  des  forces  sur  les  machinés^  et  de  trarismettre 
les  vitesses  dans  des  rapports  donnés^  n'a  pas  été  repro- 
duite en  i832  ;  Poncelet  y  a  ajouté  (*  ),  dans  l'édition  de 
i836,  la  théorie  des  régulateurs  à  pompe  et  du  régula- 
teur à  res.sorf;  il  a  donné  de  nouveaux  développements 
k  la  théorie  du  régulateur  à  force  centrifuge,  aux  consi- 
dérations dynamiques  sur  les  effets  des  manivelles,  au 
tracé  des  engrenages,  à  la  théorie  et  au  calcul  des  vo- 
lants; enfin  il  a  ajouté  une  série  de  formules  relatives 
a  la  détermination  des  moments  d'inertie.  Ces  additions 
se  rapportent  plus  spécialement  aux  paragraphes  sui- 
vants du  texte  :  5  à  7,  10  à  17,  19,  20,  22  à  49,  57  à 
75,  78  à  84,  86,  92,  94,  95  à  106,  115,  125,  126,  129, 
132  à  163. 

La  troisième  Section,  Calcul  des  résistances  passives 
dans  les  pièces  à  mouvement  uniforme^  a  été  augmentée, 
en  i832,  des  sujets  suivants  :  frottement  de  roulement, 
théorie  du  coin,  frottement  des  pièces  guidées,  résistance 
des  roues  et  roulettes,  de  la  poulie  mobile,  des  palans, 
des  vis  à  filets  triangulaires,  en  ayant  égard  à  l'influence 
de  l'élasticité  des  matières;  on  y  trouve,  en  outre,  des 
développements  nouveaux  sur  le  calcul  des  résistances- 
du  treuil.  Les  modifications  principales  portent  sur  les 


(')  roir,  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  i3  février  i837  de 
rÂcadéinie  des  Sciences,  la  Note  relative  à  la  nouvelle  édition  du  Cours 
de  Mécanique  appliquée  aux  Machines. 
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paragraphes  7  à  11, 16,  17,  21  à  37,  39  à  54,  57,  58, 
59,  61  à  69,  86  à  91. 

La  quatrième  Section,  Influence  des  variations  de  la 
vitesse  sur  les  résistances,  qui  n'est  pas  reproduite  dans 
rédition  de  i832,  figure  dans  celle  de  i836,  sous  le  titre 
de  cinquième  Section;  elle  a  reçu,  dans  cette  dernière, 
quelques  additions  relatives  à  la  théorie  des  marteaux  et 
des  balanciers  k  découper. 

Je  crois  devoir  rappeler  que  les  divers  sujets  qui  vien- 
nent d'être  résumés,  et  qui  constituent  ce  Volume,  ne 
comprennent  qu'une  partie  des  Leçons  qiîe  Poncelet  a 
professées  à  l'École  d'Application.  Ainsi  qu'il  a  été  dit 
plus  haut,  le  Cours  de  Mécanique  appliquée  était  suivi  des 
Leçons  préparatoires  au  lester  d'Usines,  contenant  les  no- 
tions les  plus  usuelles  de  l'Hydraulique  pratique,  du 
mouvement  des  gaz,  des  roues  hydrauliques  et  des  ma- 
chines à  vapeur.  Ces  Leçons  forment  les  Sections  VI  et  VII 
de  l'ensemble  du  Cours  ;  elles  ont  été  publiées  en  cahiers 
lithographies  [années  i83i  et  i836),  par  les  soins  de 
M.  Morin,  dont  le  concours  a  également  été  précieux  au 
professeur,  pour  la  révision  des  autres  Sections  (  *). 

Un  cahier  spécial,  qui  a  été  présenté  a  l'Académie  des 
Sciences  le  17  février  i834,  contient  la  description  et  la 
théorie  des  principaux  ponts-levis  employés  dans  la  forti- 
fication. 

D'un  autre  côté,  Poncelet  avait  fait  une  série  de  Leçons 
sur  le  calcul  du  frottement  des  pièces  articulées  qui  en- 
trent dans  la  composition  des  machines,  ainsi  que  sur 
l'étude  de  divers  appareils  en  usage  dans  l'Artillerie  et 
dans  le  Génie,  tels  que  pompes,  machines  k  épuiser  et  k 


(  '  ]  Les  premières  éditions  du  Cours  avaient  été  lithographiées,  d*après 
les  Notes  de  Poncelet,  par  les  soins  de  M.  Gosselin. 
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draguer,  machines  soufflantes»  scieries,  cisailles,  lami- 
noirs, etc.  Malheureusement  il  n*a  guère  laissé,  sur 
ces  divers  sujets,  que  des  Notes  manuscrites,  unique- 
ment rédigées  pour  lui  servir  de  guide  dans  ses  Leçons 
orales,  et  trop  peu  développées  pour  pouvoir  être  livrées 
à  l'impression. 

Peu  de  modifications  essentielles  ont  été  apportées 
jusqu'ici,  par  les  auteurs  qui  ont  traité  de  la  Mécanique 
appliquée,  aux  idées  exposées  par  Poncelet,  à  une 
époque  où  l'emploi  des  machines  était  loin  d'avoir  l'ex- 
tension actuelle.  Il  m'a  paru  utile  de  signaler,  dans  quel- 
ques Notes,  les  travaux  récents  relatifs  aux  matières  de 
ce  Cours,  et  d'indiquer  certaines  considérations  nou- 
velles imposées  par  les  progrès  de  la  pratique.  Ces  Notes 
se  trouvent  au  bas  des  pages  et  sont  suivies  du  signe  (K). 

En  terminant,  je  remercie  M.  Resal  d*avoir  bien  voulu 
me  continuer  le  concours  amical  qu'il  m'avait  déjà  prêté 
pour  la  publication  de  V Introduction  a  la  Mécanique  in- 
dustrielle. 

Kretz. 

Paris,  le  20  novembre  1873 
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PREMIÈRE  SECtW^'^^'^''  ' 

CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  MACHINES  EN  MOUVEMENT. 


OBJET   DE   CETTE   SECTION. 

L'objet  de  celle  Section  esl  d'exposer  les  principes  géné- 
raux qui  constituent  la  théorie  des  machines  en  mouvement, 
de  faire  connaître  leurs  principales  propriétés,  sous  le  point 
de  vue  mécanique,  de  prescrire  à  l'avance  les  règles  et  les 
conditions  essentielles  d'après  lesquelles  on  doit  les  établir, 
enfin  de  faire  apprécier,  lorsqu'elles  sont  construites,  leurs 
défauts,  leurs  qualités  et  leurs  effets  mécaniques  ou  indus- 
triels. Il  esl  .d'ailleurs  entendu  qu'il  ne  sera  ici  question  que 
des  machines  pour  lesquelles  l'emploi  de  la  force  et  son  éco- 
nomie sont  une  considération  importante. 

1    —  Notions  et  principes  sur  lesquels  se  fonde  la  science 
dbs  moteurs  et  des  maciiines. 

Travail  des  moteurs  et  des  maciiines. 

1.  Objet  des  machines  industrielles,  —  Les  machines,  con- 
sidérées sous  le  point  de  vue  industriel,  ont  pour  objet  l'exé- 
cution de  certains  travaux  des  arts,  à  l'aide  des  moteurs  ou 
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forces  motrices  (*)  que  présente  la  nalure,  tels  que  les  ani- 
mauxy  le  vent.  Veau,  le  calorique. 

2.  Manière  dont  on  évalue  la  puissance  des  machines  et  des 
moteurs,  —  h^  force  ou  puissance  productive  des  machines  et 
des  moteurs,  c'est-à-dire  leur  pouvoir,  leurs  effets  ou  qualités 
mécaniques,  s'évaluent  dans  les  arts  par  la  quantité  de  travail, 
d'une  espèce  déterminée,  qu'ils  peuvent  produire  dans  un 
temps  donné.  Leur  valeur  absolue  dépend  d'autres  éléments, 
qui  ne  sont  pas  du  ressort  de  la  Mécanique  et  dont  il  faut 
néanmoins  tenir  compte  dans  la  pratique;  tels  sont  :  le  prix 
du  travail,  l'entretien,  la  mise  de  fonds»  la  durée,  etc. 

3.  Choix  de  Vanité  de  travail.  —  Si  le  genre  du  travail  était 
toujours  le  même,  il  serait  facile  d'apprécier,  d'après  l'expé- 
rience, la  valeur  mécanique  des  moteurs  et  des  machines, 
puisqu'elle  aurait  pour  mesure  la  quantité  de  matière  confec- 
tionnée, dans  un  temps  donné;  or  il  n'en  est  pas  ainsi  :  les 
travaux  des  moteurs  et  des  machines  sont  Infiniment  variés,  et, 
pour  pouvoir  les  comparer  entre  eux,  les  mécaniciens  ont  dû 
adopter  une  unité,  d'espèce  particulière,  une  sorte  de  /non- 
naie  mécanique,  comme  l'a  dit  M.  Navier,  qui  pût  servir  aisé- 
ment de  mesure  à  tous  les  genres  de  travaux  et  ne  laissât  abso- 
lument rien  d'arbitraire  dans  leur  évaluation  en  nombres. 

k.  U unité  du  travail  se  rapporte  à  V élévation  verticale  des 
corps  pesants.-—  C'est  d'après  ces  considérations,  et  plusieurs 
autres  que  nou«  ferons  connaître,  qu'on  a  choisi,  pour  cette 
unité,  l'effet  qui  consiste  dans  l'élévation  des  corps  pesants. 
Rien  de  plus  facile,  d'ailleurs,  que  d'évaluer  en  nombres  le  tra- 
vail dont  il  s'agit  :  car,  si  l'on  prend  pour  unité  le  travail  qui 


(*)  Les  expressions ybrc6  motrice  et  moteur  qui,  dans  le  langage  industriel, 
sont  généralement  regardées  comme  synonymes,  ont,  en  Mécanique,  des  signi- 
flcations  distinctes.  Le  mol  force  a  un  sens  spécial  qui  est  défini  dans  le  n<*  5, 
et  Ton  appelle  moteur  tout  corps  ou  tout  système  de  corps  qui  est  capable  de 
déyelopper,  sur  un  autre  corps,  une  force,  et  de  faire  décrire,  au  point  d'ap- 
plication de  celle-ci,  un  certain  chemin,  dans  le  sens  de  son  action  :  la  vapeur 
est  un  moteur;  la  pression  de  cette  Tapeur  sur  le  piston  d'une  machine  est 
une /orée  motrice,  (K.) 
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consiste  k  élever  rnnité  de  poids  à  l'unité  de  hauteur,  il  pa- 
raîtra évident  qu'élèvera  une  hauteur  quelconque  H  un  poids 
donné  P,  c'est  répéter  autant  de  fois  l'effet  partiel  qui  répond 
à  l'unité  de  travail,  qu'il  y  a  d'unités  de  longueur  dans  H  et 
d'unités  de  poids  dans  P;  le  produit  PH  est  donc  la  mesure 
naturelle  de  l'effet  ou  du  travail  utile  total  de  la  force  mo- 
trice qui,  par  son  activité,  a  élevé  le  poids  P  à  la  hauteur  H  ; 
peu  Importe,  au  surplus,  la  manière  dont  ait  varié  la  vitesse 
propre  de  l'agent,  en  intensité  ou  en  direction  :  car  l'effet  dont 
il  s'agit  ne  suppose  en  lui-même  autre  chose  qu'un  effort  ver- 
tical constant,  mesuré  par  P,  et  dont  le  point  d'application  dé- 
crit un  certain  chemin  H  dans  sa  direction  propre. 

Cette  définition  et  cette  mesure  du  travail  mécanique  cadrent 
d'ailleurs  avec  la  manière  dont  se  payent,  dans  les  arts,  tous 
les  travaux  qui  se  rapportent  à  l'élévation  verticale  des  far- 
deaux; par  exemple,  quand  il  s'agit  de  tirer  de  l'eau  du  fond 
d'un  puits,  d'élever  des  terres,  des  matériaux  quelconques  à 
certaines  hauteurs. 

5.  Définition  et  mesure  des  forces.  —  C'est  ici  le  lieu  de  re- 
marquer que  nous  n'entendrons  désormais  par  le  moi  force 
.  que  la  pression,  l'effort  simple  dont  est  capable  un  agent  quel- 
conque, dans  une  direction  et  un  point  déterminés,  pression 
et  effort  qui  sont  toujours  comparables  et  peuvent  se  mesurer 
par  des  poids,  à  l'aide  d'instruments  à  ressorts,  tels  que  le 
dynamomètre  de  Régnier,  certains  pesons  du  commerce,  etc., 
qui  ont  été  tarés  ou  vérifiés  à  l'avance,  en  y  suspendant  des 
poids  étalons.  On  conçoit,  en  effet,  que  le  même  degré  de 
flexion  de  ces  ressorts,  en  supposant  leur  élasticité  parfaite  et 
indépendante  du  temps  et  de  la  fatigue  (ce  qui  n'est  pas,  et 
exige  de  fréquentes  vérifications),  indique  constamment  le 
même  effort  absolu,  la  même  pression,  pourvu  que  cet  effort, 
cette  pression  s'exerce  au  même  point  et  dans  la  même  direc- 
tion.  Ainsi,  pour  nous,  les  forces  seront  toujours  exprimables 
en  unités  de  poids,  en  kilogrammes,  par  exemple,  et  nous  n'en 
reconnaîtrons  pas  d'autres  ;  mais,  comme  c'est  un  fait  d'expé- 
rience que  l'intensité  de  la  pesanteur  varie  selon  la  position 
des  lieux,  il  faut  bien  sous-entendre  que  cette  unité  de  poids  se 

I. 
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rapporte  à  un  lieu  déterminé,  ou  aux  différents  lieux  pour  les- 
quels Tintenslté  absolue  de  la  gravité  reste  constante,  ce  qui 
est  sensiblement  vrai  pour  l'étendue  entière  d'un  pays  tel  que 
la  France. 

6.  Dénominations  et  valeurs  diverses  attribuées  à  l'unité  de 
travail.  —  Le  produit  PH  a  reçu  des  mécaniciens  diverses  dé- 
nominations, qu'il  importe  de  connaître  :  Smeaton,  ingénieur 
anglais,  auquel  on  doit  de  nombreuses  expériences  sur  les 
roues  hydrauliques,  le  nomme  puissance  mécanique;  Carnot, 
dans  ses  Principes  fondamentaux  de  V  équilibre  et  du  mouve- 
ment, le  nomme  moment  d'activité;  Monge  et  Hachette  (voir 
le  Traité  des  Machines  de  ce  dernier)  Tout  appelé  simplement 
effet  dynamique,  expression  qui  a  le  défaut  d'être  un  peu  vague 
dans  sa  généralité;  enGn  Coulomb,  suivi  en  cela  par  beau- 
coup d'autres,  Ta  nommé  quantité  d'action^  mots  expressifs, 
dont  il  nous  arrivera  souvent  de  faire  usage,  concurremment 
avec  celui  de  travail,  qui  se  présente  naturellement  à  l'esprit, 
mais  qui  ont  l'inconvénient  de  s'appliquer  à  une  autre  espèce 
de  quantités  déjà  en  usage  dans  la  Mécanique  rationnelle. 

Quant  à  la  valeur  absolue  de  l'unité  d'action  ou  de  travail, 
divers  auteurs,  à  compter  de  MM.  Montgolfîer  et  Hachetle,  l'ont 
supposée  égale  au  poids  du  mètre  cube  d'eau,  ou  looo  kilo- 
grammes, élevé  à  I  mètre  de  hauteur  ;  c'est  ce  produit  que 
M.  Hachette  nomme  la  grande  unité  dynamique,  M.  Clément 
dynamie^  et,  en  dernier  lieu,  M.  Coriolis,  dynamode  (Du  cal- 
cul de  l'effet  des  machines),  M.  Charles  Dupin  a  aussi  proposé 
de  prendre  pour  unité  le  poids  de  i  mètre  cube  d'eau,  élevé 
à  I  kilomètre  de  hauteur,  unité  qu'il  nomme  dyname  [Cours 
de  Mécanique,  t.  lil,  p.  4^7);  mais  il  suppose  que  ce  travail 
s'est  opéré  régulièrement,  en  un  jour,  ce  qui  fait  rentrer  le 
dyname  dans  l'espèce  d'unités  dont  il  sera  fait  mention  plus 
loin  (n*»7). 

La  notation  employée  par  M,  Navier  {/architecture  hydrau- 
lique de  Bélidor,  1. 1,  addition  au  Livre  I),  et  qui  consiste  à 
placer  l'indice  ^«^*  ou  *'«'"  à  droite  et  un  peu  au-dessus  du  pro- 
duit du  poids  en  kilogrammes  par  la  hauteur  en  mètres,  re- 
vient à  prendre  pour  unité  de  travail  i  kilogramme,  élevé  à 
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r  mètre  de  hauteur,  unité  que  nous  nommerons  simplement 
kilogmmmètrey  afln  d'abréger  et  d'éviter  le  rappel  d'un  travail 
particulier,  l'élévation  des  corps  pesants,  qu'il  n'est  point  in- 
dispensable d'exprimer,  comme  nous  le  verrons  bientôt.  D'ail- 
leurs, cette  dernière  convention  et  celle  qui  précède  peuvent 
s'étendre  à  toutes  les  hypothèses  qu'on  pourrait  avoir  à  faire 
sur  les  unités  de  poids  ou  de  longueur  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression des  unités  de  travail  (^). 

7,  Définition  du  cheval  dynamique,  —  Lorsque  l'action  des 
moteurs  et  des  machines  est  longtemps  continuée  d'une  ma- 
nière uniforme,  les  nombres  qui  servent  à  évaluer  le  travail 
peuvent  devenir  embarrassants  par  leur  longueur,  et  alors  on 
convientde  ne  prendre  pour  sa  mesure  que  celui  qui  se  rapporte 
à  l'unité  de  temps,  par  exemple  à  la  seconde,  à  la  minute,  etc. 
C'est  ainsi  que  les  mécaniciens  ont  été  amenés  à  introduire, 
dans  la  notion  du  travail  servant  d'unité,  l'idée  de  la  durée,  qui 
y  est  totalement  étrangère  et  ne  peut  s'appliquer  avec  exacti- 
tude qu'aux  travaux  où  la  même  quantité  d'action  est  déve- 
loppée régulièrement  dans  chaque  unité  de  temps;  encore  ne 
faut-il  pas  perdre  de  vue  la  durée  totale  et  effective  du  travail 
et  tenir  compte,  par  conséquent,  de  ses  intermittences  plus  ou 
moins  fréquentes,  etc. 

Les  fabricants  de  machines  à  vapeur,  entre  autres,  ont  gé- 
néralement adopté  une  unité  d'action  de  cette  espèce,  nom- 
mée improprement  par  Qyyx  force  de  cheval^  d'après  l'expres- 
sion anglaise  horse-powery  qu'il  serait  plus  exact  de  traduire 
par  celle  de  pouvoir  de  cheval  ou  de  cheval  dynamique^  at- 
tendu que  le  mot/orce  a  un  sens  bien  déterminé  (5)  en  Méca- 
nique, et  qui  ne  cadre  nullement  avec  l'idée  qu'on  attache  à  la 
quantité  d'action  ou  de  travail.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'expression 
iï^  force  de  chevcUayani  généralement  prévalu,  nous  pourrons 
en  faire  usage  dans  les  applications  de  ce  Cours,  malgré  le  dé- 
faut qu'elle  a  de  ne  présenter  en  elle-même  rien  de  précis,  car 
sa  valeur,  qui  ne  peut  être  que  purement  fictive,  a  été  diffé- 
remment définie  par  les  mécaniciens  constructeurs  {voir  l'en- 

(')  iDtroductlon  à  la  Mécanique  industrielle  (3®  édition,  p.  76). 
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droit  cUé  (6)  de  la  nouyelle  édllion  ^tV Architecture  hydrau- 
lique de  Béiidar).  Celle  qui  parati  le  plus  uaiversellement 
accréditée  de  nos  jours  représente  une  quantité  de  travail  de 
^5  kllogrammètres,  développée  en  chaque  seconde,  et  se  rap- 
porte plus  particulièrement  à  Tunité,  dite  routinière^  adoptée 
en  Angleterre  d'après  Watt  et  Boulton  ;  telle  est  aussi  la  va- 
leur que  nous  lui  supposerons  par  la  suite. 

8.  Travail  des  forces  constantes  agissant  dans  le  sens  du 
chemin  décrit  par  leur  point  d'application.  —  Voyons  main- 
tenant comment  on  peut  généralement  évaluer  le  travail  raéca- . 
nique  des  forces  quelconques,  et  ramener  Texpression  de  sa 
mesure  aux  mêmes  unités  que  celle  qui  se  rapporte  à  Téléva- 
tion  des  fardeaux,  suivant  la  verticale  (^)* 

En  y  réfléchissant  un  peu,  on  voit  qu'exécuter  un  travail 
mécanique  quelconque,  c'est  vaincre,  d'une  manière  utile 
pour  le  besoin  des  arts,  des  résistances  telles  que  la  force 
d'adhésion  des  molécules  des  corps,  la  force  du  calorique  et 
des  ressorts,  la  force  de  la  pesanteur,  la  résistance  des  fluides» 
les  frottements  et  quelquefois  l'inertie  de  la  matière,  comme 
lorsqu'il  s'agit  de  lancer  des  projectiles,  de  mettre  en  action 
des  marteaux,  des  pilons,  etc.;  les  exemples  de  toute  espèce 
ne  sauraient  ici  manquer;  mais,  pour  vaincre  et  détruire  suc- 
cessivement des  résistances  continuellement  renouvelées  le 


(*)  Définition  du  travail  mécanique,  —  Le  but  da  ces  considérations  préli- 
minaires est  d'établir  une  corrélation  entre  le  travail^  tel  qu'on  le  définit  en 
Mécanique,  et  Veffet  produit  oa  exigé  par  l'exécution  d'un  ouvrage.  Pour  éviter 
toute  incertitude,  il  convient,  dans  les  théories  mécaniques,  de  n'attribuer  à 
l'expression  travail  d'une  force  d'autre  signification  que  celle  de  produit  de  la 
force  et  du  chemin  décrit  par  son  point  d'application,  estimé  suivant  la  direc^ 
tion  de  la  force,  produit  déterminé  d'après  les  règles  exposées  aux  n^  8,  9  et 
10,  par  simple  définition,  et  abstraction  faite  de  toute  idée  sur  la  constitution 
ou  le  mode  d'action  des  moteurs,  sur  l'efiet  obtenu  dans  la  confection  de  l'ou- 
vrage. Vunité  de  travail  est  le  produit  de  l'unité  de  force  par  l'unité  de  lon- 
gueur. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  démontré  divers  théorèmes  relatifs  au  travail  des  forces 
dans  les  machines,  que  l'on  peut  établir  nettement  une  relation  entre  un  effet 
produit  et  la  dépense  correspondante,  et  se  rendre  un  compte  exact  des  rai- 
sons qui  ont  fait  choisir  le  mot  travail,  pour  désigner  le  produit  qui  vient 
d'être  défini  {Tfoir  la  note  du  n^  46).  (K.) 
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long  d'un  certain  chemin,  il  faut  un  eiTort  de  traction  ou  de 
pression  agissant  au  point  d'application  de  cette  résistance,  et 
qui  se  renouvelle  en  se  déplaçant  lui-même  constamment.  Or 
il  peut  arriver,  ou  que  l'effort  soit  dirigea  chaque  instant  dans 
le  sens  du  chemin  décrit  par  son  point  d'application,  ou  que 
cet  effort  varie  d'une  manière  quelconque,  en  grandeur  et  en 
direction,  sans  cesser  néanmoins  de  faire  constamment  équi- 
libre à  la  résistance  que  lui  oppose  directement  son  point 
d'application,  en  vertu  du  principe  de  l'action  égale  et  contraire 
à  la  réaction. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  supposons  que  l'ef- 
fort et  par  suite  la  résistance  conservent  une  valeur  constante 
à  tous  les  instants,  ou  pour  chacun  des  éléments  de  chemin 
parcouru;  on  pourra  évidemment  appliquer  à  cet  effort  le 
même  raisonnement  que  pour  le  cas  où  il  s'agissait  (&)  d'é- 
lever directement  un  poids  à  une  certaine  hauteur  sans  lui 
faire  quitter  la  même  verticale.  La  quantité  d'action  qu'il  déve- 
loppera, dans  une  longueur  de  chemin  donnée,  sera  donc  ici 
encore  directement  proportionnelle  et  à  l'intensité  constante 
de  cet  effort  et  au  nombre  de  fois  qu'il  a  été  répété,  ou  au 
nombre  des  résistances  partielles  et  égales  qui  ont  été  vain- 
cues, c'est-à-dire  au  produit  de  cet  effort,  exprimé  en  unités 
de  poids  (5),  par  la  longueur  effective  du  chemin  parcouru 
dans  sa  direction  propr^e,  estimée  en  unités  de  distances.  Q. 
étant  donc  le  nombre  des  kilogrammes  qui  mesurent  l'effort,  q 
celui  des  mètres  qui  mesurent  la  longueur  du  chemin,  la  va- 
leur du  travail  pourra  encore  être  exprimée  par  le  produit 

Q^'Xç"    ou    Qç»^«», 

en  faisant  attention  qu'ici  l'unité  de  travail,  i  kilogrammètre, 
se  rapporte  à  un  effort  constant  de  kilogramme,  qui  se  répèle 
le  long  d'un  chemin  de  i  mètre  dirigé  d'une  manière  que^ 
conque. 

Si,  d'aiUeurs,  on  veut  se  rendre  compte,  dès  à  présent,  com- 
ment cette  unité  a,  sous  le  point  de  vue  purement  mécanique, 
la  même  valeur  que  l'unité  analogue  relative  à  l'élévation  des 
fardeaux,  suivant  la  verticale,  il  sufQra  de  considérer  que  les 
machines  offrent  en  général  les  moyens  de  transformer  un 
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travail  industriel  quelconque  en  un  autre»  et  qu'elles  opére- 
raient même  cette  transformation  sans  aucune  perte,  si  l'on 
pouvait  y  éviter  complètement  les  résistances  étrangères,  qui 
absorbent  toujours  une  portion  plus  ou  moins  grande  du  tra- 
vail moteur;  mais  c'est  ce  qui  sera  démontré  directement  et 
généralement  un  peu  plus  loin,  quand  nous  aurons  établi 
quelques  autres  données  ou  principes  indispensables. 

9.  Travail  des  forces  d'intensité  variable.  —  Les  raisonne- 
ments qui  précèdent  supposent  que  l'efrort  exercé  demeure 
constant  et  toujours  dirigé  dans  le  sens  du  chemin  parcouru 
par  son  point  d'application;  s'il  était  variable,  il  faudrait  consi- 
dérer ce  qui  se  passe  dans  chaque  élément  du  temps  pendant 
lequel  son  point  d'application  a  décrit  le  chemin  total  q  dans 
sa  direction  propre.  Qdq  sera  évidemment  la  quantité  ûe  tra- 
vail élémentaire  développée  par  Q  le  long  de  dq  et 


fodq. 


pris  entre  deux  positions  quelconques  du  point  d'application 
de  la  force,  exprimera  la  quantité  de  travail  totale  développée 
dans  rétendue  de  chemin  comprise  entre  ces  mêmes  positions, 
quantité  qu'on  pourra  calculer  analytiquement,  toutes  les  fois 
qu'on  aura  Q  en  fonction  de  ^,  et  dans  tous  les  cas,  par  ap- 
proximation, au  moyen  du  théorème  de  Thomas  Simpson,  si 
l'on  connaît  seulement,  par  expérience  ou  autrement,  cha- 
cune des  valeurs  de  Q,  qui  répondent  aux  différentes  valeurs 
éeqi'). 

Nommons  X  l'effort  moyen  constant  que  devrait  exercer 
une  autre  force,  dirigée  dans  le  sens  dq,  pour  produire  la 
même  quantité  de  travail;  q'  et  q"  les  valeurs  de  q  relatives  à 
la  première  et  à  la  dernière  des  positions  du  point  de  X  et  de 


(*)  Introduction  k  la  Mécanique  industrielle  (3*  édition,  p.  ig'i);  on  trouve 
également  dans  cette  édition,  p.  197,  une  autre  méthode  de  quadrature  qui  a 
été  exposée  par  Poncelet  dans  ses  Leçons  à  la  Farultè  des  Sciences  de  Paris, 
et  qui  a  été  publiée,  en  premier  lieu  (iSS^),  dans  les  Éléments  de  Mécanique 
de  M.  Besal.  (K.) 
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Q,  de  sorte  que  q'  —  q'  soit  la  longueur  de  cbemîn  qui  a  été 
parcourue;  il  est  évident  qu'on  aura  pour  déterminer  X  la  re- 
lation 

X{q--q')=  Qdq    d'où    X::^7„_    ,  • 

La  considération  de  cette  valeur  moyenne  nous  sera  utile 
dans  plusieurs  circonstances. 

10.  Travail  des  forces  variables  d*une  manière  quelconque 
em  intensité  et  en  direction.  —  Enfin  la  force  Q  pourrait  varier 
à  chaque  instant  de  direction,  par  rapport  à  rélémentde  che- 
min </«  décrit  par  son  point  d*application;  a  étant  raqglé  va- 
riable formé  par  ces  directions,  on  concevra  cette  force  dé- 
composée en  deux  autres,  l'une  Q  cosa,  agissant  suivant  le 
prolongement  de  ds,  l'autre  Q  sina,  agissafit  normalement  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  d'application  de  Q.  Celle-ci  seva 
évidemment  détruite  parla  résistance  ou  l'obstacle,  quel  qu'il 
soit,  qui  oblige  le  point  d'application  dont  il  s'agit  à  demeurer 
sur  ds\  de  plus,  l'élément  de  chemin  décrit  dans  sa  direction 
propre  étant  nul,  il  en  est  de  même  de  sa  quantité  de  travail, 
dont  on  pourra  ainsi  faire  abstraction;  mais  comme  elle  tend 
à  produire  des  compressions  qui,  dans  les  systèmes  matériels, 
tels  que  les  machines,  font  naitre  des  résistances  tangentiellesi 
étrangères  aux  forces  actives  de  ces  systèmes,  et  que,  pour 
cette  raison,  on  nomme  nuisibles  ou  passives^  il  y  aura  lieu  de 
tenir  compte  du  travail  dû  à  ces  nouvelles  résistano^s  dans 
l'évaluation  générale  des  effets  mécaniques  de  pareils  systèmes. 
Quant  à  la  quantité  de  travail  produite  par  l'autre  composante 
Q  cosa,  elle  aura  évidemment  pour  valeur,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, l'intégrale  générale 


/  Qcosarf^     ou      /  Qdq, 


qu'il  faudra  prendre  entre  des  limites  convenables,  en  obser- 
vant que  nous  supposons  ici  dq  =  ds  cos  «,  c'est-à-dire  égal 
à. la  projection  de  l'élément  de  chemin  ds  sur  la  direction  de 
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la  force  Q;  or  il  est.  très-digne  de  remarque  que  la  quantité 
d'action  ou  de  travail  élémentaire 

Qdq  =  Qcosads 

n'est  autre  chose  que  ce  qu'en  Mécanique  rationnelle  on 
nomme  le  moment  virtuel  de  la  force  Q,  pour  le  mouvement 
infiniment  petit  attribué  à  son  point  d'application;  de  plus,  on 
voit  qu'elle  est  la  même  que  celle  que  l'on  obtiendrait  direc- 
tement, en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  le  premier  cas 
ci-dessus,  et  considérant  que  l'espace  élémentaire  dq  décrit 
par  ce  point  dans  le  sens  de  la  force  est  réellement  cos  oc  ds. 
De  cette  identité  de  nature  entre  les  moments  virtuels  etles 
quantités  de  travail  élémentaires  ou  instantanées  des  forces, 
pour  le  cas  où  le  mouvement  virtuel*  considéré  est  précisé- 
ment le  mouvement  actuel  et  infiniment  petit  du  point  d'ap- 
plication de  ces  forces,  on  conclut  de  suite  diverses  consé- 
quences relatives  aux  lois  que  suit,  en  général,  la  transmission 
du  travail  dans  les  systèmes  matériels  soumis  à  des  puissances 
et  à  des  résistances  quelconques,  et  qui  sont  d'une  applica- 
tion immédiate  à  la  science  des  moteurs  et  des  machines.  Mais, 
pour  bien  faire  saisir  cette  application,  il  est  nécessaire  de 
rappeler  succinctement  les  notions  élémentaires  sur  les- 
quelles elle  repose  et  qui  ont  servi  à  en  établir  le  principe  (*). 

Théorèmes  relatifs  à  la  quantité  de  mouvement  et  à  la  force  vive. 

11.  Ce  que  Von  nomme  proprement  vitesse  et  quantité  de 
mouvement.  —  On  sait  que  deux  forces  appliquées  tour  à  tour 
à  un  même  corps  qui  cède  librement  à  leur  action,  en  se  mou- 
vant parallèlement  à  lui-même',  dans  le  sens  de  cette  action. 


(')  L'édition  de  i83i  porte  la  note  suirante  :  «  Nous  renverrons,  pour  tous 
les  développements,  aux  Traités  de  Mécanique  de  MM.  de  Prony  et  Poisson,  en 
observant  que  Texpérience  de  renseignement  à  TÉcole  d'application  nous  a  fait 
apercevoir  l'utilité  de  revenir  sur  ces  notions,  ainsi  que  sur  la  démonstration 
des  principes  généraux  qui  en  déi  ivent,  et  sans  la  parfaite  intelligence  des- 
quels il  serait  impossible  de  bien  comprendre  la  théorie  du  mouvement  des 
machines.  •  Les  principes  rappelés  dans  les  n^*"  11  à  16  n'étaient  pas  repro- 
duits dans  les  éditions  antérieures  à  i836.  (K.) 
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lui  impriment,  dans  le  même  élément  de  temps  dt^  des  vitesses 
qui  sont  infiniment  petites,  proportionnelles  à  leur  inten 
site  respective,  et  indépendantes  du  mouvement  précédem- 
ment acquis.  Ainsi  p  étant  le  poids  absolu  d'un  certain  corps 
ou  point  matériel,  dans  un  Heu  pour  lequel  Va  gravité  lui  im- 
prime la  vitesse  g  =  9"*,  8088,  au  bout  de  la  première  seconde 
de  sa  chute,  ou  gdt  dans  chaque  élément  dt  du  temps,  puis- 
qu'il s'agit  ici  d'une  force  accélératrice  sensiblement  con- 
stante, et  9  éunt  une  autre  force  motrice  quelconque,  capable 
d'imprimer  au  même  corps  et  dans  l'élément  du  temps  dt 
l'accroissement  de  vitesse  dvy  on  aura,  d'après  la  loi  énoncée: 

<f:p::dv:gdt,    d'où    <p  =  ^-^. 

• 

Soit  pareillement  p'  le  poids  absolu  (5)  de  ce  corps  dans  un 

autre  lieu  quelconque,  pour  lequel  la  vitesse  imprimée  au 

bout  de  la  première  seconde  serait  g^;  on  aurait  également 

9  =r  ^,     d'où    -^  m  ^  =  consl.  =  m  ; 
^  g        g 

ce  qui  est  évident  a /?nor/,  puisqu'en  vertu  de  la  même  loi 
on  a 

p\p'\\gdt:g'di. 

Or  le  rapport  m,  qui  demeure  indépendant  de  l'intensité  de 
la  gravité  en  chaque  lieu,  est  précisément  ce  que  l'on  est  con- 
venu de  nommer  la  masse  du  corps;  définition  qu'il  faut  ad- 
mettre, sans  s'embarrasser  des  idées  physiques  ou  métaphy- 
siques qu'on  y  attache  quelquefois,  en  sorte  qu'on  a  aussi  par 
simple  convention 

p  =  mg{'). 

(*)  On  Toit  que  dans  un  même  lieu,  ou  pour  une  contrée  entière  telle  que 
la  France  (5),  la  masse  reste  sensiblement  proportionnelle  au  poids,  et  Ton  en 
conclut  que  les  poids  peuTent  ôfcre  substitués  aux  masses  ou  pris  pour  les 
masses;  mais  cela  n'est  Vrai  qu'autant  qu'il  s'agit  de  les  comparer  entre  elles 
dans  les  formules  où  elles  entrent  d'uoe  manière  homogène  par  rapport  aux 
autres  quantités;  car,  puisque  l'hypothèse  mz=.p  revient  à  prendre  g  pour 
l'unité  de  longueur,  on  voit  qu'il  peut  arriver  bien  des  cas,  dont  nous  aurons 
des  exemples  par  la  suite,  où  l'on  tomberait  dans  des  erreurs  grossières  en 
«ttbstitoaDt  les  poids  aux  masses. 
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-Du  resie,  comme  le  rapport  m  ne  change  nî  avec  le  volume, 
ni  avec  la  forme,  ni  avec  le  poids  absolu  d'un  corps»  il  arrive 
souvent  que,  sous  le  point  de  vue  mécanique,  on  désigne  sim- 
plement les  corps  par  leurs  masses,  et  c*est  ainsi  que  nous  en 
agirons  par  la  suite.  La  première  des  équations  ci-dessus  nous 
donne  en  conséquence,  s^'  étant  la  vitesse  du  corps  à  l'instant 
où  Faction  de  la  force  commence,  et  v  celle  qui  correspond  à 
un  temps  quelconque  écoulé  depuis  cet  instant, 

<p:rrm-^,     (^dt  —  mdv,      j     (fdt  —  m{v  —  i/')y 

en  supposant  toujours  que  la  force  f  entraîne  le  corps  -  dans 

le  sens  de  sa  propre  direction,  qui  est  invariable,  comme  pour 
la  gravité.  Or  les  produits  mv,  nw\  qui  correspondent  aux 
vitesses  v  et  v'  possédées  par  le  corps  à  la  fin  et  au  commen- 
cement de  Tîntervalle  de  temps  où  Ton  considère  l'action  de 
la  force,  sont  précisément  ce  qu'on  est  convenu  de  nommer 
les  quantités  de  mouvement  de  ce  même  corps,  relatives  aux 
instants  dont  il  s'agit;  expression  à  laquelle  il  ne  faut  égale- 
ment attacher  aucune  idée  métaphysique,  et  qui  n'a,  comme 
^  la  précédente,  pour  objet  que  de  faciliter  l'énoncé  des  théo- 
rèmes de  Mécanique,  où  les  quantités  telles  que  nw^=^v  se 

reproduisent  fréquemment. 
D'ailleurs,  on  voit  que  la  quantité  de  mouvement  répondant 

à  une  intégrale  de  la  forme  /  çrff,  prise  entre  des  limites  dé- 
terminées, a  une  signification  très-distincte  de  celle  qui  se 
rapporte  à  la  quantité  d'action  ou  de  travail  (8),  de  sorte  qu'il 
n'est  pas  permis  de  les  confondre  avec  ces  dernières,  dans  les 
applications. 

12.  Définition  et  mesure  de  la  force  vive.  —  En  effet,  nom- 
mant toujours,  dans  les  hypothèses  ci-dessus,  de  l'élément  de 
chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  la  force  <p,  pendant 
dt,  la  quantité  de  travail  élémentaire  qu'elle  aura  développée 
dans  le  même  temps  sera  <fde^  de  sorte  qu'on  aura,  entre  les 
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fie 
mêmes  limites  de  vitesses  v'  et  v,  et  attendu  que  -tt=lv, 

pour  l'expression  de  la  quantité  de  travail  imprimé  depuis  la 
position  où  le  corps  possédait  la  vitesse  i^' jusqu'à  celle  où  il 
a  acquis  la  vitesse  i^,  et  qui  d'ailleurs  sera,  comme  on  voit, 
positive  ou  négative,  selon  que  v  sera  plus  grand  ou  plus  petit 
que  v',  ou  selon  que  la  force  o  tendra  à  accélérer  ou  à  retarder 
constamment  le  mouvement  primitivement  acquis  par  le 
corps,  l'accroissement  instantané  dv  de  la  vitesse  prenant  dans 
ce  dernier  cas  un  signe  contraire  à  v. 

Les  quantités  mv^,  mv'^  sont  ce  que  les  géomètres  sont 
convenus  de  nommer  une  force  vive,  expression  impropre, 
puisque  nous  n'admettons  point  d'autres  forces  que  celles  de 
pression,  comparables  à  des  poids,  et  à  laquelle  il  ne  faut  en- 
core attacher  aucune  idée  métaphysique,  mais  qu'on  doit  con- 
sidérer comme  une  déûnition  abrégée  du  produit  de  la  masse 

^  d'un  corps  actuellement  en  mouvement  par  le  carré  de  sa 

vitesse  effective.  Par  ce  moyen,  on  évitera  d'ailleurs  de  con- 
fondre entre  elles  la  force  vive  et  la  quantité  de  travail  qui  se 
rapportentà  des  phénomènes  et  à  des  effets  physiques  distincts, 
quoique,  numériquement  parlant,  elles  soient  du  même  ordre 
et  aient  une  mesure  commune.  En  effet,  l'équaiion  ci-dessus 
exprime,  quand  on  y  suppose  u'  =  o,  ce  qui  répond  au  cas  où 
le  mouvement  commence  avec  l'action  de  la  force,  que  la 
force  vive  acquise  par  le  corps  est  égale  au  double  de  la  quan- 
tité de  travail  totale  qui  lui  a  été  imprimée  par  cette  force, 

13.  Définition  et  mesure  de  la  force  d 'inertie  dans  le  mou- 
vement  rectiligne,  —  C'est  encore  un  axiome  reçu  générale- 
ment en  Mécanique  que  Vaction  d'une  force  en  son  point 
d'application  est  toujours  égale  et  directement  contraire  à  la 
réaction  que  lui  oppose  ce  point.  Or  il  en  résulte  que  la  force 
motrice  f ,  considérée  ci-dessus,  doit  éprouver,  de  la  part  de 

dv       .../.•. 
la  masse  m,  une  reaction  mesurée  par  — 'w^»  qui  lui  fait 
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équilibre  et  provieiu  évidemment  de  la  résistance  opposée 
par  l*inertie  du  corps  à  tout  changement  de  mouvement;  c'est 
pourquoi  on  nomme  quelquefois  cette  résistance  la  force 
d'inertie,  relative  à  la  variation  de  vitesse  dv.  On  voit  qu'elle 
se  comporte  comme  une  simple  résistance  quand  le  mouve- 
ment s'accélère,  et  comme  une  puissance  véritable  quand  il 
se  ralentit,  la  force  motrice  9  jouant  elle-même  alors  le  rôle  de 
résistance. 

Du  reste,  la  force  d'inertie  ne  préexiste  pas  à  l'instant  où  la 
variation  du  mouvement  commence;  elle  naît,  elle  coexiste 
avec  elle,  de  la  même  manière  que  la  réaction  d'un  ressort 
par  rapport  à  la  force  qui  le  presse,  c'est-à-dire  sans  en  ,dé- 
truire  les  effets  physiques;  car,  si  l'on  appliquait  à  cet  instant 
même  au  corps  une  autre  force  égale  et  directement  contraire 

dv 
à  la  force  motrice  9,  ou  m  ^9  qui  est  capable  de  produire  l'ai* 

tération  de  vitesse  dv,  cette  altération  n'aurait  pas  lieu,  le 
mouvement  demeurerait  uniforme  pendant  l'instant  di,  et  il  y 
aurait  simplement  équilibre  entre  les  forces,  dans  le  sens  où 
on  l'entend  ordinairement,  quand  on  applique  le  principe  de 
d'Alembert,  en  remplaçant  les  forces  du  système  par  les  quan- 
tités de  mouvement  qu'elles  seraient  capables  d'imprimer  ou 
qu'elles  impriment  en  effet  dans  l'élément  du  temps.  On  voit 
donc  que  ces  différentes  manières  d'envisager  les  choses  re- 
viennent, quant  au  fond,  à  la  même;  mais  les  considérations 
des  forces  d'inertie  offrent  l'avantage  de  faire  concevoir  a  priori 
l'état  des  questions  relatives  à  la  transmission  du  mouvement. 

ik.  Force  d'inertie  dans  le  mouvement  curviligne,  —  Sup- 
posons maintenant  que  la  force  9  change  à  chaque  instant  de 
direction,  de  façon  que  le  corps,  censé  concentré  en  un  seul 
point  matériel  et  libre,  décrive  une  ligne  courbe  quelconque 
sous  l'action  de  cette  force,  combinée  avec  sa  vitesse  initiale. 
Le  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à  l'action  n'en  sub- 
sistera  pas  moins,  c'est-a-dire  que  la  résistance  absolue  et 
totale,  opposée  par  l'inertie  au  changement  du  mouvement, 
sera  encore  égale  et  directement  opposée  à  9  ;  ce  qui  devra 
'  avoir  lieu,  de  la  même  manière  d'ailleurs,  pour  leurs  compo- 
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santés  respectives  suivant  la  tangente  et  la  normale  de  la 

coarbe  au  point  d'application.  Mais  la  composante  tangentieilet 

pour  la  force  motrice,  produisant  la  variation  de  vitesse  dv^ 

éprouvée  par  le  corps  dans  la  direction  rectilignede  l'élément 

qu'il  décrit  pendant  l'instant  infiniment  petit  «{/,  on  aura,  comme 

on  sait  et  comme  il  est  évident  a  priori,  pour  sa  valeur,  la  quan* 

du 
lité  —  m ^  relative  au  cas  du  mouvement  rectiligne  (12), 

tandis  que  la  composante  normale,  qui  empêche  le  corps  de 
s'écarter  de  la  courbe,  devra  éire  égale  et  précisément  con- 
traire à  \q  force  centrifuge,  dont  la  valeur  est,  comme  on  sait 
encore,  exprimée  par 

r 

r  étant  lé  rayon  de  courbure  au  point  considéré.  . 

Donc  la  composante  normale  de  la  force  d'inertie  n'est 
autre  chose  que  celle  même  force  centrifuge,  et  sa  compo-. 

santé  tangentielle  a  pour  valeur  la  quantité  —  ^^9  dont  le 

signe  doit  toujours  êlre  contraire  à  celui  de  dv;  donc  la  force 
d'inertie  totale  de  la  masse  m  a  pour  valeur  absolue  la  quan- 
tité    

qui  est  aussi  celle  de  la  force  motrice  9. 

Quant  à  la  quantité  de  travail  développée  par  chacune  de 
ces  forces,  pendant  l'élément  du  temps  dt,  il  est  clair  (9) 
qu'elle  se  réduit  simplement  à  celle  de  leurs  composantes  tan- 
gentlelles,  c'est-à-dire  (13)  à 

m -r- de  z=z  mv  dv 
at 

pour  la  force  motrice,  et  à  ---  mvdv  pour  la  force  d'inertie,  de 
sorte  que,  dans  toutes  les  questions  où  l'on  n'a  à  s'occuper 
que  des  quantités  de  travail  développées  parles  forces  d'inertie 
des  différentes  masses  d'un  système,  on  peut,  à  la  rigueur,  faire 
abstraction  des  composantes  normales  de  ces  forces,  c'est-SK 
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dire  des  forces  centrifuges,  pour  ne  tenir  compte  que  de  celtes 
qui  agissent  dans  le  sens  de  l'élément  du  chemin  décrit,  et  que, 
i  cause  de  leur  activité  particulière,  on  pourrait  nommer  les 
forces  vives  des  corps;  mais,  comme  cette  expression  est  uni- 
versellement admise  pour  désigner  la  valeur  de  leur  travail, 
dans  un  intervalle  de  temps  fini  et  déterminé,  nous  la  rempla- 
cerons par  celle  Geforce  d'inertie  tangent  ieile,  et  quelquefois, 
dans  la  vue  d'abréger,  simplement  par  celle  de  force  d'inertie. 
Au  surplus,  eh  faisant  de  telles  abstractions,  on  ne  devra 
pas  perdre  de  vue  que  les  forces  centrifuges  des  différentes 
masses»  bien  qu'elles  n'aient  par  elles-mêmes  aucune  acti- 
vité, sous  le  rapport  du  travail,  n'en  exercent  pas  moins  une 
certa{tte  influence  sur  le  mouvement  des  systèmes  matériels 
dont  elles  font  partie,  en  concourant  (9)  simultanément  avec 
les  composantes  des  autres  forces  normales  aux  courbes  dé- 
crites par  leurs  points  d'application  respectifs  à  développer 
sur  les  points  d'appui,  sur  les  articulations  de  ce  système,  s'il 
en  possède,  des  pressions  qui  font  naître  des  résistances  pas- 
sives analogues  au  frottement,  et  qu'on  devra  pouvoir  calculer 
lorsque  la  loi  du  mouvement,  à  un  instant  donné,  sera  connue 
pour  les  points  matériels  du  système. 

15.  Principe  delà  transmission  du  /rafa//.  — Tout  ceci  étant 
bien  entendu,  il  ne  sera  pas  difficile  de  démêler  le  rôle  que 
joue  chaque  espèce  de  force  dans  un  système  quelconque  de 
corps  matériels  en  mouvement,  sous  dés  conditions  données, 
et  tels  que  ceux  qui  constituent  les  moteurs  et  les  machines 
de  l'industrie.  £n  effet,  considérons  à  un  instant  donné,  ou 
pour  une  position  déterminée  des  différentes  masses,  l'en- 
semble de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  tant 
actives  que  passives  (autres  que  les  forces  d'inertie),  qui 
agissentsimullanémentsurlesystème  et  exercent  une  influence 
appréciable,  mais  quelconque,  sur  l'eut  du  mouvement  de  ses 
divers  éléments  matériels;  puis  supposons  qu'on  applique  à 
chacun  de  ces  éléments  d'autres  forces  capables  d'empêcher 
la  modification  qu'éprouve  réellement  ce  mouvement,  sous  la 
seule  action  des  premières  et  pour  la  durée  infiniment  petite 
du  temps  dt  qui  suit  l'Instant  dont  il  s'agit,  il  est  clair  que  ces 
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nouvelles  forces,  détruisant  l'effet  des  autres,  elles  leur  feront 
nécessairement  équilibre.  Mais  ces  mâmes  forcés  sont  préci- 
sément égaies  en  intensité  et  en  direction  aux  réactions  ou 
forces  d'inertie  (13  et  li)  qui  naissent  du  ctiangement  de  mou- 
vement des  différentes  masses;  donc  il  y  aura  simplement 
équilibre  entre  toutes  les  forces  qqi  agissent* efOcacement  sur 
le  système  et  ces  mêmes  forces  d'inertie. 

Représentant  donc  par  IQdq  la  somme  des  quantités  de 
travail  élémentaire  développées  par  les  forces  efficaces  dont 
il  s*agit,  en  prenant  positivement  celles  de  ces  quantités  qui 
appartiennent  à  des  forces  agissant  dans  le  sens  du  mouve* 
ment  de  leur  point  d'application  et  négativement  celles  des 
forces  qui  agissent  dans  le  sens  contraire;  désignant  pareille- 
ment par  1  —  niifdv  =  —  Imvdv  la  somme  des  quantités  de 

dv 
travail  relatives  aux  forces  d'inertie  —  /w  -rr  des  différentes 

ai 

masses  du  système,  quantités  dont  le  signe  doit  toujours  être 
opposé  à  celui  que  prend  naturellement  lé  produit  vdv  pour 
chaque  masse  m,  attendu  que  la  force  d'inertie  agit  comme 
résistance  (10)  quand  le  mouvement  de  cette  masse  s'accé- 
lère, c'est-à-dire  quand  c/ca  le  sens  et  le  signe  de  Vy  et  comme 
puissance  quand  il  diminue,  ou  que  dv  a  un  signe  contraire 
à  i^;  en  faisant,  dis-je,  ces  suppositions,  et  observant  que  les 
quantités  de  travail  ne  sont  ici  autre  chose  que  les  moments 
virtuels  relatifs  à  chaque  force  et  au  mouvement  effectif  du 
système,  on  aura,  d'après  un  principe  bien  connu,  la  rela- 
tion 

-   IQdq  ~  Imvdv  =  0, 

qui  exprime  que 

La  somme  des  travaux  élémentaires  développés^  tant  par  les 
différentes  forces  qui  produisent  la  modification  du  mouve- 
ment, que  par  les  forces  d'inertie  qui  naissent  de  cette  mo- 
dification,  est  constamment  égale  à  zéro, 

16,  Principe  des  forces  vives,  —  L'équation  ci -^dessus 
ayant  lieu  pour  tous  les  instants  et  étant  indépendante  d'ail- 
leurs du  mode  d'action  des  forces,  qui  peut  être  quelconque 
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et  même  discontinu,  pourvu  qu'on  ait  égard  aux  intermit- 
tences de  cette  action»  dans  l'appréciation  des  quantités  de 
travail  relatives  à  chaque  force,  il  en  résulte  que  son  second 
membre  sera  susceptible  d'éire  intégré,  dans  tous  les  cas; 
elle  donnera  lieu  à  ce  qu'on  nomme  le  principe  des  forcer 
vives,  envisagé  dans  l'acception  la  plus  générale.  Nommant 
en  effet 

v'  la  vitesse  de  la  masse  quelconque  m  au  premier  instant, 
ou  pour  la  première  position  où  Ton  veut  considérer  le 
système  ; 

V  ce  que  devient  cette  vitesse,  pour  un  autre  instant,  ou  pour 
une  autre  position  donnée  de  ce  système; 

désignant  d'ailleurs  par  /     Qdq  la  quantité  de  travail  déve- 

loppée  par  la  Torce  quelconque  Q  dans  le  même  intervalle, 
travail  qui  peut  être  intermittent  et  prendre  des  valeurs  quel- 
conques, on  aura  la  nouvelle  équation 

\  C  Qdq  =  \  rmvdv  =  \l{mv^--mv''), 

qui  exprime  que  : 

Entre  deux  positions  quelconques  et  données  du  système, 
l'accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  de  différentes 
masses  est  égal  au  double  de  la  somme  des  quantités  de  travail 
positives  ou  négatives,  imprimées  dans  le  même  intervalle  par 
toutes  les  forces  distinctes  de  l'inertie  qui  ont  agi  sur  le 
système. 

H.   —    ApPLlCATIOlf" DO   PRINCIPE  BBS   FORCES   VIVB8   AU   MOUVEMENT 
DBS   MACHINES* 

Conditions  spéciales  que  présentent  les  machines. 

17.  Idée  de  la  constitution  physique  des  machines,  —  Pour 
appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail  ou  des 
forces  vives  à  la  théorie  des  machines  telles  qu'on  les  consl- 
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dère  dans  les  arts,  nons*  devons  remarquer  qu'elles  se  com- 
posent,  en  général,  d'une  suite  de  pièces  matérielles,  qui  se 
communiquent  le  mouvement  de  proche  en  proche,  depuis 
celle  qui  est  immédiatement  soumise  à  l'action  du  moteur,  et 
qu'on  nomme  le  récepteur,  jusqu'à  celle  qui  opère  immédia- 
tement le  travail  utile  et  qu'on  nomme  Voutil  ou  l'opérateur. 
Or  on  donne  toujours,  tant  à  ces  pièces  extrêmes  qu'à  celles 
qui  servent  d'intermédiaires,  et  qu'on  nomme  les  communia 
cateurs  du  mouvement,  un  degré  de  solidité,  de  rigidité  ou 
d'inextensibilité  sudisanl  pour  que,  sous  les  efforts  qu'elles 
ont  à  supporter,  elles  conservent  une  forme  sensiblement  in- 
variable et  transmettent  la  vitesse,  sans  perle  appréciable, 
d'une  extrémité  à  l'autre  de  la  machine,  c'est-à-dire  par  des 
lois  dépendant  uniquement  de  la  constitution  géométrique  du 
système. 

Cest  en  effet  dans  cette  supposition  qu'on  envisage  ordi- 
nairement la  théorie  des  machines,  afm  d'éviter  des  difficultés 
qui  seraient  souvent  insurmontables  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances  mécaniques,  si  l'on  voulait  tenir  compte  de 
toutes  les  réactions  moléculaires  et  intimes  qui  naissent  de  la 
compressibilité  des  corps,  même  les  plus  solides.  Mais  il  ne 
faut  pas  oublier,  pour  cela,  que  celte  compressibilité  existe, 
et  qu'elle  est  la  cause  de  certaines  pertes  de  travail,  de^cer- 
taines  résistances  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger  dans  le 
calcul  des  effets  des  machines  et  dont  on  apprécie  la  valeur 
d'une  manière  approximative,  soit  à  l'aide  de  l'expérience, 
soit  à  l'aide  du  calcul  et  du  raisonnement  (')• 


(  '  )  Cette  hypothèse  permet  d'étudier  d'une  manière  simple  les  circonstances 
principales  du  mouvement  d'ensemble  des  machines.  Il  faut  remarquer  toute- 
fois que  les  machines  industrielles  comprennent  le  plus  souvent  des  arbres  de 
grande  longueur,  des  courroies  et  d'autres  organes  qui,  sous  l'action  des  efforts 
variables  qu'ils  transmettent,  subissent  des  déformations  très-appréciables;  il 
faut  alors  tenir  compte  non-seulement  des  pertes  de  travail  qui  en  résultent, 
ainsi  que  cela  est  dit  dans  le  texte,  mais  encore  des  modifications  souvent  très- 
considérables  qu'éprouvent  les  mouvements  relatifs  des  pièces  du  système.  Une 
étude  spéciale  est  nécessaire,  dans  ces  cas,  pour  déterminer  les  vitesses  rela- 
tives des  divers  points  qui  ne  peuvent  plus  être  calculées  par  la  simple  considé- 
ration du  tracé  géométrique.  11  est  nécessaire  de  tenir  compte  de  cesdéforma- 

2. 
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18.  Pertes  de  travail  provenant  de  la  réaction  des  ressorts 
moléculaires.  —  Les  froiieménls,  l'adhérence,  la  roideur  des 
cordages  sont  des  résistances  qui  tiennent  à  des  causes  de 
celte  espèce  et  qui  sont  étrangères  au  travail  utile,  car  elles 
supposent  des  déplacements  moléculaires  dus,  les  uns  au 
mouvement  tangentiel  des  corps  soumis  à  des  pressions  nor- 
males, les  autres  à  leurs  flexions  plus  ou  moins  grandes  et 
continuellement  renouvelées  ;  ces  résistances  et  quelques 
autres,  telles  que  celle  des  milieux  dans  lesquels  les  corps  se 
meuvent,  accompagnent  d'une  manière  constante  te  mouve- 
ment des  machines,  et  il  arrive  rarement  qu'on  puisse  se 
dispenser  d'en  tenir  compte. 

Quant  aux  actions  moléculaires  qui  sont  mises  en  jeu  parle 
changement  de  forme  général  des  pièces  solides  qui  se  com- 
muniquent le  mouvement,  c'est-à-dire  par  la  flexion,  l'exten- 
sion, la  torsion,  etc.,  que  ces  pièces  éprouvent  sous  les  efforts 
dus  à  cette  réaction  réciproque,  l'expérience  démontre  qu'on 
peut  négliger  la  considération  de  leur  travail  toutes  les  fois 
que  l'état  de  compression  reste  sensiblement  le  même  pendant 
la  durée  entière  du  mouvement,  ou  qu'il  n'éprouve  que  des 
variations  très-faibles. 

Mais  lorsque  ces  variations  sont  fréquemment  répétées 
et  suivies  de  déformations  permanentes  des  corps,  lorsque 
surtout  elles  sont  dues  aux  forces  d'inertie,  aux  réactions 
de  toute  espèce  qui  se  développent  dans  les  changements 
brusques  du  mouvement,  par  suite  des  chocs  dus  à  la  ren- 
contre de  corps  animés  de  vitesses  contraires  ou  inégales,  il 
devient  indispensable  de  tenir  compte  des  pertes  de  travail 
qui  peuvent  résulter,  tant  de  ces  déformations  en  elles-mêmes 
que  des  mouvements  relatifs  imprimés  aux  molécules,  mou- 
vements étrangers  à  celui  par  lequel  s'opère  le  déplacement 


tioiis  dans  l'étude  d'un  (jrand  nombre  de  questions  pratiques  dont  l'hypothèse 
de  rinvariabilitéfles  organes  ne  peut  pas  donner  la  solution.  II  est  à  remarquer 
que,  même  dans  le  mouvement  uniforme,  le  rapport  des  vitesses  n'est  pas 
rigoureusement  celui  qui  résulterait  du  tracé,  dans  les  cas  fort  nombreux  au- 
jourd'hui où  l'on  se  sert  de  courroies  pour  transmettre  le  mouvement  {voir 
les  Notes  des  n^*  39,  41,  Section  1;  du  n»  15,  Section  111).  (K.) 
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général  des  corps  du  système  et  qui  s^éieigneot  rapidement, 
comme  on  sait,  par  leur  opposition  réciproque  et  par  leur  dis- 
sémination générale  dans  les  masses  environnantes. 

Nous  exposerons  plus  tard  les  principes  d'après  lesquels  on 
estime  approximativement  cette  perte  de  travail;  quant  à  pré* 
sent,  il  nous  suffit  de  remarquer  :  i^  que  la  durée  des  chocs, 
tels  qu'en  éprouvent  les  machines,  est  généralement  négli* 
geable  par  rapport  à  celle  du  temps  où  Ton  considère  le  mou- 
vement de  la  machine;^»  que,  les  pièces  qui  subissent  ce 
choc  étant  constituées  de  façon  que  les  altérations  de  forme 
qu'elles  éprouvent  sont  en  elles-mêmes  fort  petites,  le  sys- 
tème se  retrouve  après  le  choc  sensiblement  dans  les  mêmes 
conditions  de  liaisons  géométriques  qu'auparavant,  l'intensité 
delà  vitesse  absolue  de  chaque  point  étant  seule  changée; 
3*  qu'enfin  le  résultat  du  choc  a  été  simplement  une  perte  de 
force  vive  éprouvée  par  les  différents  corps  et  qui  est  me- 
surée par  la  différence  de  celle  que  le  système  possède  avant 
et  après  le  choc. 

Équations  générales  da  monTement  des  machines. 

19.  Établissement  des  équations  générales  d'après  le  prin- 
cipe des  forces  vives.  —  D'après  ces  diverses  considérations, 
on  voit  que  les  seules  forces  dont  il  soit  nécessaire  de  tenir 
compte  dans  la  pratique  sont  :  i"  les  forces  motrices  desti- 
nées à  produire  le  travail  utile  et  à  vaincre  toutes  les  résis- 
tances nuisibles  :  leurs  travaux  instantanés  ou  élémentaires 
peuvent  être  représentés  (10)  par  des  expressions  de  la  forme 
^àf^  qui  seront  essentiellement  positives;  2<»  les  résistances 
nuisibles  ou  passives  de  toute  nature  (18)  et  qui  agissent 
d'une  manière  continue  ou  intermittente,  pendant  la  durée 
entière  du  mouvement  :  leurs  quantités  de  travail  élémentaire 
négatives  pourront  être  représentées  par  des  expressions  de 
la  forme  —  Rc/r;  3"*  les  résisunces  utiles  qui  constituent  le 
travail  des  dernières  pièces  de  la  machine  et  jouent  le  même 
rôle  que  les  précédentes,  de  sorte  que  leurs  quantités  de  tra* 
vail  élémentaires  peuvent  être  représentées  par  des  termes  de 
la  forme  — Q.dqi  4^  les  poids  des  divers  éléments  matériels 
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du  système,  qui,  agissant  tantôt  dans  le  sens  du  mouvement, 
tantôt  dans  le  sens  contraire,  donnent  lieu  à  des  quantités  de 
travail  que  nous  représenterons,  en  conséquence,  par  des 
expressions  de  la  forme  dzpdh  ou  ±  mgdh,  m  étant  la  masse 
d'une  molécule  matérielle  quelconque,  wg ou/?  son  poids  (11) 
et  ±:dh  la  hauteur  dont  elle  s'abaisse  ou  s'élève  selon  la  ver- 
ticale et  dans  l'élément  du  ^emps  où  Ton  considère  le  mou- 

dv 
vement  de  la  machine;  5*»  enfln  la  force  d'inertie  —  ''^JT  (^3) 

des  diverses  molécules  dont  il  s'agit,  produisant  dans  le 
même  élément  du  temps  des  quantités  de  travail  représen- 
tées (i4)  par  —.mvdv  et  qui  s'ajoutent  à  celles  des  puissances 
ou  s'en  retranchent,  selon  que  la  vitesse  de  chaque  molécule 
décroît  ou  augmente,  c'est-à-dire  selon  que  le  produit  crfc/ est 
négatif  ou  positif. 

Ainsi  on  aura,  en  conservant  du  reste  les  notations  et  con- 
ventions des  n'»  15  et  16 

Imi^di^  =  2Frf/-  2Rrfr -  IQdqdblmgdh 

pour  chaque  élément  du  temps,  et 

lnn^''-lmv''=:ilfFdf-^2lfRdr--2lfQdq±22fmgdk, 

entre  deux  instants  quelconques  dont  le  premier  correspond 
à  la  vitesse  /,  antérieurement  acquise  par. la  molécule  m,  et 
dont  le  dernier  correspond  à  la  vitesse  v  qu'elle  a  reçue  sous 
rinfluence  des  forces  proposées. 

20.  Termes  relatifs  au  poids  des  pièces  en  mouvement.  — 
Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que  les  termes 
Imgdh,  Ifmgdh  peuvent  être  mis  sous  une  forme  plus 
simple  en  les  supposant  intégrés,  soit  piour  toute  l'étendue 
de  la  machine,  soit  pour  Tintervalle  de  temps  qui  répond  aux 
vitesses  v  et  v*  de  la  masse  m;  nommant  en  effet  h  la  hauteur 
dont  s'est  élevée,  dans  cet  intervalle,  la  masse  élémentaire 
dont  il  s'agit;  M  et  P  la  somme  des  masses  et  des  poids  de 
toutes  les  parties  matérielles  qui  constituent  le  système,  c'est- 
à-dire  la  masse  et  le  poids  total  des  pièces  mobiles  de  la  ma- 
chine; enfin  H  la  hauteur  dont  s'est  élevé,  toujours  dans  cet 
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intervalle  de  temps  considéré,  leur  centre  de  gravité  général, 
on  aura  évidemment,  par  la  théorie  du  centre  des  forces  pa- 
rallèles, 

lmgh  =  Mgïl  =  PE, 

lmgdh  =  Vdll, 
Ifmgdh  =  Imgh  =  PH, 

relations  qui  n'auront  lieu  qu'autant  que  le  poids  P  restera  le 
même  à  chaque  instant,  ou  qu'aucune  des  masses  m  ne  quit** 
tera  le  système  pendant  l'intervalle  auquel  s'appliquent  les 
sommations  et  intégrations.  Généralement  nous  supposons 
qu'on  n'applique  le  principe  des  forces  vives  aux  machines 
que  pour  chacun  des  intervalles  où  les  conditions  restent  les 
mêmes,  ou  plutôt  que,  si  ces  conditions  sont  susceptibles  de 
changer,  soit  dans  chaque  élément  du  temps,  soit  à  des  in* 
stants  déterminés,  on  y  ail  égard  lors  de  l'intégration  des  dif* 
férentes  quantités  de  travail,  ce  qui  est  bien  évident  a  priori^ 
d'après  la  manière  dont  nous  envisageons  (16)  le  principe  des 
forces  vives,  mais  ce  qui  demande  quelque  attention  dans  les 
applications  de  ce  principe  aux  divers  cas. 

21.  Forme  abrégée  des  équations  du  mouvement.  —  En 
supposant  la  seconde  des  équations  (19)  intégrée  de  la  même 
manière,  par  rapport  à  chacun  des  termes  dont  elle  se  com- 
pose, nous  pourrons,  dans  la  vue  de  simplifier  les  énoncés, 
l'écrire  ainsi  sous  une  forme  abrégée, 

;nv2— mi/»=2(F/-Rr~Qî±PH); 

mais  il  ne  faudra  pas  oublier  la  manière  dont  elle  a  été  obte- 
nue, ni  la  signification  véritable  de  chacun  de  ses  termes. 

Nous  représenterons  de  même  son  équation  différentielle, 
qui  a  lieu  à  chaque  instant  du  mouvement  (9),  par 

mi^dv  ==  Frf/-  Rrfr  -  Qrfj  ±  Prf H. 

Ces  notations  reviennent  simplement  à  supposer  que  les 
forces  variables  qui  agissent  sur  «le  système  ont  été  rem- 
placées par  les  valeurs  moyennes  (9)  qui  leur  correspondent 
entre  les  deux  instants  où  l'on  considère  le  système. 
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DiBcasûon  des  équations  générales. 

22.  Influence  de  la  gravité  sur  Veffei  utile.  —  Les  équa- 
tions que  nous  venons.de  poser  et  de  définir  contiennent  im- 
plicitement toute  la  théorie  des  machines  en  mouvement; 
mais,  pour  en  bien  saisir  l'esprit^  il  est  nécessaire  d'examiner 
à  part  la  signification  de  chacun  de  leurs  termes  et  son  in- 
fluence âur  lés  effets  généraux  de  la  machine,  et  principale- 
'  ment  sur  l'effet  utile  Qg,  qu'il  s'agit  évidemment  de  rendre 
le  plus  grand  possible,  eu  égard  à  la  quantité  d'action  F/ dé- 
veloppée par  le  moteur. 

Pour  cela,  résolvons  la  première  de  ces  équaiions  par  rap- 
port à  Qg,  nous  aurons 

Considérons  d'abord  le  terme  PH  qui  concerne  les  poids  des 
pièces  matérielles  de  la  machine';  on  volt  qu'il  disparaîtra  dé 
l'équation  toutes  les  fois  que  le  centre  de  gravité  de  tout  te 
système  restera  constamment  à  la  n^ême  hauteur,  car  H  sera 
alors  égal  à  zéro;  autrement  il  ne  disparaîtra  de  l'équation  que 
les  parties  de  ce  terme  relatives  à  des  poids  dont  le  centre  de 
gravité  ne  monte  ni  ne  descend,  comme  cela  a  lieu,  par 
exemple,  pour  les  diverses  ro«^5  centrées  ou  dont  l'axe  passe 
par  le  centre  de  gravité,  pour  les  courroies  et  chaînes  sans  fin, 
pour  les  chariots  ou  pièces  qui  glissent  sur  des  plans  horizon- 
taux, etc.  Daejsi.tous  ces  cas,  il  ne  faudra  pas  oublier  que,  si 
le  poids  de  ces  pièces  disparaît  de  l'équation  ci-dessus,  il  n'en 
est  pas  moins  nécessaire  de  tenir  compte  des  résistances  de 
toute  espèce  qui  en  résultent  et  dont  l'influence  se  fait  sentir 
dans  les  termes  relatifs  aux  frottements  et  aux  forces  vives  du 
système. 

Mettant  d'ailleurs  de  côté  le  cas  où  l'un  des  corps  de  la  ma- 
chine s'élèverait  ou  descendrait  constamment  pendant  la  durée 
du  mouvement,  puisque  son  poids  p  (19)  ferait  partie  de  la 
résistan^ce  utile  Q,  ou  de  la  force  motrice  F,  il  restera  à  exa- 
miner celui  où  il  baisserait  et  monterait  alternativement, 
comme  cela  aurait  lieu  pour  une  roue  non  centrée  ou  qui  ne 
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tournerait  pas  rond^  pour  une  scie  vertieale  qui  recevrait  le 
mouvement  d'une  manivelle,  etc.  ;  alors,  s'il  ne  quitte  jamais 
la  machine,  son  poids  ne  produira  d'autre  effet  que  d'aug* 
menier  ou  de  diminuer  périodiquement  et  de  quantités  égales 
la  somme  des  quantités  d'action  imprimées  par  les  autres 
forces,  c'est*à-Klire  de  manière  que  cette  somme  et  l'effet  utile 
Qq  ne  seront  nullement  altérés  entre  deux  instants  où  sa  po- 
sition sera  redevenue  la  même,  attendu  qu'on  aura  entre  ces 
instants  fpdh  =s  o  ;  mats  si  le  poids  des  pièces  à  mouvement 
aheoiatir  n'exercé  directement  aucune  influence  nuisible  sur 
l'effet  utile,  il  n'en  fait  pas  moins  naître  des  résistances  en 
chargeant  les  points  d'appui  et  en  altérant,  comme  on  le  verra 
plus  tard,  la  vitesse  et  la  force  vive  du  système  relatives  a 
chaque  instant* 

23.  Influence  des  résistances  passives  et  des  chocs.  —  II  n'y 
a  rien  de  semblable  à  dire  sur  le  terme  Hr,  qui  contient  les 
quantités  de  travail  dues  aux  resistancespassives.de  toute 
espèce;  car  elles  tendent  constamment  (19)  à  détruire  une 
certaine  portion  du  travail  moteur  F/.  C'est  pourquoi  l'on 
aura,  dans  chaque  cas»  à  examiner  les  moyens  de  diminuer  le 
plus  qu'il  est  possible  leur  influence,  en  recherchant  la  forme, 
la  vitesse  et  la  disposition  qu'il  convient  de  donner  aux  parties 
qui  y  sont  soumises»  pour  rendre  le  produit  Rr  un  minimum. 

D'ailleurs,  il  est  essentiel  de /distinguer  (18)  les  résistances 
passives  qui  agissent  d'une  manière  continue  pendant  la  durée 
du  mouvement,  telles  que  les  résistainces  du  milieu,  lé  frotte- 
ment, etc.,  de.  celles  qui  ne  se  reproduisent  que  par  inter* 
valles  et  dans  des  instants  excessivement  courts,  telles  que 
celles  que  développent  les  chocs  ou  changements  brusques 
quelconques  de  la  vitesse  des  corps  du  système;  les  premières 
opérant  à  la  manière  de  la  pesanteur  ou  des  forces  motrices 
quelconques,  on  conçoit  très-bien  comment  on  peut  évaluer 
leurs  quantités  de  travail,  dans  tous  les  cas  où  la  loi  de  leur 
intensité  est  connue  (10).  Quant  aux  autres,  il  farut  supposer 
que,  pendant  le  temps  très-court  où  les  corps  réagissent  et  se 
compriment,  les  forces  moléculaires  sont  miseîs  en  jeu,  de 
manière  à  développer,  en  sens  contraire  du  mouvementy  des 
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quantités  de  travail  qui  sont  numériquement  (18)  la  moiilé  de 
la  somme  des  forces  vives  détruites  pendant  Pacte  'du  choc, 
somme  qui  est  toujours  comparable,  comme  nous  le  verrons 
par  la  suite,  à  la  force  vive  totale  du  système,  même  quand 
les  corps  qui  y  entrent  seraient  ce  qu'on  nomme  parfaitement 
élastiques,  c'est-à-dire  tels  qu'ils  reprissertt  exactement  après 
le  choc  la  forme  qu'ils  possédaient  auparavant. 

24'.  Inconvénients  des  chocs;  moyens  de  les  éviter.  —  On 
remarquera  au  surplus  que,  si  le  choc  est  destiné  à  produire 
un  effet  utile,  comme  lorsqu'il  s'agit  de  comprimer,  d'écraser 
un  corps  sous  l'action  d'un  pilon  ou  d'un  marteau,  une  partie 
de  la  force  vive  perdue  par  les  pièces  de  la  machine  doit  être 
censée  appartenir  au  terme  Qg  :  c'est  celle  qui  est  stricte* 
ment  nécessaire  pour  produire  le  changement  de  forme  qui  a 
lieu  dans  la  matière  à  comprimer  ou  à  diviser.  On  conçoit 
même  que  la  majeure  partie  de  la  force  vive  du  pilon  serait 
utilement  employée,  si  ce  dernier  était  parfaitement  roide  et 
élastique,  si  sa  forme  et.  sa  constitution  physique  ne  s'alté- 
raient pas  dans  un  même  choc  oa  par  la  répétition  des  chocs, 
et  si,  enfin,  il  ne  conservait  après  le  choc,  ainsi  que  la  maUère 
qui  y  est  soumise,  aucune  vitesse  relative  et  étrangères  l'effet 
utile;  mais,  comme  il  en  esttoutautrement,commele  mouve- 
ment est  toujours  accompagné  de  résistances  passives,  on  voit 
qu'il  y  a  nécessairement  une  portion  notable  de  la  force  vive 
imprimée  au  pilon,  ou  du  travail  que  suppose  cette  force  vive, 
qui  est  consommée  en  pure  perte.  Voilà  pourquoi  aussi,  et 
indépendamment  des  autres  raisons  à  alléguer,  il  vaut  mieux 
produire  les  effets  ci-dessus  par  de  simples  pressions,  ainsi 
qu'il  arrive  dans  les  machines  à  cylindres,  à  meules,  etc.,  que 
les  bons  constructeurs  substituent,  avec  raison,  aux  pilons  et 
aux  marteaux. 

*  Si  donc  il  est  utile  d'éviter  les  chocs  dans  le  cas  actuel,  à 
plus  forte  raison  en  est-il  ainsi  quand  ce  choc  n'est  pas  indis- 
pensable à  l'effet  qu'on  veut  produire.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  lorsque  des  pièces  se  quittent  et  se  reprennent 
brusquement  avec  des  vitesses  finies,  soit  qu'elles  abandon- 
nent entièrement  la  machine,  soit  que,  servant  à  communiquer 
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le  mouvement,  elles  offrent  beaucoup  de  jeu  dans  leurs  arti- 
culations et  éprouvent  des  changements  de  vitesse  en  inten- 
sité et  en  direction,  telles  que  les  pièces  à  mouvement  alter- 
natif, etc.  On  évite  en  partie  ces  effets  en  diminuant  ce  jeu  le 
plus  qu'il  est  possible  et  en  employant,  pour  transformer  le 
mouvement  continu  en  mouvement  alternatif,  des  ressorts, 
ou,  ce  qui  vaut  mieux,  des  manivelles,  des  excentriques  qui 
éteignent  et  restituent  graduellement  la  vitesse  au  commen- 
cement et  è  la  fin  de  chaque  oscillation;  enfin  en  disposant 
les  parties  qui  transmettent  le  travail  par  leur  contact  et  en 
général  toutes  les  pièces  de  la  machine,  de  façon  qu'elles 
soient  rigoureusement  assujetties  dans  leur  tracé  et  leur  mou- 
vement à  la  loi  de  continuité. 

L'effet  des  changements  brusques  quelconques  est,  d'ail- 
leurs, de  faire  éprouver  aux  machines  des  secousses  qui  dé- 
tériorent leur  constitution  en  fatiguant  les  assemblages,  en . 
désunissant  les  parties  et  augmentant  le  jeu,  ce  qui  a  pour 
résultat  inévitable  une  augmentation  progressive  des  pertes  de 
travail.  On  peut  en  dire  autant  des  fortes  pressions  en  général, 
lorsqu'elles  éprouvent  des  alternatives  fréquentes  et  longtemps 
répétées  en  direction  et  en  intensité. 

25.  Influence  de  la  forme  et  de  la  vitesse  du  récepteur.  — 
Passons  maintenant  à  ce  qui  concerne  le  terme  F/,  relatif  aux 
quantités  de  travail  développées  par  les  forces  motrices,  et  re- 
marquons que  les  moteurs  peuvent  èire  primitifs,  tels  que  la 
gravité  et  le  calorique,  ou  secondaires,  tels  que  les  aniir.aux, 
le  vent,  les  cours  d'eau  et  la  vapeur.  Il  ne  peut  être  ici  ques- 
tion du  mode  d'agir  des  uns  et  des  autres;  tout  ce  qu'il  im- 
porte de  remarquer,  c'est  que  la  pression  F,  exercée  par  le 
moteur  secondaire  sur  le  récepteur,  est,  en  général,  suscep- 
tible de  varier  avec  la  vitesse  propre  v  de  cette  pièce,  de  telle 
sorte  que,  étant  nulle  pour  une  vitesse  de  son  point  d'applica- 
tion égale  à  la  plus  grande  vitesse  V  que  puisse  prendre  libre- 
ment le  moteur,  elle  est,  au  contraire,  la  plus  grande  possible 
quand  le  récepteur  est  immobile  ou  que  v  =  o. 

La  quantité  d'action  F/,  communiquée  par  le  moteur  à  la 
machine,  étant  ainsi  nulle  pour  les  cas  extrêmes  dont  il  s'agit, 
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on  voit  qu*il  y  aura  une  valeur  de  c,  comprise  entre  o  et  V, 
qui  rendra  le  produit  F/ un  maximum  (*);  cela  paraîtra  évident, 
si  Ton  considère  la  manière  d'agir  de  quelques-uns  des  mo- 
teurs secondaires,  tels  que  les  animaux  et  l'eau.  D'ailleurs,  il 
y  aura,  dans  chaque  cas  particulier,  d'autres  conditions  à  rem- 
plir pour  rendre  F/  le  plus  grand  possible  :  il  faudra  notam- 
ment éviter  les  chocs  et  toute  décomposition  de  la  force  et  de 
la  vitesse  du  moteur  qui  serait  nuisible  à  l'eiTet,  ou  ferait 
croître  inutilement  la  pression  sur  les  appuis  et  les  résistances 
passives,  etc.  ;  mais  il  est  impossible  de  donner  des  préceptes 
généraux  à  cet  égard,  et  ce  ne  serait  pas  le  lieu  d'entrer  dans 
des  détails. 

26.  Influence  de  la  forme  et  de  la  vitesse  de  l* outil.  —  In^ 
fluence  de  V inertie  des  masses.—-  11  nous  reste  à  dire  un  mot 
des  termes  de  notre  équation  (22)  qui  concernent  Tineriie  ou 
les  forces  vives  de  la  machine;  car  il  est  assez  évident  qu'on 
peut  répéter  à  l'égard  de  l'effet  utile  Qg  ce  qu'on  a  dit  des  ré- 
sistances passives  en  général  :  ainsi  l'on  aura  à  examiner  la 
vitesse,  la  forme,  etc.,  qui  conviennent  à  Voutil  ou  opérateur, 
pour  qu'à  dépense  égale  de  travail  il  produise  le  maximum 
d'ouvrage  d'une  espèce  déterminée;  l'expérience  a,  en  effet, 
appris  que  chaque  outil  offre  une  vitesse  qui  est  la  plus  avan- 
tageuse possible,  et  dont  on  ne.  saurait  s'écarter  sans  inconvé- 
nients, soit  pour  la  qualité,  soit  pour  la  quantité  des  produits. 

Passant  donc  aux  termes  qui  contiennent  les  forces  vives 
mv^  et  mv'^y  possédées  par  les  différentes  pièces  de  la  machine. 


(*)  Plusieurs  auteurs  ont  reproduit  ce  raisonnementi  dans  le  but  de  démon- 
trer que,  pour  tout  moteur,  il  existe  une  Titesse  du  récepteur  qui  donne  Heu 
au  meilleur  rendement;  nous  croyons  devoir  faire  remarquer  que  le  raisonne- 
ment du  texte  ne  s'applique  pas  à  la  question  ainsi  posée;  il  répond  à  la  dé- 
termination de  la  vitesse  qui  conduit  au  maximum  de  travail  dans  Tunité  de 
temps,  vitesse  qui,  généralement,  n*est  pas  celle  qui  se  rapporte  au  meilleur 
rendement.  Quant  à  la  vitesse  à  laquelle  il  convient  de  (aire  fonctionner  les 
machines  industrielles,  et  que  Ton  nomme  vitesse  de  règle  ou  'vitesse  normale, 
elle  ne  correspond,  le  plus  souvent,  ni  au  meilleur  rendement,  ni  au  maximum 
de  travail  par  unité  de  temps.  Des  considérations  d*un  autre  genre  doivent 
encore  intervenir  pour  déterminer  cette  vitesse,  dans  chaque  cas  (i>oir  la  Note 
du  n«  42).  (K.) 
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à  la  fin  el  au  commeDcement  de  l'intervalle  de  temps  pendant 
lequel  on  considère  son  mouvement,  on  remarquera  que  l'un 
tend  à  augmenter  et  l'autre  à  diminuer  Teffet  Qq  ;  mais,  comme 
les  machines  partent  nécessairement  du  repos  et  qu'elles 
n'acquièrent  de  vitesse  que  celle  que  leur  communique  le 
moteur,  on  voit  que  la  quantité  de  travail  mesurée  par  la  force 

vive  en  suppose  une  autre  primitivement  dépensée  par 

ce  moteur  et  qui  lui  est  toujours  supérieure,  à  cause  de  résis- 
tances nuisibles  inhérentes  à  la  constitution  de  la  machine. 

Quant  a  la  force  vive  — >  qui  se  présente  comme  une  perle 

véritable  de  travail,  on  pourra  l'utiliser  en  partie  vers  la  fin  du 
mouvement  de  la  machine  en  laissant  agir  celle-ci  seule  et  en 
vertu  de  sa  seule  inertie,  contre  les  résistances  que  présente 
la  matière  à  confectionner;  ce  que,  d'ailleurs,  ne  permet  pas 
toujours  la  matière  du  travail  et  le  genre  de  l'outil;  mais  comme, 
dans  tous  les  cas,  les  résistances  passives  en  absorberont  une 
portion  notable,  on  voit  qu'il  y  a,  de  toute  manière,  de  l'in- 
convénient à  laisser  acquérir  une  certaine  force  vive  aux  dif- 
férentes pièces,  indépendamment  ^e  ce  que  l'influence  des 
chocs  et  des  résistances  nuisibles  croit  avec  i'augmentation 
des  masses  et  de  la  vitesse.  Néanmoins,  si  le  mouvement  de 
la  machine  doit  être  longtemps  continué,  la  perte  de  travail, 

représentée  par  — j  devient  négligeable  par  rapport  à  l'effet 

utile  total,  et  son  influence  est  nulle  comparativement  à  celle 
qu'elle  exercerait  dans  le  cas  où  le  mouvement  de  la  machine 
serait  interrompu  par  de  fcéquents  repos. 

On  voit  aussi  que,  si  l'effet  utile  consiste  à  élever  ou  mou- 
voir des  corps  dans  une  direction  quelconque,  il  y  a  toujours 
une  certaine  perte  de  force  vive  ou  de  travail,  lorsque  ces 
corps  quittent  la  machine  avec  une  vitesse  acquise;  cette  vi- 
tesse doit  être  nulle  ou  la  moindre  possible. 

Quant  aux  pièces  à  mouvement  alternatif,  dont  la  vitesse 
s'éteint  à  la  fin  et  au  commencement  de  chaque  oscillation, 
on  voit  aisément  que,  si  cette  vitesse  varie  par  degrés  insen- 
sibles, leur  force  vive  n'aura  d'autre  effet  que  de  diminuer  et 
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d'augmenter  périodiquement  celle  de  la  machine,  de  façon 
qu'elle  redeviendra  la  mêhne  à  la  fin  et  au  commencement  de 
chaque  oscillation,  et  qu'il  n'y  aura,  sous  ce  rapport,  aucune 
perte  de  quantité  de  travail. 


IIL  —    ClRGOMSTANCBS    PRINCIPALES    DU    MOUVEMENT  DBS    MACHINES. 

Lois  générales  dn  monyement. 

27.  Nature  particulière  du  mouvement  des  machines.  — 
Après  avoir  examiné  à  part  Tinfluence  des  différents  termes 
de  l'équation  des  forces  vives  (22)  sur  l'effet  utile,  nous  allons 
maintenant  en  déduire  les  lois  mêmes  du  mouvement  des 
machines. 

Les  machines  sont  en  effet  assujetties  à  exécuter  des  pé- 
riodes de  mouvement  qu'on  nomme  tours^  révolutions,  et  au 
bout  desquelles  la  position  des  différentes  masses  redevient 
la  même  qu'auparavant;  or,  toutes  les  pièces  étant  solidaires, 
la  vitesse  se  communique  de  proche  en  proche,  par  des  lois 
purement  géométriques,  de  façon  que  celle  des  divers  points 
peut  s'exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  de  l'un  quelconque 
d'entre  eux  et  de  la  variable  qui  Oxe  sa  position  à  chaque  in- 
stant. L'équation  des  forces  vives  donnerait  donc  cette  vitesse 
à  un  instant  quelconque,  si  Ton  connaissait,  pour  cet  instant, 
les  quantités  d'action  totale  imprimées  au  système  par  les  dif- 
férentes forces,  et,  sous  ce  point  de  vue,  elle  contient  impli- 
citement les  lois  du  mouvement  de  toutes  les  machines. 

Si  l'on  suppose  que  le  système  soit  parti  du  repos,  on  fera 
/=  G  dans  réqualion  . 

lmv^^lmv''=  :klf¥df—  al/Rrfr-  2lfQdq  ±  2PH, 

et  elle  donnera  la  valeur  de  la  vitesse  (^  de  la  masse  quel- 
conque m,  puisque,  d'après  la  nature  des  machines,  les  vi- 
tesses des  diverses  autres  masses  ont  avec  v  des  rapports 
donnés  et  dépendant  seulement  des  grandeurs  qui  Gxent  la 
forme  et  la  position  des  différentes  parties  du  système  à  chaque 
Instant. 
Si  l'on  veut  seulement  considérer  ce  qui  se  passe  dans  l'in- 
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tervalle  de  temps  infiniment  petit  cf/,  pendant  lequel  raccrois- 
sèment  de  vitesse  de  m  est  dv,  correspondant  aux  espaces 
élémentaires  df,  dr^  dq,  on  aura^  en  différentiant  l'équation 
ci-dessus,  par  rapport  au  temps, 

lmvdi^=lFdf-l^dr'^lQdq±VdE, 

équation  qui  servira  à  faire  connaître  l'accroissement  de  vi- 
tesse reçue  à  chaque  instant  par  l'un  quelconque  des  points 
de  la  machine  et  par  suite  la  loi  du  mouvement. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que,  si  l'on  nomme  e 
le  chemin  total  décrit  par  la  molécule  m  à  l'instant  où  sa  vi- 
tesse est  »,  de  sorte  que  udt  =  de,  puis  que  l'on  représente 
par  ff{e)  en  général  la  fonction  purement  géométrique  qui  ex* 
prime  le  rapport  de  la  vitesse  v  d'un  élément  de  masse  quel- 
conque de  la  machine  à  la  vitesse  u  au  même  instant,  on 
pourra  remplacer  les  quantités  2mc%  2m/%  par  leurs  équi- 
valentes 

dans  les  équations  précédentes,  qui  deviendront  ainsi,  en  re- 
présentant par  fe  et  /r',  pour  abréger,  les  valeurs  de  2m<p(e;  , 

a 

InK^ie')   relatives  aux  deux  positions  distinctes  considérées, 

ku''  —  k'u''  =  ilS¥df^  22/Rrf^~  22/Qrfj±  PH, 
kudu  +  {W'dk  ==  IFdf-lRdr  -  IQdq  ±  ?dh, 

et  comme  df,  dr  et  dq  ont  aussi  avec  de  des  rapports  qui  sont 
purement  fonctions  de  e  et  des  constantes  qui  fixent  la  gran- 
deur et  la  position  relative  des  parties  matérielles  du  système, 
qu'enfin  F,  R  et  Q  sont  censées  constantes  ou  variables,  sui- 
vant des  lois  qui  sont  données  a  priori,  en  fonction  du  temps, 
ou  des  variables/,  r  et  g,  c'est-à-dire  de  e,  on  voit  que  la  der- 
nière de  ces  équations  donnera,  par  les  méthodes  connues,  la 
loi  effective  du  mouvement,  de  sorte  qu'étant  réunie  avec  la 
précédente  elle  doit  contenir  implicitement  toutes  les  pro- 
priétés essentielles  des  machines  telles  que  nous  les  envisa- 
geons ici. 
Hais,  pour  quMI  en  puisse  être  ainsi,  il  faut  supposer  que 
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Ton  tienne  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  surviennent 
pendant  le  travail  des  forces,  et  notamment  de  celles  qui 
peuvent  momentanément  suspendre  ou  modifier  leur  action 
et  le  mouvement  des  différentes  parties  matérielles,  comme  il 
arrive,  par  exemple,  dans  le  jeu  des  pilons  ou  des  marteaux, 
où  certaines  masses  quittent  et  reprennent  alternativement  la 
machine  :  les  intégrales  doivent  alors  évidemment  se  prendre 
dans  les  intervalles  distincts  à  considérer.  . 

28.  Du  mouvement  à  partir  du  repos*  —  A  l'instant  où  une 
machine  sort  di|  repos,  le  travail  élémentaire  F 4/*  du  moteur 
surpasse  nécessairement  celui  de  toutes  les  résistances  réu- 
nies^ c'est-à-dire  que  Fdf—  Rrfr— . . .>,o.  Cela  arrive  ordi- 
nairement, ou  parce  que  la  résistance  utile  Q  a  sa  valeur  mi- 
nimum, ou  parce  que  la  pression  motrice  F  a  le  maximum  de 
la  sienne  (25).  La  force  vive  augmente  ainsi  à  chaque  instant 
d'une  quantité  d(mv^)  =  imi^dvy  égale  au  double  des  quan- 
tités d'action  élémentaires  imprimées  par  les  puissances. 

L'accroissement  de  la  force  vive  continuera  tant  que  le  mo- 
ment F(//*ou  le  travail  élémentaire  du  moteur  l'emportera  sur 
celui  Rrfr-i-  Qrfg...  des  diverses  résistances  {');  mais  il  faut 
admettre,  conformément  à  l'expérience  et  à  la  nature  des  ma- 
chines industrielles,  que  ta  force  vive  ne  croîtra  pas  indéfini- 
ment, du  moins  d'une  manière  appréciable,  et  atteindra  plus 
ou  moins  rapidement  une  limite  ou  maximum  pour  laquelle 
on  aura 

i d[mv^)  =  Ydf—  R(/r  —  Qrfy  ±  ?dh  =  o. 


(*)  Période  de  mise  en  marche  des  machines. —  Il  est  bien  rare,  dans  la  pra- 
tique, que  le  travail  élémentaire  moteur  puisse  rester  supérieur  an  travail 
élémentaire  résistant  pendant  tout  le.  temps  nécessaire  à  la  mise  en  marche  dû 
système;  mais  il  résulte  des  dispositions  des  machines  industrielles,  du  mode 
d'action  du  moteur  sur  le  récepteur,  qu'il  existe  des  périodes  de  mous^ment 
telles  que  le  travail  moteur  total  correspondant  à  chacune  d'elles  puisse  être 
maintenu  supérieur,  égal  ou  inférieur  au  travail  résistant,  quelle  que  soit  d'ail- 
leurs la  loi  de  variation  des  travaux  élémentaires.  Ce  résultat  est  obtenu  à  l'aide 
de  dispositifs  particuliers  tels,  que  les  distributeurs  et  les  régulateurs ,  dont  il  est 
question  plus  loin  (n^  43).  Pour  que  la  machine  sorte  du  repos  et  prenne  des 
forces  vives  de  plus  en  plus  grandes,  au  bout  des  évolutions  successives,  il  faut 
que  le  travail  moteur  soit  plus  grand  que  le  travail  résistant  pour  l'ensemble  de 
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ce  qui  exprime,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 

qu'iV/  a,  au  même  instant^  équilibre  entre  les  forces  mo^ 

triées  et  les  résistances  y  abstraction  faite  des  forces  d*  inertie 

dv 
—  m  -7T  (li)  des  diverses  masses ^  dont  la  somme  des  moments 

virtuels  est  naturellement  égale  à  zéro. 

En  effet,  si  la  force  vive  croissait  sans  cesse  et  d'une  ma- 
nière sensible  à  chaque  révolution  de  la  machine,  il  en  résul- 
teraitque  la  vitesse  d'une  pièce  quelconque,  par  exemple  celle 
du. point  d'application  du  moteur,  croîtrait  également  et  at- 
teindrait bientôt  un  terme  pour  lequel  ce  moteur  ne  serait 
plus  capable  (25)  d'aucun  effort,  circonstance  qui  n'a  pas  lieu 
pour  les  résistances,  puisqu'il  arrive  souvent  qu'elles  croissent 
avec  la  vitesse. 

La  force  vive  et  la  quantité  de  travail  communiquée  ayant 
donc  atteint  leur  maximum,  il  pourra  arriver  ou  qu'elles 
restent  constantes,  ou  qu'elles  décroissent  pendant  un  certain 
temps  pour  recroître  ensuite,  et  ainsi  alternativement,  puisque 
le  mouvement  n'est  pas  censé  s'éteindre. 

29.  Conditions  du  mouvement  uniforme,  —  Considérons 
d'abord  le  premier  cas,  qui  est  le  plus  simple;  l'accroissement 
élémentaire  ^mvdv  de  la  force  vive  étant  nul,  ainsi  que  la 
somme  Fdf^Qdq...  des  quantités  de  travail  élémentaires 
imprimées,  il  y  aura  à  cnaque  instant  équilibre  pour  toutes 
les  positions  de  la  machine  et  abstraction  faite  des  forces 
d'inertie;  la   vitesse  redeviendra  par  conséquent  la  même 


chaque  période.  Cette  condition  est  suffisante;  en  d'autres  termes,  si  le  travail 
moteur  qui  correspond  à  une  période  est  supérieur  au  travail  résistant  à 
vaincre  pendant  la  même  période,  il  existe  au  moins  une  position  de  départ  de 
la  machine,  à  partir  de  laquelle  le  mouvement  commencera  et  continuer  a,  quelles 
que  soient  d*ailleurs  les  variations  ou  les  intermittences  des  travaux  à  chaque 
instant.  Ce  théorème  se  démontre  aisément  par  la  considération  des  aires  de  la 
courbe  du  travail;  nous  l'indiquons  ici  parce  qu'il  est  d'une  certaine  impor- 
tance dans  l'étude  du  mouTement  des  machines;  il  fait  reconnaître  nettement 
les  erreurs  souvent  commises  au  sujet  du  rôle  des  volants,  notamment  quand 
on  veut  en  démontrer  la  nécessité  pour  entretenir  un  mouvement  périodique, 
pour  franchir  les  points  morts,  môme  dans  les  cas  où  le  travail  moteur,  par 
tour,  est  égal  ou  supérieur  au  travail  résistant.  (K.) 
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pour  les  mâmes  positions,  et,  puisqu'on  aura,  entre  deux 
instants  quelconques, 

mv^  —  mv''  =  2  (  F/—  Qq  —  Rr)±  PII  =  o, 

rinerlie  n'exercera  plus  aucune  influence  directe  sur  la  trans- 
mission du  travail. 

Le  cas  le  plus  général  et  à  la  fois  le  plus  ordinaire  où  ces 
circonstances  peuvent  se  présenter  est  celui  où  les  différentes 
masses  du  système  posséderaient  séparément  des  vitesses 
constantes  ou  uniformes,  car  on  ne  conçoit  pas,  a  priori, 
comment  ces  vitesses  pourraient  varier  de  façon  que  Taccrois- 
sementdes  forces  vives  de  certaines  pièces  fût  constamment 
égal  au  décroissement  de  celles  de  toutes  les  autres,  ce  qui  est 
nécessaire  pour  que  la  somme  des  forces  vives  reste  con- 
stante. De  plus,  il  est  évident  que  les  vitesses  effectives 

(le    (fé^'    de" 
^'>  f',  /',•••  ou  (13  et  14)  -T-^  -jji  "-jT-y"  des  différentes 

masses  ne  peuvent  rester  constantes  si  les  vitesses  virtuelles 
de,  rfft',  de'',, . .,  qui  dépendent  uniquement  de  la  nature  géo- 
métrique des  liaisons  du  système,  ne  sont  elles-mêmes  dans 
des  rapports  invariables,  pour  toutes  les  positions  qu'il  peut 
prendre  (  •  ). 

Cette  condition  exclut,  comme  on  voit,  tout  à  fait  les  pièces 
à  mouvement  alternatif,  puisque  ^eurs  vitesses  effectives  et 
leurs  vitesses  géométriques  ou  virtuelles  ne  pourraient  être 
en  rapport  constant  avec  celles  des  autres;  mais  elle  ne  suffît 
pas  pour  assurer  l'uniformité  du  mouvement  de  la  machine,  il 
faut  encore  qu'on  ait,  a  chaque  instant, 

Ydf^  Qdg  -  lU/rr!r  PrfH  =  o , 


('  )  Soient  K,  K%...  ces  rapports  constants,  de  sorte  qu'on  ail 

on  aura  donc  aussi,  entre  deux  positions  quelconques  du  système, 

c'e:>l-à-dire  que  les  espaces  entiers  décrits  entre  ces  positions  par  les  diflerents 
points  seront  également  dans  les  mêmes  rapports. 
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OU  qu'il  y  ait  équilibre,  abstraction  faite  toujours  des  forces 
d*inertte,  nouvelle  condition  qui  ne  pourra  être  remplie  d'une 
manière  générale  si  la  puissance  et  les  résistances  agissent 
par  intervalle  d'une  manière  disconlinue,  ou  varient  en  in- 
tensité ou  en  direction,  par  des  lois  quelconques  et  indépen- 
dantes, dans  les  diverses  positions  de  la  machine.  Or,  en 
supposant  même  les  forces  F,  R  et  Q  constantes  avec  la  vi- 
tesse, ainsi  que  les  angles  qu'elles  forment  avec  la  direction 
des  chemins  élémentaires  décrits  par  leurs  points  d'applica- 
tion, condition  qui  rend  les  moments  virtuels  Qdq,  Rrfr,  ¥df 
constants/  et  qui  se  trouve  remplie  dans  beaucoup  de  ma- 
chines, il  faudra  encore  que  le  poids  p  de  chaque  pièce  con- 
serve (22)  son  centre  de  gravité  à  la  même  hauteur,  à  moins 
qu'ayant  une  vitesse  uniforme  il  ne  fasse  partie  de  la  puis- 
sance motrice  ou  de  la  résistance  utile,  car  dans  tout  autre  cas 
il  imprimera  évidemment  des  quantités  de  travail  instantanées 
±pdh  qui  seront  variables  pour  les  diverses  positions  du 
système. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  il  ne  peut  entrer 
dans  la  machine  de  pièce  à  mouvement  alternatif;  elle  devra 
donc  se  composer  uniquement  de  pièces  de  rotation  ou  de 
roues  exactement  centrées  (22),  de  courroies  et  de  chatnes 
sans  fin,  etc. 

30.  Du  temps  nécessaire  à  V établissement  du  mouvement 
uniforme.  —  Cet  examen  peut  servir  à  montrer  combien  il  est 
difQcile  d'établir  le  mouvement  rigoureusement  uniforme 
dans  les  machines;  on  peut  même  dire  qu'il  ne  s'y  présente 
jamais  dans  toute  l'exactitude  mathématique,  car  il  suppose 
non-seulement  que  les  forces  restent  constantes  en  intensité  et 
en  direction,  etc.,  mais  encore  que  les  vitesses  virtuelles  des 
différentes  parties  de  la  machine  soient  entre  elles  dans  des 
rapports  indépendants  de  la  position  du  système,  ce  qui  exige 
que  les  quantités  représentées  ci-dessus  par  <p(e)  soient  con- 
stantes, pour  toutes  les  positions.  Enfin  on  démontre  très- 
simplement,  soit  par  la  considération  de  l'équation 

dt*^         dt  de  de         ^  de 
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dans  le  second  membre  de  laquelle  -/?  t->  -^  seraient  sup- 
posées constantes»  soit  par  des  considérations  directes  de  Géo- 
métrie, que,  lorsque  l'action  des  différentes  forces  est  soumise 
à  des  lois  continues,  analogues  à  celles  de  la  pesanteur  et 
dépendant  uniquement  des  variables  qui  déterminent  la  po- 
sition ou  la  vitesse  du  système,  ce  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'au 
bout  d'un  temps  infini  que  la  vitesse  acquiert,  en  général,  sa 
limite,  quoique,  dans  un  temps  souvent  fort  court,  elle  n'en 
diffère  que  d'une  quantité  inappréciable  et  qu'on  peut  né- 
gliger pour  la  plupart  des  cas  de  pratique. 

Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que,  d'après  les  notions 
précédentes,  la  fonction  représentée  par  ce  second  membre  a 
sa  plus  grande  valeur  quand  la  machine  part  du  repos  ou  que 
i/  =  o,  et  qu'elle  décroît  plus  ou  moins  rapidement  à  mesure 
que  la  Vitesse  v  augmente,  de  manière  à  devenir  complète- 
ment nulle  pour  une  certaine  valeur  finie  de  cette  vitesse,  ce 
qui  lui  suppose  implicitement  la  forme 

N(a-i;)« 

ou  toute  autre  forme  équivalente,  N  étant  une  fonction  de  i^et 
de  constantes,  essentiellement  positive,  et  a  la  vitesse  limite 
dont  il  s'agit.  On  tire,  en  effet,  de  l'équation  posée  en  dernier 
lieu, 

intégrale  qui,  d'après  les  règles  connues,  étant  prise  depuis 
i;  =  o  jusqu'à  v:=ay  doit  renfermer  au  moins  un  terme  de  la 
forme  —  Alog(a  — t'),  si  n  est  impair,  ou  de  la  forme 
—  A(a  — t')-'^*,  si  n  est  pair;  or  ces  fonctions  sont  l'une  et 
l'autre  susceptibles  de  devenir  infinies  quand  la  vitesse  v 
atteint  sa  limite  a. 

Ce  fait  est  analogue  à  celui  qui  se  présente  dans  le  mouve- 
ment des  parachutes,  des  fluides  qui  s'écoulent  par  les  orifices 
des  vases,  et  il  avertit  des  précautions  à  prendre  dans  certains 
cas,  quand  on  ne  veut  pas  courir  le  risque  de  se  tromper  sur 
le  régime  ou  l'état  de  mouvement  d'un  système. 
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Des  observations  analo^es  sont  applicables  d'ailleurs  aux 
machines  qui,  par  leur  constitution  et  celle  des  moteurs  ou 
des  résistances,  ne  pourraient  acquérir  qu'un  mouvement  pé- 
riodique constant  ou  permanent»  c'est-à-dire  tel  que  la  vitesse, 
quoique  variable  dans  l'étendue  de  chaque  révolution,  re- 
vienne constamment  la  même  pour  les  mêmes  positions. 

31.  Avantages  du  mouvement  uniforme.  —  L'importance 
qu'il  y  a  de  satisfaire,  dans  chaque  cas  particulier,  sinon  rigou- 
reusement, du  moins  le  plus  possible,  aux  conditions  propres 
à  établir  l'uniformité  du  mouvement  des  machines,  sera  sentie 
si  l'on  met  en  parallèle  les  avantages  inhérents  à  ce  mouve- 
ment avec  les  inconvénients  qui  résultent  du  mouvement 
variable. 

Dans  les  machines  qui  possèdent  le  mouvement  uniforme, 
et  où  les  puissances  et  les  résistances  agissent  d'une  manière 
continue  et  avec  la  même  intensité  d'action  (*},  les  pièces  se 
conduisent  toujours  de  la  même  manière  et  demeurent  sans 
cesse  en  contact,  sans  éprouver  aucune  secousse  nuisible, 
aucun  changement  brusque  de  vitesse;  et,  comme  les  quan- 
tités de  travail  élémentaires  reçues  et  transmises  par  chacune 
d'elles  sont  égales  et  constantes,  ou  qu'il  y  a  équilibre  à 
chaque  itistant,  de  même  que  pour  la  machine  entière,  les 
chances  de  destruction  sont  moindres,  et  l'on  peut  apprécier, 
dans  chaque  cas,  les  efforts  qu'elles  supportent,  les  flexions 
qu'elles  éprouvent  et  la  solidité  minimum  qui  leur  convient. 
Mais  ces  avantages  ne  sont  pas  les  plus  importants  de  ceux 
qui  appartiennent  à  l'uQiformité  du  mouvement;  car,  puisqu'il 
existe  (25)  pour  chaque  moteur  une  vitesse  de  son  point 
d'application  qui  rend  un  maximum  la  quantité  de  travail 


(*)  Du  régime  uniforme.  —  \\  résulte  de  ces  considérations  que,  pour  que 
les  machines  se  trouTent  dans  les  meilleures  conditions  de  fonctionnement,  il 
ne  saflSt  pas  qu'elles  possèdent  un  mouYement  uniforme  :  il  faut  encore  que 
tontes  les  forces  qui  agissent  sur  elles  conservent,  pendant  toute  la  marche,  la 
même  intensité  et  la  même  direction,  condition  qui  n'est  pas  nécessairement 
remplie  dans  le  mouToment  uniforme.  Ces  circonstances  pourraient  ëlre  carac- 
térisées par  la  dénomination  de  mouvement  régulier ^  ou  mieui,  par  celle  de 
régime  uniforme,  (K.) 
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qu'il  communique  à  la  machine  et  que  la  qualité  et  la  quan- 
tité  du  travail  de  Toutil  dépendent  aussi  (26)  de  sa  vitesse  ec 
surtout  de  la  constance  de  cette  vitesse,  on  voit  que  le  cas  le 
plus  avantageux  possible  sera  celui  où  les  vitesses  des  pièces 
extrêmes  de  la  machine  seront  telles  que  le  réclame  chaque 
genre  de  moteur  et  de  travail  utile,  et  resteront  invariables 
pendant  le  mouvement,  aussi  bien  que  celles  des  pièces  in- 
termédiaires. 

32.  Inconvénients  du  mouvement  varié.  —  Dans  les  ma- 
chines dont  le  mouvement  varie  à  chaque  instant  d'une  ma- 
nière sensible  et  suivant  des  lois  d'ailleurs  continues,  les 
choses  se  passent  d'une  manière  tout  à  fait  opposée,  sans 
compter  les  autres  inconvénients  qui  s'y  présentent  quelque- 
fois. Ainsi,  par  exemple,  il  pourrait  arriver  que  le  mouve- 
ment ne  pût  aucunement  naître  ou  s'entretenir,  parce  que, 
l'action  du  moteur  ou  celle  des  diverses  résistances  étant  in- 
termittente, il  y  aurait  des  instants  pour  lesquels  cette  der- 
nière ayant  acquis  toute  son  énergie,  tandis  que  l'autre  a 
atteint  le  minimum  de  la  sienne,  la  force  vive  possédée  par  la 
machine  ne  serait  pas  suffisante  pour  entretenir  le  mouve- 
nftnt  dans  ces  positions,  que  les  praticiens  nomment  points 
morts,  et  cela  bien  que  la  quantité  de  travail  que  pût  fournir  le 
moteur  dans  une  révolution  de  la  machine,  supposée  parvenue 
à  un  certain  état  de  mouvement,  fût  égale  ou  même  supé- 
rieure à  celles  que  développeraient  toutes  les  résistances  réu- 
nies (>).  Mais,  en  supposant  que  le  mouvement  puisse  naître 
et  s'entretenir,  il  n'en  résulterait  pas  moins,  de  son  état  va- 
riable, que  la  machine  ne  travaillera  pas  sous  les  conditions 
les  plus  avantageuses,  et  que  ses  différentes  pièces  éprouve- 
ront des  secousses,  des  pressions  et  des  tractions  qui  altére- 
ront plus  ou  moins  rapidement  leur  constitution  et  absorberont 
en  pure  perte  une  portion  du  travail  m'oteur  (18). 

33.  Moyens  de  corriger  en  partie  les  inconvénients  du  mou^ 
vement  varié»  —  On  remarquera  que  ces  dernîCTS  înconvé- 


(')  La  note  du  n^  28  fait  connaître  la  restriction  qu'U  faut  apporter  à  ce 
passage.  (K.") 
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niente,  quoil|ue  analogues  à  ceux  qui  ont  déjà  été  signalés  au 
n''24»  sont  pourtant  moins  graves,  attendu  que  le  jeu  des  di- 
verses articulations  est  ici  censé  très-^faible,  et  que  nous  sup- 
posons le  tracé,  la  dîsposilion  de  toutes  les  parties  conformes 
à  la  loi  de  continuité,  de  sorte  que  les  pièces  à  mouvement 
alternatif,  inhérentes  à  la  constitution  de  la  machine,  étei- 
gnent graduellement  leur  vitesse  à  la  fin  et  au  commencement 
de  chaque  oscillation. 

Pour  bien  concevoir  les  inconvénients  qui  arrivent  dans  le 
cas  actuel  et  pouvoir  y  remédier  dans  l'occasion,  îl  faut  con- 
sidérer qu'ils  ont  lieu  uniquement,  soit  parce  que  la  puis- 
sance motrice  agit  sur  la  première  pièce  (le  récepteur),  tantôt 
dans  un  sens,  tantôt  dans  le  sens  directement  opposé,  soit 
parce  qu'il  existe  dans  la  machine  des  poids  ou  des  ressorts 
qui  tendent,  d'une  manière  active,  à  imprimer  de  la  vitesse  à 
la  machine,  tantôt  dans  le  sens  du  mouvement,  tantôt  dans  le 
sens  opposé;  il  en  résulte,  en  effet,  que  la  pièce  qui  en  con- 
duisait une  autre  peut  en  être  conduite  à  son  tour,  et  qu'à 
cause  du  jeu  indispensable  ces  pièces  cessent  d*éire  en  con- 
tact, ou  se  quittent  pour  se  reprendre  ensuite,  et  ainsi  alter- 
nativement. 

3i.  Nécessité  de  s'éloigner»  dans  certains  cas,  des  conditions 
de  l'uniformité  du  mouvement,  —  D'après  ces  divers  Incon- 
vénients du  mouvement  variable  des  machines,  il  semblerait 
qu'on  dût  en  proscrire  l'emploi  dans  toutes  les  applications 
à  l'industrie,  et  se  borner  uniquement  aux  moyens  qui  per- 
mettent l'uniformité  rigoureuse  du  mouvement;  ce  qui  se 
réduit,  comme  on  l'a  vu,  à  n'employer,  même  pour  le  ré- 
cepteur et  l'outil,  que  des  pièces  de  rotation  continue,  et  à 
éviter  toute  action  intermittente  de  la  part  du  moteur  et  des 
résistances.  C'est  aussi  à  quoi  tendent  tous  les  efforts  des  bons 
constructeurs  et  des  mécaniciens  instruits;  mais,  quoiqu'on  ait 
résolu  la  question  pour  plusieurs  machines  importantes,  d'une 
manière  suffisamment  approchée,  il  n'y  a  pas  d'espoir  qu'on 
puisse  le  faire  pour  toutes.  La  nature  du  moteur  et  du  travail, 
les  circonstances  locales,  et  principalement  trop  de  sujétion 
dans  l'exécution  matérielle,  trop  de  dépense  s'opposeront  tou- 
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jours  à  ce  qu'on  atteigne  le  but  d'une  manière  satisfaisante; 
du  moins  on  doit  chercher  à  en  approcher  le  plus  possible, 
dans  chaque  cas  particulier,  en  évitant  les  principaux  inconvé* 
nients  du  mouvement  variable  que  nous  venons  de  signaler. 

Or  nous  remarquerons  qu'il  n'existe  en  réalité  que  trois 
causes  essentielles  du  mouvement  varié  des  machines,  et  qui 
consistent  dans  l'irrégulariié  d'action,  soit  du  moteur,  soit  de 
la  résistance  utile,  soit  de  l'un  et  de  l'autre  réunis;  il  n'arri- 
vera donc  pareillement  que  trois  circonstances  où  l'on  soit 
forcé  de  faire  usage  de  pièces  à  mouvement  alternatif,  et, 
dans  ces  trois  circonstances,  on  devra  éviter  de  multiplier 
inutilement  ces  pièces. 

Ainsi,  le  récepteur  devant  posséder  un  mouvement  alterna- 
tif et  l'opérateur  un  mouvement  de  rotation  continu,  uniforme, 
on  transformera  immédiatement,  à  l'aide  de  manivelles,  d'ex- 
centriques, etc.,  le  premier  mouvement  en  un  mouvement 
pareil  au  second  ;  toutes  les  pièces  intermédiaires  seront  ainsi 
des  roues,  des  courroies  à  mouvement  continu.  On  en  fera 
autant  quand,  au  contraire,  le  récepteur  devra  posséder  une 
vitesse  uniforme,  et  l'outil  un  mouvement  alternatif;  mais,  si 
l'outil  et  le  récepteur  doivent  à  la  fois  posséder  un  mouve- 
ment alternatif,  il  y  aura  à  examiner  si  le  premier  peut  immé- 
diatement s'appliquer  au  second,  sans  interposition  de  pièces 
quelconques,  de  façon  que  les  oscillations  et  les  alternatives 
d'action  coïncident  parfaitement,  que  la  vitesse  et  la  pression 
s'éteignent  par  degrés  vers  la  fin  et  le  commencement  de 
chacune  d'elles;  car  alors  il  ne  pourra  y  avoir  de  perte  d'etfet 
sensible,  et  la  machine  travaillera  presque  aussi  avantageuse- 
ment que  si  elle  possédait  le  mouvement  uniforme.  Mais  cela 
arrive  rarement,  et  presque  toujours  on  se  voit  obligé  de  faire 
usage  de  pièces  intermédiaires  auxquelles  on  donne,  quand  le 
cas  l'exige  et  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  régulariser  l'action,  un 
mouvement  de  rotation  continu  dans  le  même  sens. 
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Moyens  généraux  de  régnlariser  le  mouvement  des  machines  ('). 

35.  Précautions  à  prendre  au  sujet  des  tracés  et  de  fa  répar- 
tition des  efforts.  —  Laissant  donc  de  côlé  le  cas  où  toutes  les 
pièces  ont  un  mouvement  allernaiif,  il  n'y  aura  plus  qu'à  s'oc- 
cuper des  trois  autres,  auxquels  on  pourra  joindre  celui  où 
toutes  les  pièces  mbbiles  ont  un  mouvement  de  rotation  con- 
tinUy  quoique  la  puissance  ou  la  résistance  agissent  sur  la  pre- 
mière et  la  dernière  pièce,  d'une  manière  intermittente,  va- 
riable; or,  dans  tous  ces  cas,  mais  surtout  dans  celui  où  il  est 
avantageux  (31)  que  Tune  de  ces  pièces  extrêmes  possède  la  vi- 
tesse uniforme,  il  parait  convenable  de  régulariser  le  plus  pos- 
sible le  mouvement  de  la  machine,  et  ce  qui  précède  nous  en 
indique  les  moyens  principaux  :  i^  on  tracera  les  parties  par 
lesquelles  le  mouvement  de  rotation  continu  se  transmet  d'une 
pièce  à  l'autre,  de  façon  que  la  vitesse  géométrique  reste 
f - 

(*)  Des  conditions  de  bon  fonctionnement  des  machines,  —  Pour  apprécier  la 
râleur  des  divers  moyens  de  régularisation^  il  est  nécessaire  de  définir  d'abord 
les  conditions  qui  assurent  le  bon  fonctionnement  des  machines. 

La  question  industrielle  se  résume  à  fabriquer,  au  moindre  prix  total,  l'unité 
d'ouvrage,  arec  la  perfection  voulue.  La  bonne  exécution  du  produit,  laquelle 
constitue  le  but  final,  dépend  uniquement  des  conditions  du  mouvement  de 
Toiitil  et  des  organes  accessoires  qui  règlent  l'arrivée  de  la  matière  à  travailler. 
Quelquefois  il  est  nécessaire  d'adopter,  cour  ces  pièces,  des  vitesses  détermi- 
nées; le  plus  souvent  elles  peuvent  fonctionner  à  des  marches,  c'est-à-dire  à 
des  vitesses  moyennes,  assez  éloignées  l'une  de  l'autre,  pourvu  que,  pour  une 
même  marche,  la  vitesse  reste  sensiblement  constante,  ou  que  du  moins  les 
rarîaUons  se  fassent  avec  lenteur  ;  ce  sont,  en  effet,  les  variations  brusques  de 
la  vitesse  qui  occasionnent,  suivant  les  cas,  la  rupture  des 'fils,  les  arrachements 
ou  déchirements  de  la  matière  soumise  au  travail.  De  même,  la  bonne  action 
du  moteur  sur  le  récepteur,  la  régularité  de  la  distribution  dépendent  de  con- 
ditioDs  analogues;  enfin,  si  Ton  étudie  la  question  au  point  de  vue  de  la  con- 
servation des  organes,  dont  dépend  l'importance  des  frais  d'entretien  et  de  ré- 
paration, on  reconnaît  que  la  cause  la  plus  énergique  de  destruction  réside 
dans  les  secousses,  les  chocs  dans  les  articulations,  qui,  pour  chaque  pièce  en 
particulier,  dépendent  directement  de  la  grandeur  de  l'accélération. 

£d  résumé,  le  bon  fonctionnement  de  l'ensemble  exige  que  les  vitesses  et  les 

aceélérations  des  diverses  pièces  restent  comprises  entre  des  limites  spéciales  à 

chacune  d'elles.  Or,  dans  l'hypothèse  de  la  rigidité  des  organes  qui  est  ici 

dv 
faite,  les  vitesses  v  et  les  accélérations  -j-  de  tous  les  points  de  la  machine 
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dans  un  rapport  donné,  ce  qui  constitue  véritablement  le  pro- 
blème des  engrenages  pris  dans  toute  sa  généralité;  a"  on 
centrera  exactement  (22)  les  roues,  ce  qui  aura  pour  avan- 
tage d'annuler  l'effet  de  la  force  centifuge  ou  la  pression  qui 
en  résulte  sur  les  axes;  3*»  on  miettra  pareillement  en  équi- 
libre le  poids  des  pièces  à  mouvement  alternatif,  ou  l'on  fera 
concourir  ce  poids,  s'il  y  a  lieu,  à  régulariser  l'action  de  la 
puissance  et  de  la  résistance  dan^  chaque  position  du  système; 
4**  on  diminuera  autant  qu'il  est  possible  la  vitesse,  l'ampli- 
tude du  mouvement  et  la  masse  de  ces  mêmes  pièces,  c'est- 
à-dire  autant  que  le  permettront  la  solidité  et  l'usage  qu'on 
en  veut  faire;  5"  enfin  on  régularisera  l'action  même  du  mo- 
teur ou  de  la  résistance  par  des  contre-poids,  ou  par  toute 
autre  disposition  qui  peut  résulter  de  l'examen  de  chaque  cas 
individuel  :  par  exemple,  si  l'effet  de  l'une  ou  de  l'autre  de 
ces  forces  se  compose  d'effets  partiels  égaux,  distincts  et  ré- 
pétés plusieurs  fois  dans  une  même  révolution  de  la  machine, 
il  conviendra  de  les  distribuer  de  façon  qu'ils  se  succèdent  à 

peuvent  s'exprimer  (27)  en  fonction  des  vitesses  et  des  accélérations  d'un 
même  point,  que  noas  supposerons  choisi  sur  une  pièce  à  rotation,  de  vitesse 
angulaire  €>>,  à  l'unité  de  distance  de  Taxe.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  K  une 
fonction  connue  pour  chaque  point  considéré  de  l'espace  s  décrit,  depuis  l'ori- 
gine, par  le  point  dont  la  vitesse  est  &>, 

_ .  f/f       -,  du         ,  </K 

et  l'on  peut  déterminer  les  valeurs  entre  lesquelles  doivent  rester  compris 

ta  G\  -r-  pour  que  la  vitesse  v  et  l'accélération  -y-  des  organes  les  plus  exposés 

ne  dépassent,  pour  aucune  position,  les  limites  dangereuses;  ces  valeurs  fixent 
les  deux  conditions  de  régularité  de  la  vitesse,  de  l'ensemble  de  la  machine, 
en  fonction  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  de  l'un  des  arbres  du  système.  ' 

On  voit,  d'après  la  seconde  équation,  que,  quels  que  soient  les  procédés  de 
régularisation  que  l'on  emploie,  il  existe  pour  toute  machine  une  limite  supé- 
rieure de  la  vitesse  w,  pour  laquelle  le  fonctionnement  deviendrait  inadmissible, 

lors  même  que  -j-  serait  toujours  nul,  c'est-à-dire  que  le  mouvement  des  pièces 
at 

à  rotation  fût  parfaitement  uniforme. 

Il  faut  remarquer  que  les  deux  conditions  nécessaires  que  nous  venons  d'in* 

diquer  ne  peuvent  pas,  à  elles  seules,  régler  les  tensions  des  pièces,  lesquelles 

dépendent  encore  de  l'intensité  des  forces  qui  agissent  sur  les  machines  et  de 

la  répartition  des  masses  en  mouvement.  (K.) 
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des  intervalles  réguliers  et  en  quelque  sorte  sans  discontinuité, 
ou  que  les  plus  grands  efforts  des  uns  aient  lieu  en'Vnême 
temps  que  les  plus  faibles  des  autres,  etc. 

Tous  ces  moyens  étant  épuisés  et  les  causes  de  Tirrégula- 
rité  d'action  étant  par  là  corrigées  autant  que  possible»  il  res- 
tera une  dernière  ressource  que  nous  allons  faire  connaître, 
attendu  qu'elle  se  rattache  aux  lois  générales  du  mouvement 
des  machines,  dont  nous  avons  un  instant  abandonné  la  dis- 
cussion. 

36.  Influence  des  pièces  à  mouvement  alternatif.  —  Nom- 
mons, en  général,  o)  la  vitesse  angulaire  ou  la  vitesse  à  Tunlté 
de  distance  de  Tune  des  pièces  de  rotation  de  la  machine;  sa 
force  vive  aura  pour  expression 

r  étant  la  distance  à  Taxe  d'une  molécule  matérielle  quel-' 
conque,  m  sa  masse  et  l,mr^  le  moment  d'inertie  de  la  pièce;  la 
force  vive  totale  possédée  par  les  pièces  semblables  à  un  in- 
stant donné,  et  en  général  par  toutes  celles  qui  ont  des  vitesses 
continues,  dans  des  rapports  donnés  (29),  pourra  donc  être 
représentée  par  A  w',  A  étant  une  constante  qui  dépend  des  rap- 
ports de  vitesses  et  des  moments  d'inertie  des  pièces.  Quant 
à  la  somme  des  forces  vives  des  pièces  à  mouvement  alternatif, 
nous  continuerons  à  la  représenter  par  Texpression  générale 
mf»,  de  sorte  que  les  équations  du  n'»  27  donneront,  pour  dé- 
terminer à  chaque  instant  la  vitesse  angulaire  o, 

A w  (/«  =  Frf/*—  Qdq^  ...  —  mvdv. 

L'effet  des  pièces  à  mouvement  alternatif  se  bornant  ainsi  à 
diminuer  le  travail  élémentaire  Frf/ imprimé  à  chaque  Instant 
par  les  puissances,  d'une  quantité  variable  mvdv^  on  pourra 

dv 
représenter  cet  effet  (14)  par  celui  d'une  force  9  =  m  ^^^^^ 

n'est  autre  que  la  résultante  générale  des  forces  d'inertie 
langentielles  relatives  à  ces  pièces,  et  comprendre  explicite- 
ment cette  force,  dont  la  quantité  de  travail  instantanée  est» 
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abstraction  faîte  du  signe,  —nivd{f=z<^de,  au  nombre  de  celles 
qui  sollicitent  réellement  la  machine  et  qui  sont  étrangères  à 
Tinertie. 

On  remarquera  d'ailleurs  que,  puisque  la  vitesse  v  des  pièces 
dont  il  s'agit  devient  nulle  a  la  On  et  au  commencement  des 
oscillations  de  chacune  d'elles,  il  en  est  de  même  de  la  quan* 
tité  de  travail  c^de  ou  mu*  que  développe  leur  inertie,  ce  qui 
suppose  9  «fe  tantôt  positif  et  tantôt  négatif,  ou  que  la  force  9, 
relative  à  une  même  pièce,  restitue  et  détruise  constamment, 
dans  chaque  demi-oscillalion,  des  quantités  de  travail  égalas 
et  qui  n'altèrent  ainsi  aucunement  TefTet  utile  de  la  machine. 
Sous  ce  point  de  vue  donc,  Taciion  de  celte  force  peut  être 
assimilée  à  celle  de  la  pesanteur  (22)  sur  les  pièces  a  mouve- 
ment alternatif,  de  sorte  que  les  moyens  de  corriger  son  in- 
fluence sont  entièrement  analogues;  ainsi,  indépendamment 
de  ceux  qui  ont  déjà  été  indiqués  au  n^  35  ci-dessus,  on  pourra 
opposer  à  la  masse  de  ces  pièces  d'autres  masses  douées 
d'un  mouvement  oscillatoire  précisément  contraire,  c'est-à- 
dire  tel,  que  l'accroissement  innvdv  de  leur  force  vive  soit  à 
chaque  instant  égal,  quoique  de  signe  contraire,  à  celui  qui  est 
relatif  à  ces  mêmes  pièces;  pareillement  encore  on  pourra  dis- 
poser les  périodes  de  mouvement  de  ces  pièces  de  façon  que 
la  force  9,  qui  remplace  leur  effet,  détruise  en  partie  l'irré- 
gularité d'action  des  puissances  et  des  résistances.  Mais  ces 
divers  moyens  sont  rarement  applicables  avec  simplicité,  quoi* 
qu'on  ne  doive  aucunement  les  dédaigner  dans  chaque  cas  par^ 
liculier  ;  on  préfère  généralement  augmenter  l'inertie  de  quel- 
qu'une des  pièces  de  rotation  de  la  machine,  conformément 
aux  principes  que  nous  allons  exposer. 

37.  Lois  du  mouifement  varié  des  machines.  —  Reprenons 
les  raisonnements  du  n^28;  il  résultera  des  équations  posées 
ci-dessus:  i^que  lorsqu'une  machine  est  partie  du  repos,  la 
vitesse  oj  qu'elle  a  acquise,  au  bout  d'un  certain  temps,  est 
d'autant  plus  grande  que  la  quantité  de  travail  communiquée 
par  les  différentes  forces  Test  elle-même  davantage,  et  que  la 
quantité  A,  uniquement  relative  aux  moments  d'inertie  et  aux 
rapports  constants  des  vitesses  géométriques  des  pièces  de 
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rotation,  est  au  contraire  plus  petite;  i^  que  Taccroissement 
élémentaire  d(ù  de  la  vitesse,  à  une  époque  quelconque  du 
mouvement,  est  directement  proportionnel  à  la  quantité  de  tra- 
vail élémentaire  imprimée  au  même  Instant,  et  inverse  de  la 
vitesse  acquise  gj  et  de  la  quantité  constante  A.  La  vitesse  tù 
croîtrait  donc  sans  cesse  à  chaque  révolution  si,  comme  nous 
l'avons  déjà  expliqué  (28),  la  somme  des  forces  vives  du  sys- 
tème n'atteignait  bientôt,  du  moins  sensiblement,  une  limite 
absolue  qu'elles  ne  peut  dépasser,  d'après  la  nature  même  des 
moteurs  et  des  résistances.  La  machine  étant  parvenue  à  cet 
état  de  mouvement,  la  force  vive  Aew»  et  la  vitesse  tù  ne  pour- 
ront plus  varier,  soit  dans  un  même  tour,  soit  d'un  tour  à 
l'autre,  qu'entre  des  limites  plus  ou  moins  resserrées  et  re- 
latives aux  variations  mêmes  de  la  quantité  d'action  totale 
F/—  Q j  -^. . .  qui  lui  aura  été  imprimée  dans  les  intervalles 
correspondant  à  ces  tours  ou  révolutions.  Ainsi  ces  diverses 
quantités  atteindront  successivement  et  simultanément  une 
valeur  maximum,  puis  une  valeur  minimum,  pour  chacune 
desquelles  il  y  aura  équilibre  entre  toutes  les  forces  consi- 
dérées (36),  attendu  qu'on  aura 

Aû)rf«  =  Frf/'— 0^7  —  Rrfr  ±  PrfA  — /n«'rfi'=  o. 

Or,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  varie  l'intensité  ab- 
solue de  ces  forces,  et  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  tout  à  fait 
irrégulière  et  qu'on  puisse  déterminer,  soit  par  le  calcul,  soit 
par  l'expérience,  la  quantité  de  travail  imprimée  entre  les 
deux  instants  où  la  vitesse  co,  relative  à  un  même  tour  ou  à 
plusieurs  tours  successifs,  atteint  sa  plus  grande  et  sa  plus 
petite  valeur  absolue,  on  sera  toujours  le  maître  de  rendre  le 
mouvement  des  pièces  de  rotation  de  la  machine  aussi  appro- 
chant qu'on  le  voudra  de  l'uniformité. 

38.  Moyen  général  de  régulariser  le  mouvement  des  ma- 
chines. —  En  effet,  soient  tù"  et  w'  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  la  vitesse  o),  S  la  somme  des  quantités  d'ac- 
tion imprimées,  dans  l'intervalle  qui  leur  correspond,  par  les 
différentes  forces,  en  y  comprenant  9  (§  36),  on  aura 
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Nommons  de  plus  il  la  vitesse '—j  moyenne  arithmétique 

^'  « 

entre  w'  et  oj",  et  d  la  différence  &>'—  «"  entre  ces  mêmes  vi- 
tesses, on  aura 

et  l'équation  ci-dessus  deviendra 

AQd^S,     d'où     r)  =  YIP' 

ce  qui  montre  qu'on  pourra  rendre  le  rapport  tt  égal  à  une 

quantité  -  aussi  petite  qu'on  le  voudra  { '  ),  en  augmentant  suf- 
fisamment la  quantité  A,  qui  contient  les  momeTits  d'inertie 
des  pièces  à  mouvement  continu  et  la  vitesse  moyenne  12; 
dès  lors»  celle-ci  pourra  être  regardée,  sans  erreur  sensible, 


(  '  )  De  l'écart  proportionnel  des  intesses  au  point  de  vue  de  la  régularisa^ 
tion;  effets  du  couplement  des  machines  sur  la  régularité,  —  L'auteur  mesure 

la  régularité  du  mouvement  d'une  machine  par  le  rapport  -  de  la  différence 

des  vitesses  extrêmes  à  la  vitesse  moyenne,  rapport  que  Ton  nomme  ordinaire- 
ment écart  proportionnel  des  vitesses.  Le  problème  de  la  régularisation  du 
mouvement  se  réduit  à  rendre  cet  éciirt  inférieur  h  une  quantité  donnée.  C'est 
ainsi  que  la  question  a  été  posée,  dès  1819,  par  Navîer  {Notes  sur  l'Architec- 
ture hydraulique  de  Bélidor)^  et  qu'elle  est  encore  envisage  aujourd'hui  par 
tous  les  auteurs. 

Lorsque,  conformément  à  la  théorie  exposée  dans  le  texte,  on  ne  se  préoccupe 
que  des  variations  périodiques,  l'écart  proportionnel  des  vitesses  règle  en  réa- 
lité l'aci élération  moyenne,  et,  par  suite,  l'accélération  mnxima  qui  ordinaire- 
ment, pour  une  même  machine,  varie  sensiblement  comme  l'accélération 
moyenne;  dans  ce  cas,  les  deux  conditions  de  régularité  établies  dans  la  note 
du  n^  35  peuvent  se  réduire  à  une  seule  consistant  à  limiter  l'écart  propor- 
tionnel des  vitesses.  Ou  peut,  en  effet,  exprimer   l'accélération  moyenne  en 

fonction  de  la  vitesse  moyenne  û.,  de  l'écart  proportionnel  -  et  du  nombre  fi 
de  périodes  par  tour;  on  trouve 

dû»  _  I  fiCl* 
dt  "~«    lit  ' 

Il  est  constaté  par  l'expérience  que,  pour  des  machines  semblables,  mar- 
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comme  égale  à  la  vilesse  moyenne  effective  qu'on  obtiendrait 
en  divisant,  par  le  temps  moyen  d'une  révolution^  la  circon- 
férence 27r  décrite,  pendant  ce  temps,  par  le  point  situé  à  Tunité 
dedisunce  de  l'axe. 

39.  Théorie  et  propriétés  des  volants.  —  Pour  rendre  ainsi 
le  mouvement  d'une  machine  aussi  approchant  de  l'uniformité 
qu'on  le  désire,  il  n'est  pas  nécessaire  d'augmenter  à  la  fois 
la  vitesse  et  le  moment  d'inertie  de  toutes  les  pièces  rota- 
tives, ce  qui  aurait  des  inconvénients  graves,  et  ferait  crottre 
les  résistances  passives;  on  se  contente  de  le  faire  pour  une 
des  pièces  de  rotation  qu'on  nomme  volant  et  qu'on  a  soin  de 
placer  le  plus  près  possible  de  la  force  dont  il  importe  de  0- 
gulariser  l'action  (33).  Quelquefois  aussi  on  emploie  deux  vo- 
lants, lorsquç  le  moteur  et  la  résistance  agissent  en  même 
temps  d'une  manière  irrégulière;  chacun  d'eux  est  alors  des- 
tiné séparément  à  rendre  uniforme  l'action  de  [a  puissance 
près  de  laquelle  on  le  place.  Dans  tous  les  cas,  il  convient  que 

chant  à  des  vitesses  différentes,  la  régularité  obtenae  par  la  théorie  du  texte 
est  satisraisante  ;  on  peut  en  conclure  que,  dans  ces  conditions,  la  limite  à 
assigner  k  l'accélération  doit  varier  proportionnellement  au  carré  de  la  vitesse 
moyenne  £L,  résultat  qu'on  peut,  du  reste,  établir  directement. 

II  est  important  de  remarquer  que,  si  plusieurs  machines  semblables  sont 
couplées  ensemble,  ce  qui  augmente  le  nombre  de  périodes  par  tour,  le  vo- 
lant qui  assure  une  régularité  définie  par  -  permet,  toutes  les  conditions  de 

marche  restant  les  mêmes,  des  accélérations  d'autant  plus  grandes,  que  le 
nombre  /i  de  périodes  est  plus  considérable  {-voir  la  note  des  n®  88,  94,  Sec- 
tion 11);  si  donc  on  tient  à  avoir  la  même  régularité  pour  les  accélérations, 
dans  les  divers  cas,  il  faut,  en  conservant  la  formule  ordinaire,  y  remplactf  n 
par  des  nombres  qui  peuvent  être  exactement 'déterminés  dans  chaque  cas,  et 
qui,  pour  des  machines  semblables, varient  en  général  sensiblement  en  raison 
inverse  du  nombre  de  périodes. 

Lorsque  le  système  est  soumis  à  des  'variations  accidentelles^  et  c'est  à  peu 
près  le  cas  général,  la  condition  relative  à  l'écart  proportionnel  des  vitesses  ne 
peut  plus  sufiire  pour  assurer  à  la  machine  la  ré{;ularité  voulue;  il  est  néces- 
saire alors  de  faire  successivement  l'étude  au  point  de  vue  de  l'écart  des  vi- 
tesses  et  à  celui  de  l'accélération,  et,  dans  chaque  cas,  d'adopter,  pour  le  vo- 
lant, les  dimensions  les  plus  fortes  résultant  des  deux  procédés.  Le  plus  souvent, 
lorsque  la  machine  est  munie  d'un  bon  régulateur  et  que  le  travail  est  sujet  à 
des  variations  brusques,  c'est  la  condition  relative  &  la  limite  d'accélération 
qui  devient  prédominante  et  qui  doit  déterminer  l'énergie  du  volant.  (K.) 
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le  volant  assure  runiformité  de  vitesse  de  son  axe,  indépen- 
damment de  l'inertie  propre  des  pièces  dé  rotation  qui  ne  sont 
pas  directement  interposées  entre  lui  etla  force  dont  il  doit 
régulariser  l'action,  condition  qui  tend  d'ailleurs  à  simplifier 
le  problème  de  son  établissement  (*). 

Le  poids  des  volants  occasionnant  un  surcroît  de  frottement 
sur  les  axes,  il  convient,  en  outre,  de  les  rendre  aussi  légers 
que  possible  pour  la  même  énergie;  celle-ci  étant  propor- 
tionnelle (36)  à  la  force  vive  (ù^lmr\  il  faut  donnera  la  ma- 
tière dont  se  composent  les  volants  une  grande  densité  et  en 
rejeter  la  masse  à  une  certaine  distance  de  l'axe  de  rotation. 

Ce  n'est  point  ici  le  lieu  d'entrer  dans  des  détails  sur  la 
construction  et  le  calcul  des  volants;  nous  nous  bornerons  à 
remarquer  que  leur  fonction  consiste,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  à  convertir  en  force  vive  ou  à  emmagasiner^  selon 
l'expression  admise,  une  certaine  portion  du  travail  moteur, 
lorsque  l'énergie  des  puissances  surpasse  celle  de  toutes  les 
résistances  ou  que  la  vitesse  du  mouvement  augmente,  et  à 
convertir  ensuite  cette  même  force  vive  en  travail  employé 
contre  les  résistances,  quand  le  mouvement  vient  à  se  ralentir, 
par  suite  de  la  prépondérance  de  ces  dernières  sur  les  puis- 
sances. Ce  sont  les  propriétés  des  volants  qui  les  font  appeler 
quelquefois  des  réservoirs  de  force  vive  ou  de  travail,  et  qui 
sont  surtout  précieuses  quand  il  pourrait  résulter  de  l'irré- 
gularité du  mouvement  des  perles  de  travail  ou  d'autres  in- 
convénients (  32  et  33 ) ;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'ils  intro- 
duisent dans  la  machine  de  nouvelles  causes  de  résistances, 
des  perles  de  force  vive  (26)  qui  doivent  les  faire  proscrire 


(')  Emplacement  du  volant.  —  L'emplacement  du  volant  parait  indifférent, 
quand  on  n'étudie  la  régularisation  qu'au  point  de  vue  des  variations  de  la 
vitesse;  la  meilleure  répartition  à  adopter,  pour  les  diverses  masses  en  mou- 
vement, ne  peut  être  déterminée  que  par  les  conditions  relatives  aux  ten- 
sions (note  du  n»  76,  Section  II).  Dans  cette  étude,  il  devient  indispensable 
de  renoncer  à  l'hypothèse  de  l'invariabilité  des  dimensions  des  organes,  et  de 
tenir  compte  de  leur  élasticité,  qui  constitue  une  sorte  d'indépendance  relative 
des  diverses  parties  des  machines;  de  là,  la  nécessité  d'assurer  la  régularité 
du  mouvement  de  chaque  arbre  en  particulier,  précaution  recommandée  dans 
le  texte.  (K.) 
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dans  bien  des  circonstances.  Par  exemple,  l'emploi  d'un  volant 
ou,  en  général,  tout  surcroît  donné  aux  moments  dHnertie  au 
delà  de  ce  qui  est  strictement  nécessaire,  serait  plus  nuisible 
qu'avantageux  dans  les  machines  qui  posséderaient  par  elles- 
mêmes  un  mouvement  uniforme  ou  suffisamment  uniforme, 
dans  celles  qui  seraient  susceptibles  de  s'arrêter  fréquemment 
et  tout  à  coup,  enfin  dans  toutes  celles  où  la  constance  de  la 
vitesse  serait  nuisible  et  même  dangereuse. 

40.  Nécessité  et  avantages  de  régulariser  le  plus  possible  le 
mouvement^  indépendamment  de  l'emploi  du  volant,  >-  On 
voit,  par  cette  discussion,  combien  il  est  essentiel  de  chercher 
à  régulariser  l'action  des  puissances. indépendamment  du  vo- 
lant, et  quand  bien  même  on  serait  finalement  obligé  d'y  avoir 
recours  ;  car,  la  valeur  de  S  qui  doit  entrer  dans  l'équation  du 
n*  38  étant  alors  très-faible,  on  se  trouvera  dispensé  de  donner 
à  ce  volant  les  dimensions  et  la  vitesse  qu'il  devrait  recevoir 
dans  la  supposition  contraire.  Nous  avons  indiqué  précédem- 
ment quelques-uns  des  moyens  généraux  de  remplir  le  but 
dont  il  s'agit,  et  il  pourra  s'en  offrir  d'autres  dans  chaque  cas 
particulier;  mais  la  condition  la  plus  importante  est  de  régler 
Tintensité  absolue  de  la  puissance  et  de  la  résistance  utile,  de 
façon  que  les  quantités  de  travail  qu'elles  développent  sur  la 
machine,  supposée  parvenue  à  un  état  donné  de  mouvement, 
soient  constamment  égales  pour  chaque  révolution  ou  tout 
au  moins  pour  chaque  deux,  trois  révolutions,  afin  que  la  quan- 
tité S  n'acquière  pas  de  valeurs  trop  grandes,  ou  que  la  force 
vive  et  la  vitesse,  si  elles  ne  peuvent  être  constantes,  restent 
du  moins  comprises  entre  des  limites  fixes,  et  redeviennent 
périodftiuement  les  mêmes  au  bout  d'un  temps  donné,  en  pre- 
nant ainsi  ce  qu'on  nomme  un  régime  de  stabilité. 

Les  moyens  qu'on  emploie  pour  atteindre  ce  but  se  ratta- 
chant à  la  question  de  l'établissement  des  machines,  nous 
croyons  devoir  en  résumer  succinctement  les  conditions  prin- 
cipales, et  tracer  en  peu  de  mots  la  marche  qui  est  ordinaire- 
ment suivie  dans  la  pratique,  pour  parvenir  à  une  solution, 
sinon  rigoureuse,  du  moins  suffisamment  approchée.  C'est  par 
là  que  nous  terminerons  ces  considérations  sur  les  machines. 
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IV.  —  De  l'établissement  des  machines  industeielles. 

Conditions  dn  meillenr  établissement  des  macbines  ('  ). 

ii.  Division  de  la  question  générale.  —  Nous  avons  déjà 
dît  que  les  conditions  essentielles  d'un  pareil  établissement 
consistent  à  rendre  un  maximum  l'effet  utile  ou  la  quantité 
d'ouvrage  confectionné,  et  un  minimum  la  dépense  en  travail 
moteur  et  en  argent;  de  sorte  que  l'unité  d'ouvrage  de  chaque 
espèce  soit  fournie  au  moindre  prix  possible.  Pour  traiter 
cette  question  dans  toute  sa  généralité,  il  faudrait  être  à  même 
de  faire  varier  à  la  fois  toutes  les  données  dont  elle  dépend, 
dans  les  relations  qui  lient  l'effet  utile  à  l'effet  dépensé;  mais 
en  faisant  même  abstraction  du  prix  en  argent,  qui  change 
suivant  les  temps  et  les  localités,  on  ne  peut  aborder  ainsi  la 
question  de  l'établissement  des  machines.  On  se  contente  de 
la  décomposer  en  plusieurs  autres  distinctes  pour  les  traiter  à 
part  :  ainsi  l'on  étudie  successivement  l'action  des  moteurs 
sur  les  récepteurs,  des  outils  ou  opérateurs  sur  la  matière  à 
confectionner,  à  déplacer,  etc.,  puis  on  en  vient  aux  pièces 


(  ^  )  Dénominations  usitées  pour  les  diverses  parties  d'une  instailation  imitts^ 
trielle,  —  On  a  trouvé  avantageux,  dans  le  langage  industriel,  de  donner  des 
noms  spéciaux  à  des  groupes  d'organes  qui  concourent  à  un  but  commun. 
L'auteur,  dans  la  suite  du  Cours,  se  sert  souvent  de  ces  expressions  techniques; 
nous  croyons  donc  utile  de  les  définir  ici. 

L'ensemble  d'une  installation  mécanique  se  compose  d'une  ou  de  plusieurs 
machines  motrices ^  de  machines  outils  et  de  transmissions  de  mouvement, 

La  machine  motrice  comprend  le  récepteur  proprement  dît,  c'est-à-dire  la 
pièce  qai  reçoit  immédiatement  Faction  du  moteur,  les  organes  nécessaires 
pour  transformer  le  mouvement  ordinairement  irrégulier  et  alternatif  de  ce 
récepteur  en  mouvement  de  rotation  continue,  ainsi  que  toutes  les  pièces  fixes 
ou  mobiles  qui  sont  destinées  à  assurer  et  à  régler  l'action  du  moteur  sur  le 
récepteur,  à  le  condenser,  à  l'évacuer.  Les  diverses  parties  sont  réunies  sur  des 
bâtis  en  fonte,  en  charpente  ou  en  maçonnerie.  Le  premier  arbre  à  rotation 
continue  porte  le  nom  à* arbre  de  la  machine  motrice;  c'est  sur  cet  arbre  que 
se  trouve  ordinairement  placé  le  volant  de  la  machine  motrice.  On  exprime 
généralement  la  vitesse  de  la  machine  par  le  nombre  de  tours  que  fait  son 
arbre  par  minute. 

Dans  certains  cas,  le  moteur  existe  tout  formé  et  peut  agir  sur  le  récepteur, 
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malérielles  qui  senreni  simpiemenl  à  communiquer  le  mo^ 
▼ement. 

L'expérience  et  le  calcul  ont  appris  que  ces  dernières  pièces 
eierceni  en  général  peu  d'influence  sur  la  quaniité  d*acUou 
transmise  par  elles  dans  toutes  les  machines  qui  sont  bien 
construites  et  où  elles  ne  sont  pas  trop  multipliées;  en  un 
mot^  la  quantité  de  travail  absorbée  par  les  résistances  passives 
inhérentes  à  ces  pièces  est  ordinairement  une  Traction  assez 
faible  de  celle  qu'elles  reçoivent  du  récepteur.  Il  n'en  est  pm 
ainsi  des  pertes  de  travail  qui  ont  lieu  sur  le  récepteur  et  sur 
l'outil;  elles  forment,  comme  nous  le  verrons,  presque  tou- 
jours une  fraction  considérable  de  la  valeur  absolue  et  mé- 
canique du  moteur.  C'est  pourquoi,  dans  la  question  de  réta- 
blissement d'une  machine,  ce  qui  importe  le  plus,  c'est  .le 
choix  de  ces  deux  pièces  extrêmes;  et,  comme  le  genre  du 
travail  est  toujours  déterminé,  on  procède  d'abord  au  choix 
de  l'opérateur. 

42.  Choix  de  l'opérateur  et  du  récepteur,  —  L'opérateur 
et  le  récepteur  devant  être  considérés  comme  de  véritables 
machines  soumises  à  une  puissance  et  à  des  résistances,  tout 


sans  opération  préalable  :  machines  hydrauliques,  moulins  à  vent,  etc.;  dans 
d'autres,  il  est  nécessaire  de  constituer  le  moteur.  Cette  opération  préliminaire 
se  fait  dans  des  appareils  nommés  générateurs;  telles  sont  les  chaudières,  dans 
le  cas  où  le  moteur  est  la  vapeur  d'eau. 

Les  transmissions  de  mouvement  se  composent  des  organes,  ordinairement  à 
rotation  continue  (arbres,  roues,  poulies),  qui,  prenant  le  mouTemcflt  «ir 
l'arbre  de  la  machine  motrice,  le  transportent  dans  toute  l'usine,  pour  le  con^ 
muniquer  finalement,  avec  la  TÎtesse  et  le  sens  touIus,  aux  mtsehines  outih; 
elles  comprennent  en  outre  les  pièces  fiies  qui  servent  de  guide  ou  de  suppoct 
aux  pièces  mobiles  (consoles,  chaises,  paliers,  coussinets),  ainsi  que  les  dispo- 
sitifs nécessaires  pour  interrompre  ou  rétablir  le  mouvement  sur  certains  points 
(embrayages).  Souvent,  par  suite  de  nécessités  locales,  on  est  oMigé  d'établir 
des  transmissions  intermédieiires,  des  renvois^  entre  la  machine  outil  et  la  trasu" 
mission  principale,  qui  prend  le  mouvement  sur  l'arbre  de  la  machine  motrice. 

La  machine  outil  est  composée  de  Vontil  proprement  dit,  c'est-à-dire  de  ta 
pièce  qui  agit  directement  sur  la  matière,  pour  lui  faire  subir  l'opérati«i 
voulue,  des  organes  nécessaires  pour  transformer  le  mouvement  de  l'outil  «• 
mouvement  de  rotation  continue,  ainsi  que  des  dispositifs  destinés  à  présenter 
la  matière  à  l'aclion  de  l'outil  et  à  régler  cette  action.  Toutes  ces  pièces  soat 
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ce  que  nous  avons  dit  des  machines  en  général  leur  est  immé- 
diatement applicable;  ainsi,  en  mettant  décote  le  prix  même 
de  ces  agents,  qui  doit  rarement  être  pris  en  considération, 
attendu  qu'il  est  toujours  une  assez  petite  fraction  de  celui 
du  travail  moteur  considéré  pendant  un  temps  suffisamnfient 
long,  on  pourra,  à  l'avance,  fixer  les  conditions  essentielles 
de  leur  établissement  et  motiver,  à  défaut  d'expériences  di- 
rectes, le  choix  qu'on  doit  en  faire,  la  préférence  qu'on  doit 
accorder  aux  uns  sur  les  autres.  Par  exemple,  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  que  le  meilleur  opérateur  et  le  meilleur 
récepteur  sont  ceux  où  la  puissance  et  la  résistance  agissent 
d'une  manière  continue,  uniforme,  sans  secousses  et  sans 
chocs,  ce  qui  convient  principalement  aux  pièces  à  mouve- 
ment de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe;  il  faut  en 
outre,  pour  le  récepteur,  que  toute  la  quantité  de  travail  dont 
est  capable  la  puissance  dans  un  temps  donné  soit  complète* 
ment  absorbée,  et,  pour  l'opérateur,  que  le  déchet  de  la  ma- 
tière soit  le  moindre  possible,  que  le  produit  ail  le  degré  de 
perfection  désirable,  etc. 
Si  l'opérateur  et  le  récepteur  n'étaient  soumis  à  aucune  ré- 


ordinairement  réunies  sur  un  même  bâtis,  de  manière  à  former  un  ensemble 
qui  peut  être  déplacé  suivant  les  besoins. 

Les  divers  organes  des  machines  motrices  et  des  machines  outils  ont  des  di- 
mensions telles,  qu'ils  ne  subissent,  pendant  la  marche,  aucune  déformation 
appréciable;  cette  condition  est,  le  plus  souvent,  indispensable  pour  assurer  le 
jeu  régulier  de  toutes  les  pièces,  dont  le  fonctionnement  doit  se  faire  rigou- 
reusement pour  des  positions  déterminées  du  récepteur  ou  de  l'outil.  Les 
théories  exposées  dans  le  texte  s'appliquent  donc  au  mouvement  propre  et  con- 
sidéré isolément,  soit  des  machines  motrices,  soit  des  machines  outils,  en  sorte 
que  l'on  peut  déterminer,  par  la  théorie  ou  par  l'expérience,  les  limites  de  vi» 
tesseet  d'accélération. (note  du  n°  35)  relatives  au  mouvement  de  chaque  arbre, 
pour  assurer  le  bon  fonctionnement  de  la  machine  correspondante.  Mais,  si 
l'on  veut  étudier  le  mouvement  d'ensemble  des  diverses  parties  d'une  instal- 
lation mécanique,  et  avoir  égard  aux  véritables  conditions  du  fonctionnement 
d'un  système  de  machines  qui  réagissent  les  unes  sur  les  autres,  il  devient 
nécessaire  de  tenir  compte  des  déformations  des  organes  de  transmission  ;  la 
torsion  des  arbres  qui  ont  généralement  une  asseï  grande  longueur,  la  flexion 
des  bras  des  roues,  rallongement  des  courroies  modifient,  à  chaque  instant,  la 
situation  relative  des  parties  constituantes  et,  par  suite,  la  corrélation  entre  le 
fonctionnement  des  diverses  machines.  (K.) 
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sistance>  il  résulterait  des  conditions  précédentes  qu'ils  uti- 
liseraient, de  la  manière  la  plus  convenable,  toute  la  quantité 
d'action  dépensée  par  la  force  motrice  qui  leur  est  appliquée, 
ou  qu'ils  produiraient  le  maximum  d'effet  absolu;  mais  il  n'en 
est  jamais  ainsi  dans  la  pratique  ;  fort  souvent  même,  comme 
on  l'a  déjà  expliqué  (34),  on  se  voit  obligé  de  renoncer  aux 
conditions  de  l'uniformité  du  mouvement,  etc.;  d'où  il  suit 
que,  ne  pouvant  faire  produire  à  l'opérateur  et  au  récepteur  le 
maximum  d'effet  absoluj  on  se  borne  à  rendre  son  travail 
utile  un  maximum  relatif.  Il  faut,  en  effet,  se  rappeler  (26) 
que,  quelle  que  soit  la  constitution  d'un  pareil  agent,  ses  di- 
mensions, sa  forme,  sa  vitesse  (')  exercent  une  influence  no- 


(*)  Détermination  de  la  vitesse  de  règle  et  conditions,  de  régularité  des  ma- 
chines industrielles.  —  W  n'est  pas  possible,  en  général,  de  déterminer,  par  la 
théorie  seule,  la  vitesse  normale  ou  vitesse  de  règle  à  laquelle  il  conTient  de  faire 
fonctionner  les  machines.  Si  Ton  n'a  égard  qu'aux  frais  d'installation  première, 
de  surveillance,  d'emplacements  nécessaires  pour  produire  une  quantité  donnée 
d'ouvrage  par  jour,  on  doit  évidemment  adopter  la  vitesse  qui  permet,  avec  une 
machine  donnée,  d'obtenir  le  maximum  de  travail  par  unité  de  temps  \  si,  au  con- 
traire, on  se  préoccupe  de  l'importance  des  résistances  passives,  des  frais  d'en- 
tretien et  de  réparation  résultant  de  la  détérioration  des  organes  qui  augmente 
rapidement  avec  la  vitesse,  on  est  conduit  à  adopter  une  marche  lente.  Enfin, 
si  l'on  envisage  la  question  au  point  de  vue  du  rendement,  on  reconnaît  que, 
dans  certains  cas  oà  le  moteur  possède  une  vitesse  déterminée,  il  existe  une 
vitesse  du  récepteur  qui  conduit  &  la  meilleure  utilisation  du  moteur,  mais  que, 
le  plus  généralement,  le  rendement  absolu  est  d'autant  meilleur  que  la  vitesse 
du  récepteur  est  plus  faible.  Dans  chaque  cas,  la  vitesse  de  règle  de  la  machine 
motrice  et  des  machines  outils  doit  donc  être  déterminée  d'après  l'importance 
relative  de  ces  divers  genres  de  considérations  ;  lorsque  cette  vitesse  est  fixée, 
on  peut  calculer  les  dimensions  &  donner  aux  volants,  pour  atténuer,  dans  les 
proportions  voulues,  les  effets  des  variations  périodiques;  mais,  par  suite  des 
variations  accidentelles  inévitables  dans  toute  usine,  les  vitesses  moyennes  des 
divers  arbres  sont  modifiées  plus  ou  moins  brusquement.  Il  résulte,  de^  la  |pa- 
nière  même  dont  la  vitesse  de  règle  est  déterminée,  qu'on  peut,  sans  grand 
inconvénient,  faire  fonctionner  une  machine  à  des  vitesses  différentes  de  celle- 
d,  et  les  écarts  qu'on  peut  admettre  dépendent  du  choix  même  de  la  vitesse 
normale;  une  marche  plus  rapide  augmente  le  travail  fourni  par  unité  de 
temps,  mais  diminue  ordinairement  le  rendement  et  met  les  organes  dans  de 
plus  mauvaises  conditions.  Une  marche  plus  lente  améliore  en  général  le  fonc- 
tionnement, et  l'écart  admissible  dépend  surtout  de  la  diminution  que  peut 
éprouver,  sans  inconvénient,  le  travail  fourni.  On  voit  donc  que,  sauf  des  cas 
exceptionnels,  il  ne  peut  résulter  aucun  inconvénient  sérieux  du  fait  que  la 
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tablesurle  tratail  transmis;  de  sorte  que,  dans  chaque  cas,  on 
doit  faire  la  recherche  des  combinaisons  qui  offrent  le  plus 
d'avantages  réunis.  L'expérience  et  le  calcul  ont  déjà  conduit  à 
quelques  résultats  précieux,  relativement  aux  divers  récep- 
teurs, mais  il  reste  encore  beaucoup  à  faire  pour  les  outils. 

Indications  généralas  snr  rétabliasement  des  machines. 

43.  Moyens  de  régler  le  travail  de  VouliL  —  Si  Ton  connais- 
sait pour  chaque  moteur,  chaque  récepteur  et  chaque  outil 
les  conditions  du  meilleur  effet  et  le  rapport  de  la  quantité  de 

machine  fonctionne  h  des  vitesses  tantôt  un  peu  plus  grandes,  tantôt  un  peu 
plus  faibles  que  la  vitesse  de  règle;  si,  dans  la  pratique,  on  reconnaît  mauTats 
un  fonctionnement  à  vitesses  variables,  la  cause  principale  doit  être  cherchée, 
non  dans  l'écart  même- des  vitesses,  mais  surtout  dans  la  rapidité  avec  laquelle 
se  font  les  variations. 

On  reconnaît,  d'après  ces  considérations  pratiques,  pour  le  mouvement  moyen 
de  chaque  machine,  la  nécessité,  déjà  indiquée  (  note  du  n^  35  )  pour  le  mou* 
vement  réel,  de  deux  conditions  de  régularité  fixant,  Tune  Técart  maximum 
des  vitesses,  l'autre  Taccélération  maxima. 

11  importe  de  remarquer  qu'il  est  d*autant  plus  nécessaire  de  régler,  à  l'aide 
d'un  volant  convenable,  les  accélérations  des  diverses  machines,  que  le  régu- 
lateur, quelque  parfait  qu'il  soit,  ne  peut  avoir  aucune  action  sur  cet  élément, 
au  moment  même  de  la  production  des  perturbations  (note  du  n®  35,  Sec- 
tion U). 

Lorsque  les  limites  de  vitesse  et  d'accélération  relaUves  au  fonctionnement 
propre  de  chaque  machine  constitutive  sont  fixées,  11  fhut  déterminer  les  con- 
ditions auxquelles  doit  satisfaire  le  mouvement  pour  que,  malgré  les  liaisons 
des  diverses  machines  entre  elles,  le  fonctionnement  de  chacune  reste  dans  les 
limites  qui  lui  conviennent;  on  reconnaît  ainsi  que,  bien  souvent,  il  est  néees- 
saire  de  donner  aux  machines  motrices  un  degré  de  régularité  supérieur  à  celui 
qui  serait  suffisant  pour  en  assurer  le  jeu  normal  ;  qu'il  n'est  pas  indifférent, 
au  point  de  vue  des  accélérations  des  outils,  de  leur  communiquer  une  vitesse 
donnée,  à  l'aide  de  machines  motrices  marchant  plus  ou  moins  vite.  Il  est  à  re* 
maf^uer  que,  dans  ces  questions,  les  déformations  des  organes  de  iransmisaioD 
jouent  souvent  un  rôle  très-important;  les  vitesses  et  les  tensions  oscillent  an- 
tour  des  valeurs  qu'elles  auraient  si  les  pièces  étaient  rigides,  oe  qui  augmenta 
l'amplitude  des  variations.  Mais,  dès  qu'un  régime  uniforme  est  établi,  les 
choses  se  passent  très-sensiblement  comme  si  les  pièces  étaient  de  forme  in- 
variable, sous  leurs  tensions  moyennes  ;  en  sorte  que  les  limites  de  régularité 
peuvent  être  établies  dans  cette  hypothèse,  à  la  condition  toutefois  que,  par 
une  étude  faite  à  posteriori  on  prenne  les  mesures  nécessaires  pour  limiter  les 
oscillations  provenant  de  l'élasticité  des  liens  {voir  la  note  du  n*  46,  Sec*- 
tion  II).  (K.) 
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Iravail  transmise  à  la  quamité  de  travail  absolue»  en  combi<- 
nant  ces  données  avec  celles  qui  sont  étrangères  à  la  Méca- 
nique» on  serait  en  état  de  choisir  le  récepteur  et  l'opérateur, 
qui»  dans  chaque  cas  particulier  et  pour  chaque  localité,  sont 
le  plus  avantageux  possible,  et  rétablissement  des  machines 
ne  souffrirait  plus  dès  lors  de  grandes  difficultés;  car  la  vi- 
tesse» la  forme  et  les  dimensions  relatives  que  doivent  rece- 
voir cette  première  et  cette  dernière  pièce  étant  réglées»  le 
choix  des  pièces  intermédiaires,  leurs  rapports  de  grandeur» 
de  position  et  de  mouvement  seraient  presque  entièrement 
exempts  d'arbitraire,  puisqu'on  aurait»  pour  se  diriger,  les 
préceptes  généraux  qui  précèdent  et  les  tableaux  des  diverses 
transformations  de  mouvement. 

Il  resterait  ensuite  à  régulariser  l'action  du  moteur  et  de  la 
résistance  utile,  c'est-à-dire  à  en  proportionner  les  effets  ou 
ie  Iravail,  de  manière  (bO)  à  assurer  la  permanence  du  mou- 
vement et  son  uniformité»  s'il  est  possible. 

Il  faut  supposer  que  la  quantité  de  matière  à  confectionner 
ou  d'ouvrage  quelconque  à  produire  dans  un  temps  donné 
soit  connue»  ainsi  que  le  nombre  des  révolutions  de  la  ma* 
chine,  et  qu'il  s'agisse  de  régler  en 'conséquence  la  marche 
des  opérations  et  le  travail  du  moteur.  La  condition  la  plus 
essentielle  à  remplir,  c'est  de  disposer  les  choses  de  façon  que 
des  quantités  égales  de  matière  soient  présentées  à  l'action  de 
l'outil  ou  de  l'opérateur  (  '  ),  sinon  à  chaque  instant  et  d'une 
manière  continue,  ce  qui  ne  convient  qu'aux  outils  de  rota- 
tion, du  moins  à  chacune  de  ses  diverses  révolutions,  de  sorte 
qu'il  y  ait  le  moins  d'intervalle  possible  entre  les  charge- 
ments et  le  moins  de  temps  perdu.  Il  en  résultera,  en  effet» 
que»  si  l'on  applique  à  l'opérateur  une  puissance  capable  de 


(*)  Des  distributeurs  de  la  matière.  —  Les  dispositifs  qui  sont  employés  pour 
présenter  à  raction  de  Toutil  une  cfUantité  déterminée  de  matière,  par 
chaque  période  d*action,  portent  le  nom  général  de  distributeurs  de  la  matière, 
La  quantité  de  matière  présentée  à  chaque  action  de  Toutil  varie  avec  la 
course,  la  position  ou  le  degré  d'ouverture  des  distributeurs;  ces  éléments 
peuvent  être  modifiés  soit  à  la  main,  soit  par  le  jeu  d'appareils  spéciaux  reliés 
à  la  machine.  (K.) 
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vaincre  toutes  les  résistances  qui  y  sont  attachées,  elle  devra 
développer  des  quantités  de  travail  égales,  sinon  à  chaque 
instant,  du  moins  à  chaque  révolution,  de  sorte  que  les  varia- 
tions de  la  vitesse  demeureront  elles-mêmes  comprises  entre 
des  limites  resserrées  et  Gxes. 

Ces  conditions  sont  ordinairement  remplies  dans  toutes  les 
bonnes  machines,  soit  par  les  agents  préposés  à  la  surveillance 
et  à  la  direction  du  travail,  soit  au  moyen  de  dispositions  par- 
ticulières inhérentes  à  l'opérateur  lui-même,  et  qui  font  varier 
la  quantité  de  matière  qui  lui  est  soumise  proportionnelle- 
ment à  la  vitesse  ou  à  l'énergie  du  moteur  :  le  babillard  des 
moulins  à  farine,  le  pied^de^biche  des  scieries  à  bois,  etc., 
sont  de  véritables  régulateurs  de  ce  genre. 

44.  Moyens  de  régler  le  travail  du  moteur^  —  Il  arrive 
pourtant,  quelquefois,  qu'on  ne  peut  ainsi  régulariser  l'action 
de  l'opérateur,  soit  parce  que  les  rechargements  de  matière 
occasionnent  des  interruptions  plus  ou  moins  fréquentes,  plus 
ou  moins  longues,  soit  parce  que  la  résistance  opposée  par 
cette  matière  elle-même  n'est  pas  constante  (');  mais  alors  il 
faut  au  moins  chercher  à  renfermer  les  inégalités  dans  des 
limites  suffisamment  étroites,  et  de  façon  que  les  quantités 
de  travail  à  dépenser  dans  chaque  unité  de  temps  ne  s'é- 
cartent jamais  par  trop  de  la  valeur  moyenne  déduite  d'un 
certain  nombre  de  révolutions  de  l'opérateur. 

Bans  tous  les  cas  où  il  résulterait  de  cette  inégalité  d'action 
des  in\;onvénients  graves  pour  la  machine,  on  a  recours, 
comme  nous  l'avons  vu  (39),  à  l'emploi  d'un  volant,  qu'on 
place  le  plus  près  possible  de  l'opérateur,  et  qui,  par  son 
inertie,  sert  i  maintenir  l'uniformité  du  mourementde  Taxe 
auquel  il  est  appliqué,  pourvu  que  la  puissance  qui  agit  tan- 


(^)  Des  séparateurs.  —  Il  est  souvent  impossible,  par  suite  du  défaut  d'ho- 
mogénéité de  la  matière  soumise  à  l'opération,  de  maintenir  constante  la  résis- 
tance opposée  au  mouvement  de  Toutil,  lors  même  que  la  machine  est  munie 
de  distributeurs  fonctionnant  convenablement.  Quelquefois,  pourtant,  le  résul- 
tat peut  être  obtenu  d'une  manière  suffisante,  par  le  passage  préalable  de  la 
matière  dans  des  appareils  trieurs  ou  sèparateurSy  tels  que  les  tamis.  (K.) 
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gentiellementy  par  hypothèse  (34  et  35),  à  la  circonférence  de 
la  roue  motrice  montée  sur  cet  axe»  développe  contre  elle  et 
dans  chaque  unité  de  temps  des  quantités  de  travail  égales  à 
la  moyenne  dont  il  vient  d'être  parlé  ci-dessus,  moyenne  qui 
doit  être  censée  donnée  par  le  calcul  ou  Texpérience,  ainsi 
que  la  vitesse,  sensiblement  constante»  du  point  d'application 
de  la  force  motrice.  Divisant  donc  cette  quantité  de  travail  par 
cette  vitesse,  c'est-à-dire  par  le  chemin  que  décrit  uniformé- 
ment le  point  dont  il  s'agit,  on  aura  aussi  (9)  la  valeur  moyenne 
de  l'effort  que  doit  exercer  la  puissance  pour  vaincre  toutes 
les  résistances  qui  lui  sont  opposées,  valeur  qui,  générale- 
ment, s'écartera  peu  de  la  véritable  et  qu'on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  lui  substituer  dans  tous  les  calculs  relatifs  à 
l'appréciation  des  effets  de  la  machine. 

Maintenant  si  l'on  considère,  les  unes  après  les  autres,  les 
différentes  pièces  interposées  entre  le  récepteur  et  l'opéra- 
teur, pièces  qui,  par  hypothèse,  sont  toutes  douées  d'un  mou- 
vement de  rotation  sensiblement  uniforme  et  où  l'influence 
de  l'inertie  peut  être  négligée,  de  sorte  que  les  puissances  et 
les  résistances  y  sont  constamment  en  équilibre  (29),  si  l'on 
considère,  dis-je,  les  unes  après  les  autres,  ces  pièces  ou  ma- 
chines simples,  il  deviendra  facile  de  calculer  de  proche  en 
proche,  et  par  les  théories  que  nous  ferons  connaître,  les 
intensités  moyennes  des  forces  dont  il  s'agit  et,  par  suite,  la 
quantité  de  travail  qui  devra  être  fournie  au  récepteur  dans 
chaque  révolution  ou  chaque  unité  de  temps,  pour  vaincre 
à  la  fois  toutes  les  résistances  unies,  et  en  supposant  qu'on 
ait  assuré  convenablement  la  constance  de  son  mouvement  au 
moyen  d'un  nouveau  volant,  si  cela  est  nécessaire  (40). 

Ainsi  ûnalement,  puisque  la  théorie  des  récepteurs  et  des 
moteurs  est  censée  faite,  on  pourra  déterminer,  à  son  tour,  la 
quantité  de  travail  absolue  que  devra  dépenser  ce  dernier  dans 
l'unité  de  temps  ou  dans  chaque  révolution  de  la  machine,  et 
il  ne  s'agira  plus  que  de  régler  en  conséquence  son  intensité 
d'action,  ce  qui  se  fera  par  des  moyens  analogues  à  ceux  qui 
servent  à  régler  le  travail  même  de  l'opérateur  :  par  exemple, 
en  levant  convenablement  la  vanne  qui  donne  l'eau  à  la  roue 
hydraulique,  le  robinet  qui  fournit  la  vapeur  aux  cylindres  des 
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machines  à  feu,  etc.  (  *  ).  Ces  opérations  sont  encore  ici  exécutées 
par  les  hommes  chargés  du  soin  de  la  machine,  et  quelquefois 
on  emploie  des  dispositions  particulières  pour  que  l'intensité 
de  la  force  motrice  suive  naturellement  les  variations  de  la 
résistance  et  maintienne  la  constance  du  mouvement  :  tel  est 
plus  particulièrement  le  pendule  conique  ou  régulateur  à  force 
centrifuge,  dont  nous  donnerons  la  théorie  dans  la  section 
suivante. 

Conditions  pratiqpies  de  rétablissement  des  machines. 

I 
45.  Manière  de  régler  une  machine  construite,  —  On  voit 

par  cette  discussion  que,  lorsque  la  quantité  de  travail  à  ap- 
pliquer à  l'outil  est  donnée,  on  peut  déterminer  la  force  ab- 
solue qui  convient  au  moteur  et  la  régler  convenablement; 
mais  cette  recherche  n'est  utile  que  pour  le  projet  même 
d'établissement  de  la  machine,  car,  quand  il  s'agit  de  la  faire 
marcher  et  qu'elle  est  toute  construite,  on  peut,  par  un  tâ- 
tonnement facile,  régler  son  travail  et  sa  vitesse  en  faisant 
varier  la  résistance  utile  ou  l'intensité  de  ta  force  motrice  par 
les  moyens  indiqués.  D'ailleurs  si,  à  l'inverse,  la  quantité  de 
travail  absolue  que  peut  fournir  le  moteur  dans  l'unité  de 
temps  était  donnée,  on  s'y  prendrait  d'une  manière  absolu- 
ment analogue  pour  déterminer,  de  proche  en  proche,  la 
quantité  de  matière  que  peut  et  doit  confectionner  l'outil. 

La  solution  du  problème  de  l'établissement  des  machines, 
que  nous  venons  d'esquisser  à  la  hâte,  n'est,  comme  on  voit, 
qu'approchée;  mais  elle  serait  impossible  par  toute  autre  voie, 
attendu  la  multitude  des  indéterminées  dont  elle  dépend; 
elle  est  suffisamment  exacte  pour  la  pratique,  oii  l'on  ne  sau- 
rait jamais  prétendre  à  la  rigueur  mathématique  et  où  ap- 


(*)  Des  distributeurs  du  moteur,  —  Ces  dispositifs  (rannei  robinet,  tiroir,  etc.), 
dont  le  rôle  est  analogue  à  celui  des  distributeurs  de  la  matière,  portent  le 
nom  de  distributeurs  du  moteur.  On  appelle  généralement  régulateurs  les  appa- 
reils spéciaux  mus  par  la  machine  même  qui  assurent,  à  chaque  instant,  la  po- 
sition, le  degré  d'ou^rture  convenable  des  distributeurs.  Le  plus  ordinairement 
les  régulateurs  agissent  sur  les  distributeurs  du  moteur  ;  mais,  dans  certains  cas, 
on  peut,  avec  arantage,  régler  de  la  même  manière  le  trayail  résistant.  (K.) 
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procher,  même  d'une  manière  grossière»  par  exemple  à  {  ou 
à  \  près,  du  résultat  le  plus  avantageux  «  c'est  avoir  atteint 
un  degré  de  perfection  aussi  précieux  qu'il  est  rare.  II  n'ar- 
rive malheureusement  que  trop  souvent,  en  effet»  que  Tigno- 
rance  des  constructeurs  de  machines,  si  elle  ne  leur  fait  pas 
tout  à  fait  manquer  le  but,  les  en  éloigne  de  telle  façon  que 
l'effet  utile  obtenu  n'est  pas  le  j  et  quelquefois  même  le^r  de 
celui  qu'on  aurait  pu  espérer  d'une  meilleure  disposition.  Au 
surplus,  si  nous  Insistons  sur  ce  sujet,  c'est  pour  faire  sentir 
la  difBcuIté  et  l'inutilité,  quant  a  présent,  d'une  solution  ri- 
goureuse du  problème  des  machines;  c'est  pour  éviter  aux 
élèves  l'idée  de  tentatives  qui  souvent  seraient  sans  succès,  et 
pour  leur  faire  apprécier,  d'une  autre  part«  le  mérite  réel  des 
connaissances  basées  sur  les  données  certaines  de  la  Méca* 
nique  et  de  l'expérience;  c'est  enfin  pour  les  mettre  à  même 
d'entrevoir  à  l'avance  la  nature  des  ressources  que  l'on  peut 
espérer  en  obtenir  dans  chaque  cas. 

46.  Objet  et  avantages  réels  des  machines.  —  On  voit  aussi, 
par  tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à  présent  des  machines,  qu'il 
ne  peut  être  question  de  leur  faire  produire  les  effets  mer- 
veilleux qu'en  attendent  parfois  des  artistes  peu  instruits  des 
lois  de  la  Mécanique  et  dominés  par  leur  imagination.  SoU'^ 
mises,  comme  elles  le  sont,  d'après  leur  constitution  néces- 
saire, à  une  foule  de  résistances  passives,  elles  ne  peuvent 
que  transmettre  avec  perte  le  travail  qu'on  leur  confie  (*), 
et  cela  à  tel  point,  qu'on  estime  comme  excellentes,  sous  ce 
rapport,  celles  qui  rendent  en  effet  utiles  les  o,5o  ou  les  0,60 
de  la  quantité  d'action  absolue  dépensée  par  le  moteur;  il  en 
existe  effectivement,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé  ci- 
dessus,  un  grand  nombre  qui,  grâce  à  la  multiplicité  ridicule 


(*)/)«  travail  et  de  la  dépense  correspondante,  «^  Il  a  été  établi  {n^  19  et 
ftnirants)  que,  lorsqu'on  exécute,  à  l^aide  de  machines,  un  ouvrage  déter- 
miné, le  moteur  déTeloppe,  pendant  la  marche  normale,  un  travail  égal  au  tra- 
vail utile  augmenté  de  tons  les  travaux  perdus  ou  inutilement  dépensési  soit 
par  les  pertes  du  côté  du  moteur,  avant,  pendant  ou  après  son  action  sur 
le  récepteur,  soit  par  suite  des  chocs,  des  résistances  passives  de  tout  genre, 
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et  à  la  fausse  combinaison  de  leurs  rouages,  rendent  à  (reine 
le  Y9  ou  même  le  -^  de  cette  quantité  d'action. 

L'avantage  des  machines  consiste  esseniîeilement  dans  la  pro- 
priétéy  bien  autrement  précieuse  que  celle  de  multiplier  sim- 
plement la  puissance  du  moieur,  de  modifier  cette  puissance 
selon  les  différents  besoins  des  arts  et  suivant  des  lois  telles, 
qu'elle  devienne  applicable  à  un  genre  de  travail  auquel  elle  ne 
pouvait  l'être  dans  son  état  primitif.  C'est  ainsi  que,  par  leur 
secours,  on  est  parvenu  à  remplacer  l'adresse  et  rinielligence 
de  l'homme  par  la  force  purement  physique  des  animaux  et 
autres  agents  naturels  qui,  étant  beaucoup  moins  chère,  four- 
nit l'unité  de  travail  à  un  prix  moins  élevé.  Souvent  même 
l'usage  des  machines  et  des  outils  procure  des  produits  plus 
beaux,  plus  parfaits,  parce  qu'ils  sont  plus  précis  dans  leur 
forme  et  plus  réguliers.  C'est  encore  ainsi  qu'on  parvient  à 
obtenir  des  moteurs  qu'ils  impriment  aux  corps  des  vitesses 
plus  grandes  que  celles  qu'ils  possèdent  ou  peuvent  prendre 
par  eux-mêmes,  et  qu'ils  soulèvent  des  fardeaux  dont  le  poids 
excède  l'effort  absolu  dont  ils  sont  capables,  circonstances  qui 
tiennent  simplement  à  ce  que  la  masse  des  corps,  dans  le  pre- 
mier cas,  et  leur  vitesse,  dans  le  second,  sont  fort  petites,  de 
sorte  que  les  forces  vives  ou  les  quantités  de  travail  corres- 
pondantes ont  en  elles-mêmes  des  valeurs  assez  faibles  et  qui 

Boit  enfin  pur  des  opération»  complètement  inutiles  au  but  final  exécutées  par 
l'outil  sur  la  matière  qui  lui  est  soumise. 

Toute  production  de  travail  moteur  implique  une  consommation  qui  diminue 
d'autant  la  quantité  de  travail  que  le  moteur  peut  encore  fournir;  cette  con- 
sommation se  traduit,  pour  riqdustriel,  par  une  dépense  en  argent.  Le  travail 
moteur  développé  pour  exécuter  un  ouvrage  est  donc  la  mesure  de  la  dépense 
nécessaire  à  cet  effet;  le  travail  utile,  ou  bien  le  travail  moteur  égal  qu'il  faut 
faire  agir,  est  la  mesure  de  la  dépense  strictement  et  absolument  nécessaire  pour 
faire  un  ouvrage  défini  et  ne  faire  que  lui.  C'est  pour  cette  raison  que  l'on  a 
adopté,  en  Mécanique,  cette  dénomination  de  tratfoil  qui,  dans  tout  ce  qui 
précède,  désigne  le  produit  d'une  force  par  une  longueur.  Dans  le  langage 
ordinaire,  un  travail  est  mesuré  par  la  fatigue  physique  ou  morale  qu'il  occa- 
sionne. En  Mécanique,  la  notion  de  travail  fait  abstraction  de  la  difficulté  de 
l'opération,  de  l'adresse,  de  l'intelligence  qu'elle  exige;  ce  n'est  donc  que  dans 
les  cas  où  ces  considérations  ont  peu  d'importance  et  peuvent  être  négligées, 
tels  que  les  élévations  de  fardeaux  ordinaires,  que  le  travail  mécanique  peut 
être  considéré  comme  une  mesure  de  l'ouvrage,  telle  que  le  suppose  le  sens 
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sont  en  rapport  avec  les  quantités  de  travail  développées  par 
les  moteurs.  Enfin  l'emploi  d'une  machine  peut  servir  quel* 
qaefois  aussi  à  augmenter  Teifet  utile  dont  serait  capable  le 
moteur,  s'il  agissait  immédiatemenl  sur  la  résistance,  ce  qui 
ne  contrarie  en  rien  ce  qu'on  vient  de  dire,  attendu  que  l'aug- 
mentation de  l'effet  résulte  uniquement  alors  d'un  emploi 
plus  avantageux  de  la  force  absolue  du  moteur. 

Tels  sont  donc  les  services  réels  que  les  machines  peuvent 
rendre  à  la  société  e^  aux  arts  en  général  ;  mais,  pour  leur  faire 
atteindre  ce  but  important,  il  est  indispensable,  comme  on  l'a 
vu,  de  résoudre  une  foule  de  questions,  même  sous  le  point 
de  vue  purement  mécanique,  dont  les  unes  sont  relatives  au 
travail  des  moteurs,  les  autres  à  la  manière  d'agir  des  outils 
des  divers  opérateurs,  les  autres  enfin  à  l'évaluation  des  ré- 
sistances passives  qui  accompagnent  nécessairement  les  pièces 
destinées  à  transmettre  l'action  et  le  mouvement. 

Nous  nous  occuperons  spécialement,  dans  ce  Cours,  de  l'é- 
tude des  moyens  de  régulariser  l'action  des  forces  sur  les  ma- 
chines, d'assurer  la  transmission  des  vitesses  suivant  des  lois 
déterminées,  et  nous  indiquerons  les  règles  à  suivre  pour 
évaluer  les  résistances  passives  dans  les  cas  ordinaires  de  la 
pratique. 


ordinaire  du  mot.  Ceci  montre  qu'il  ne  faut  pas  chercher  à  établir  une  corré> 
lation  trop  intime  entre  le  travail  mécanique  et  le  travail  pris  dans  son  sens 
•  Tulgaire,  sens  mal  défini  et  qui  se   rapporte   plus  spécialement  au  cas  où 
l'homme  est  le  moteur. 

Ce  qui  précède  fait  comprendre  aussi  comment  une  force  qui  ne  travaille 
pas  peut  occasionner  une  dépense;  le  travail  utile  peut  être  nul  sans  qu'il  en 
soit  ainsi  des  travaux  résistants  nuisibles,  et  par  suite  du  travail  moteur  néces- 
saire pour  développer  un  effort  statique.  Dans  un  essai  au  frein  de  machines, 
un  poids  suspendu  à  l'extrémité  d'un  levier  est  maintenu  immobile;  il  n'y  a 
production  d'aucun  travail  utile,  et  le  moteur  fait  exactement  la  même  dépense 
que  s'il  faisait  marcher  toute  l'usine;  la  dépense  est  entièrement  absorbée  par 
le  travail  des  frottements  intérieurs  qui,  il  est  vrai,  restitue  de  la  chaleur,  mais 
dont  le  résultat  extérieur  apparent  est  uniquement  de  maintenir  un  poids  à  la 
même  hauteur.  Cet  exemple  fait  comprendre  comment  un  homme  se  fatigue, 
rien  qu'en  développant  des  efforts,  en  soutenant  des  fardeaux,  ou  en  les  trans- 
portant horizontalement,  sans  faire  aucun  travail. utile  au  point  de  vue  méca- 
nique. (K..) 
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UMVERSIT^        î 


DEUXIÈME  SECTIoli^^^^^'^^^  ' 


DES  PRINCIPAUX  MOYENS  DE  RÉGULARISER  L'ACTION  DES  FORCES 
SUR  LES  MACHINES  ET  DE* TRANSMETTRE  LES  VITESSES  DANS  DES 
RAPPORTS  DÉTERMINÉS. 


OBJBT  BB   CETTE  SBGTION. 

Nous  avons  indiqué  dans  la  Section  précédente  (31  à  41) 
les  causes  qui  rendent  irrégulier  le  mouvement  des  ma- 
chines et  les  principaux  moyens  dont  on  doit  se  servir  pour 
en  corriger  l'influence»  le  plus  qu'il  est  possible;  il  ne  s'agit 
pas  de  revenir  sur  ces  généralités,  mais  de  présenter  quelques 
exemples  particuliers,  quelques  applications  qui  se  repro- 
duisent fréquemment  dans  rétablissement  des  machines.  Nous 
traiterons  ainsi  succinctement  des  modérateurs,  des  régula- 
teurs, des  manivelles  simples  ou  multiples,  des  volants,  des 
engrenages  et  des  autres  moyens  employés  pour  transmettre 
les  vitesses  dans  des  rapports  déterminés. 

I.  —    DrS  MODÉRATEURS. 

Des  divers  genres  de  modérateurs. 

1.  Oh}et  spécial  des  modérateurs.  —  Leur  objet  est  de  s'op- 
poser à  toute  accélération  de  vitesse,  qui  pourrait  être  nui- 
sible à  l'effet  de  la  machine,  ou  en  elle-même  dangereuse  :  les 
freins,  en  général,  dont  on  se  sert  pour  presser  les  roues  en 
mouvement  et  augmenter  plus  ou  moins  le  frottement,  les 
parachutes,  les  volants  à  ailettes,  qui,  frappant  l'air,  occa- 
sionnent une  résisunce  qui  croit  rapidement  avec  la  vitesse 
de  leur  axe,  appartiennent  spécialement  à  la  classe  des  modé- 
rateurs. Comme  ils  permettent  uniquement  de  faire  varier  les 
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résistances  passives  de  la  machine,  ils  absorbent  en  pure  perte 
une  grande  portion  du  travail  moteur;  on  ne  doit  donc  en 
faire  usage  que  quand  il  est  impossible  de  régulariser  l'action 
motrice  elle-même,  ou  celle  de  la  résistance  utile,  ce  qui  se 
réduit  à  peu  près  au  seul  cas  où  la  machine  contient  des  poids 
dont  l'action  ne  peut  être  mise  constamment  en  équilibre 
par  les  résistances  inhérentes  à  la  machine.  Les  freins  ser- 
vent aussi  dans  tous  les  cas  où  il  est  indispensable  d'éteindre 
brusquement  la  force  vive  possédée  par  les  pièces  d'une  ma- 
chine; quant  aux  volants  à  ailettes,  il  arrive  souvent  qu'ils 
ont  uniquement  pour  objet  d'obtenir  un  mouvement  rigou- 
reusement uniforme.  Enfin  les  soupapes  de  sûreté  qVii 
servent  à  laisser  échapper  l'eau  des  presses  hydrauliques, 
la  vapeur  des  chaudières,  quand  la  tension  y  atteint  une  cer- 
taine limite,  les  déversoirs  ou  orifices  servant  à  maintenir  au- 
dessous  d'une  certaine  hauteur  le  niveau  des  bassins  d'eau 
qui  alimentent  les  machines  hydrauliques,  etc.,  doivent  être 
également  rapportés  à  la  classe  des  modérateurs* 

Des  fireins. 

2.  Des  freins  employés  dans  les  voitures.  —  Lorsque,  à  la 
descente  des  côtes,  on  enraye  les  roues  d'une  voiture  au 
moyen  de  la  chaîne  ou  du  sabot,  on  change  le  frottement  de 
roulement  de  ces  roues  en  un  frottement  (!fe  glissement,  qui, 
comme  on  sait,  est  beaucoup  plus  rude.  Un  pareil  dispositif 
est  un  frein  véritable;  mais,  attendu  que  l'accroissement  d'in- 
tensité du  frottement  est  ici  uniquement  relatif  au  poids  de  la 
charge  placée  sur  la  voiture,  on  ne  peut  le  faire  varier  à  vo- 
lonté selon  l'inclinaison  de  la  pente  des  routes;  c'est  pourquoi 
M.  Molardy  ancien  directeur  du  Conservatoire  des  Arts  et  Mé- 
tiers, a  rendu  un  très-grand  service  aux  voituriers,  en  substi- 
tuant aux  chatnes  et  aux  sabots  d'enrayage  un  frein  dont  l'ac- 
tion peut  être  réglée  suivant  ies. besoins. 

Cet  appareil,  dont  l'emploi  s'est  rapidement  répandu,  avec 
peu  de  modifications,  consiste  {fig.  i)  dans  une  traverse  ho- 
rizontale terminée  à  ses  extrémités  par  des  pièces  armées  de 
plaques  de  fer  embrassant  une  portion  des  bandes  des  roues 
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de  derrière  de  la  voilure,  contre  lesquelles  on  les  force  à  s'ap- 
puyer, plus  ou  moins  foriemeni,  au  moyen  d'une  vis  de  pres- 
sion manœuvrée  par  un  bras  de  manivelle.  Il  résulte  en  outre 
de  ce  dispositif  l'avantage  très-grand  que  l'on  n'est  nullement 
obligé  d'arrêter  les  voilures  pour  enrayer,  comme  cela  se  pra- 
tiquait autrefois.  La  disposition  représentée  sur  la^îg.  i  exige 
que  le  conducteur  descende  de  sa  voiture  chaque  fois  qu'il 
doit  serrer  le  frein;  on  évite  cet  inconvénient  par  l'emploi 
d'un  mécanisme  de  leviers  et  de  vis  qui  permet  d'opérer  la 
manœuvre  du  haut  du  siège. 

Fig.  I. 


C'est  par  un  dispositif  analogue  que  les  conducteurs  de 
wagons,  sur  les  chemins  de  fer,  s'opposent  à  l'accélération  ie 
mouvement  dans  les  descentes  ou  provoquent  l'arrêt  complet 
du  train. 

3.  Des  freins  employés  dans  les  moulins  à  vent,  —  On 
se  sert  de  dispositifs  analogues  dans  la  plupart  des  moulins 
à  vent  :  on  enveloppe  le  contour  extérieur  d'une  grande 
roue  en  bois,  montée  sur  l'arbre  incliné  du  volant,  d'une 
bande  de  bois  d'orme,  d'environ  o''>,07  d'épaisseur,  et  dont  la 
flexibilité  est  augmentée  par  le  moyen  de  traits  de  scie  don* 
nés  vers  sa  partie  intérieure;  cette  bande  (fig-  2)  est  retenue 
à  l'une  de  ses  extrémités,  en  A,  à  un  point  fixe,  et  par  l'autre 
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elle  est  liée  au  mouvement  d'un  levier  tournant  autour  d'un 
axe  B  et  qui  sert  a  la  tirer  avec  une  force  sufQsante  pour  faire 

Fig.  7. 


naître,  le  long  de  la  roue,  un  frottement  capable  de  ralentir 
à  volonté  le  mouvement  de  la  machine,  même  pendant  les 
plus  grands  vents  :  remploi  des  bandes  flexibles  est  ici  avan- 
tageux, comme  on  le  verra  (Seciion  III),  pour  faire  croître  le 
frottement  plus  rapidement  que  la  tension  qui  est  exercée  à 
Tune  de  leurs  extrémités. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  cette  disposition  est  principa- 
lement employée  ici  pour  suspendre  totalement  le  mouvement 
de  la  machine,  et  donner  au  conducteur  le  moyen  de  replier 
les  ailes  des  volants  et  de  proportionner  ainsi  l'éiendue  de  leur 
surface  à  l'action  qu'il  est  nécessaire  de  transmettre  à  la  ré- 
sistance; en  se  servant  du  frein  pour  modérer  d'une  manière 
constante  le  mouvement  pendant  les  grands  vents,  on  fatigue- 
rait  beaucoup  la  machine,  on  risquerait  de  mettre  le  feu  à  la 
bande  frottante  et  l'on  serait  astreint  à  une  surveillance  conti- 
nuelle pour  la  manœuvre  du  frein. 

L'objet  des  freins  étant,  en  général,  d'absorber  un  excédant 
de  travail  moteur  (*).  il  convient  de  les  appliquer  à  des  roues 


(*)  Freins  des  appareils  élévatoires,  —  La  plupart  des  appareils  éléyatoires 
sont  munis  de  freins  destinés,  soit  à  maintenir  les  poids  élevés  à  une  certaine 
hauteur,  soit  à  en  modérer  la  descente.  Ordinairement  la  roue  est  en  fonte  et 
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d'un  grand  rayon  ou  douées  d'une  grande  vitesse,  afin  qu'à 
l'aide  d'une  petite  pression  ou  d'un  frottement  assez  faible, 
ils  soient  susceptibles  d'un  grand  effet. 

Des  Yolants  à  ailettea. 

4.  Notions  préliminaires.  —  Les  volants  à  ailettes,  tels  que 
ceux  des  tourne-broches  et  des  horloges,  sont  composés  d'un 
arbre  tournant,  auquel  on  adapte  plusieurs  bras  terminés  par 


des  plaques  métalliques  très-minces,  dont  le  plan  est  ordinai- 
rement perpendiculaire  à  la  direction  du  mouvement;  on 


la  bande  en  acier  non  garni  de  bois  ;  quelquefois  le  serrage  du  frein,  au  lieu 
d*éire  produit  par  un  mouvement  de  levier,  ainsi  que  l'indique  la/îg.  3,  est  ob- 
tenu parla  manœuvre  d'une  vis  qui  déplace,  le  long  de  son  axe,  un  écrou  guidé 
de  manière  à  ne  pas  tourner  et  auquel  est  reliée  rextrcmité  libre  de  la  lame. 

Lorsque  Tarbre  sur  lequel  est  monté  le  frein  tourne  tantôt  dans  un  sens, 
tantôt  dans  l'autre,  et  que  le  frein  doit  pouvoir  agir  dans  les  deux  cas,  il  est 
avantageux  de  ne  pas  fixer  Textrémité  A;  on  l'articule,  comme  l'autre,  à  un 
petit  bras  faisant  corps  avec  le  levier  et  disposé  normalement  à  la  direction 
rectiligne  de  la  lame. 

Souvent,  pour  éviter  les  accidents,  on  fixe  sur  le  levier  de  manœuvre  un 
contre-poids  suffisant  pour  empêcher  le  mouvement  de  l'arbre,  sous  la  charge  « 
maxin»a  que  celui-ci  peut  élever.  Qaand  le  fardeau  doit  être  mis  en  mouvement 
d'ascension  ou  de  descente,  le  conducteur  est  obligé  de  soulever  le  contre-poids, 
soit  par  action  directe,  soit  par  l'intermédiaire  de  renvois;  dès  qu'il  l'aban- 
donne, volontairement  ou  par  inadvertance,  le  frein  se  trouve  serré  et  la  force 
vive  de  la  charge  s'éteint  rapidement.  (  K.) 

5. 
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l'incline  quelquefois  plus  ou  moins,  par  rapport  à  l'axe,  afin 
de  diminuer  convenablement  l'intensité  de  la  résistance  du 
milieu.  Le  mouvement  de  l'arbre  du  volant  est  lié  è  celui  de 
la  machine,  au  moyen  de  rouages  (fig.  3)  ou  d'une  vis  sans 
fin,  qui  en  accélère  beaucoup  la  vitesse.  L'avantage  d'un  pa- 
reil dispositif  consiste  principalemeni  à  amener  le  système 
auquel  il  est  appliqué  à  une  limite  de  vitesse  qu'il  ne  peut 
dépasser  et  qui  devient  sensiblement  uniforme  au  bout  d'un 
petit  nombre  de  révolutions. 

La  théorie  du  volant  à  ailettes  n'offre  par  elle-même  aucune 
difficulté,  sous  le  point  de  vue  mécanique;  mais  nous  devons 
àaisir  l'occasion  qui  se  présente  de  donner  un  exemple  de  la 
manière  dont  le  mouvement  parvient  plus  ou  moins  rapide- 
ment à  l'uniformité  dans  les  machines  (§  30,  section  I);  d'au- 
tant plus  que  le  volant  à  ailettes  est  souvent  employé  dans  les 
expériences  comme  moyen  de  se  procurer  un  mouvement 
constant  servant  à  déterminer  la  loi  de  la  vitesse  de  certains 
corps. 

5.  Équation  du  mouvement,  —  Nous  choisirons  plus  par- 
ticulièrement, pour  exemple,  le  dispositif  (^îg*.  4)  qu»  a  servi 
à  Borda  pour  mesurer  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mou- 
vement des  corps  animés  de  différentes  vitesses:  P  est  le  poids 
moteur  suspendu  à  Textrémité  inférieure  d'un  cordon  verti- 
cal ab  enroulé  sur  un  tambour  horizontal  monté  sur  l'arbre  c 
du  volant,  portant  les  ailes  planes  ed^  e'd*  de  formes  quel- 
conques, mais  symétriquement  placées  dans  un  plan  passant 
par  l'axe  c.  Attendu  d'ailleurs  que  les  bras  sont  amincis 
dans  le  sens  du  mouvement  et  que  la  vitesse  du  tambour, 
du  cordon  et  du  poids  P  est  très-faible  par  rapport  à  celle 
des  ailes,  nous  négligerons,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
la  résistance  qu'ils  éprouvent  de  la  part  de  l'air;  mais  nous 
tiendrons  compte  de  la  variation  de  longueur  des  parties  en- 
roulées ou  déroulées  du  cordon^  ainsi  que  de  leur  inertie, 
qui  peut  exercer  quelque  influence  dans  les  grandes  ma- 
chines. 

Cela  posé,  nommant 

n  la  densité  ou  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  milieu; 
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A  la  surface  réunie  des  ailettes  supposées  perpendiculaires  à 
la  direction  du  mouvement; 


Fig.  4. 


/'/^ 


R  la  distance  de  leur  centre  à  Taxe; 

r  celle  d*un  point  quelconque  au  même  axe; 

R'  le  rayon  du  tambour  mesuré  au  milieu  du  cordon; 

p  le  rayon  des  tourillons  de  l'arbre; 

G)  la  vitesse  angulaire  de  ce  dernier; 

L  la  longueur  totale  des  parties  enroulées  et  déroulées  du 

cordon; 
/  celle  de  cette  dernière  partie; 
d  le  poids  de  Tunilé  de  longueur  de  ce  cordon  ; 
P  le  poids  moteur  mesuré  en  kilogrammes; 
p  le  poids  de  tout  le  surplus  du  système,  y  compris  celui  du 

cordon; 
^  =  g'",8og  l'accélération  de  la  gravité; 
m  un  élément  matériel  situé  à  la  distance  r  de  l'axe, 

la  vitesse  du  centre  des  ailettes  sera  (oR,  celle  du  poids  P 
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et  du  cordon  gjRS  enfin  celle  du  point  m  sera  6ir;  l'accéléra- 
tion de  la  vitesse  angulaire  cj  dans  l'élément  dt  du  temps 

étant -77  j  mr  -77  sera  la  résistance  occasionnée  par  1  inertie 
at  dt 

de  la  molécule  m  a  cette  accélération,  i^m  -r-  le  moment  de 

cette  résistance  par  rapport  à  Taxe,  et  enfin  —  ^mr'Ia  somme 

des  moments  semblables  pour  toutes  les  parties  matérielles 
formant  corps  avec  Tarbre.  Quant  au  moment  relatif  à  l'inertie 

du  poids  P  et  du  cordon,  il  sera  évidemment  -R''  -^  pour  le 

premier,  et  —  R'*  -^  pour  le  second. 

Enfin  l'action  des  ailettes  contre  le  milieu  ambiant  et  du 
frottement  sur  les  tourillons  qui  supportent  l'arbre  du  tam- 
bour donne  lieu  à  des  résistances  qu'il  est  facile  d'évaluer, 
d'après  le  résultat  des  expériences  connues,  sur  lequel  nous 
reviendrons  plus  tard  :  il  nous  suffira  de  dire  ici  que  la  pre- 
mière de  ces  résistances  doit  être  mesurée  par  le  produit 

î  dans  lequel  le  coefficient  numérique  y  a  pour  va- 
leur moyenne  1,45,  pour  des  vitesses  comprises  depuis  les 
plus  faibles  jusqu'à  5o  mètres  environ  par  seconde,  et  que 
la  seconde  est  une  certaine  fraction  /  de  la  somme  des  pres- 
sions supportées  par  les  tourillons  de  l'arbre,  somme  évldem- 

ment  égale  a  P-ho— \V  -779  attendu  que R'-r7 

g  dl  ^  g  dt 

est  la  mesure  de 'l'inertie  du  poids  P  et  de  la  partie  verticale  / 

du  cordon.  On  aura  donc 

en  faisant  attention  que  le  frottement  dont  il  s'agit  a  pour  bras 
de  levier  le  rayon  p  des  tourillons  de  l'arbre. 
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En  posant,  pour  abréger, 

g  -^     g      ^    ^        ^g 

{V-hdl)K'^f{f-i-p)p  =  q\ 
on  trouTO 

6.  Manière  de  tenir  compte  de  la  raideur  du  cordon.  — 
Nous  n'avons  point  tenu  compte,  dans  celte  équation,  de  la 
résistance  que  présente  le  cordon  à  son  déroulement  en  6, 
parce  qu'elle  est  ordinairement  négligeable;  mais,  si  le  poids  P 
montait  et  que  le  cordon  s'enroulât,  il  offrirait  une  résistance 
très-comparable,  dans  certains  cas,  à  celle  qui  est  occasionnée 
par  le  frottement  des  tourillons;  nommant  alors  /  la  tension 
que  le  cordon  supporte  en  6,  tension  évidemment  égale  a 

P— ^''^^  *"  résistance  due  à  cette  roideur  rappor- 
tée au  bras  du  levier  R'  serait  mesurée  par  l'expression 


'—'[-'■^'«'f:} 


g 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  constantes  fonctions  du  diamètre 
du  cordon,  de  celui  du  tambour  et  du  degré  d'usé  ou  de  flexi- 
bilité de  ce  cordon;  de  sorte  qu'on  aurait  à  ajouter  le  terme 


aK'-^b\V 


(P-f-3/)^^,rf0)l^, 

g  dtj 


k  celui  qui  contient  le  frottement;  ce  qui  ne  changerait  nulle- 
ment la  forme  de  l'équation  ci-dessus, 

^^'di  "^  ^'"'""  ^*  —  ^* 

dans  laquelle  il  sufOrait  simplement  d'attribuer  d'autres  va- 
leurs aux  constantes  fx%  y%  q\  qui  resteraient  essentielle- 
ment positives  à  cause  de  la  petitesse  de  p  et/,  a  et  b. 
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7.  Conséquences.  —  On  lire  de  cette  équation 

^  Jo     q^  —  v^o)"       2^ V     "  \q  —  vo)/ 

puisque  oi  est  supposé  nui  à  l'origine  du  mouvement.  Par 
suite,  on  aura»  pour  calculer  la  vitesse  angulaire  ai  acquise  par 
le  système  au  bout  du  temps  quelconque  t^ 


n\e        -j-îj 


e  étant  égal  à  2,71828,  et  le  logarithme  ci-dessus  étant  né* 
périen,  de  sorte  que,  si  l'on  prend  la  valeur  dans  les  Tables 
ordinaires,  on  devra   ensuite   la  multiplier  par  le  nombre 
.2,3o2585. 
On  voit  que  cette  valeur  converge  très-rapidement  vers  une 

limite  -t  qu'elle  n'atteint  rigoureusement  qu'au  bout  d'un 

temps  infini.  Cette  même  limite  répondant  d'ailleurs  à  l'instant 
où  le  mouvement  est  devenu  uniforme,  on  y  arrive  de  suite, 
en  écrivant  dans  l'équation  du  n°  5,  qui  exprime  les  condi- 
tions du  système,  que  d(ô  est  égal  à  zéro. 
L'expression  de  celle  limite  est 


g__,  /^f:Uv-^ài)W-f{V-^p)p]^ 

elle  montre  que  cette  valeur  crott  lentement  avec  le  mo- 
ment PR'  du  poids,  et  décroît,  au  contraire,  très-rapidement 
à  mesure  que  le  rayon  moyen  R  du  volant  augmente,  l'inertie 
n'exerçant  ici  d'influence  que  sur  la  durée  du  temps  néces- 
saire pour  amener  le  système  à  la  vitesse  uniforme. 

II.  —  Des  régulàtbues. 

Des  divers  genres  de  régnlateiirs. 

8*  Objet  spécial  des  régulateurs.  —  Les  freins  et  volants 
à  ailettes,  qui  viennent  de  nous  occuper,  pourraient  évidem- 
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ment  servir  de  régulateurs  aux  machines,  s'ils  n'avaient  l'in* 
convénient  de  consommer  inutilement  une  grande  portion 
du  travail  moteur,  attendu  que  leur  action  régulatrice  dépend 
essentiellement  de  l'intervention  de  résistances  passives 
étrangères  au  système.  Les  moyens  les  plus  convenables  d'at- 
teindre le  but  consistent  dans  des  dispositions  qui  permettent 
de  faire  varier,  au  besoin,  la  quantité  de  matière,  la  résistance 
qui  fait  l'objet  du  travail  utile  ou  l'intensité  des  forces  mo- 
trices et  d'inertie;  nous  en  avons  cité  quelques  exemples 
aux  n^  35,  43  et  &&  de  la  première  Section,  et  il  nous  serait 
facile  d'en  étendre  la  nomenclature. 

Ainsi,  par  exemple,  les  réservoirs  d'air  à  pression  con- 
stante des  pompes  et  des  machines  soufflantes,  les  grands 
réservoirs  d'eau  ou  étangs,  qui  accompagnent  toujours  les 
machines  hydrauliques,  les  trémies  et  grils  tournants  des 
fourneaux  de  machines  à  vapeur,  qui  servent  à  distribuer 
régulièrement  et  uniformément  le  combustible  sous  la  chau* 
dière,  l'espace  vide  laissé  au-dessus  de  l'eau  dans  cette  chau- 
dière pour  servir  de  réservoir  à  la  vapeur  (•);  les  excen- 
triques et  autres  dispositifs  servant  à  régler  la  distribution  de 
cette  vapeur  au-dessus  et  au-dessous  des  pistons;  les  méca- 
nismes particuliers,  qui  servent  à  replier  plus  ou  moins  les 
toiles  qui  recouvrent  les  ailes  des  moulins  à  vent,  selon  la 
vitesse  du  mouvement,  les  fusées  et  tambours  en  spirales, 
qui  ont  pour  objet  de  régulariser  l'action  du  moteur  ou  de  la 
résisunce  utile  dans  plusieurs  machines,  notamment  dans  les 


(*)  Sur  la  régularisation  en  général.  —  Ces  exemples  font  voir  que  les  moyens 
eénérsiix  employés  pour  régulariser  le  mouvement  des  machines  s'appliquent, 
avec  une  analogie  complète,  à  la  réglementation  de  la  marche  d'une  opération 
quelconque;  les  dispositions  h  adopter  doivent  toujours  remplir  les  fonctions 
des  distributeurs,  des  ^volants,  des  régulateurs  et  des  modérateurs,  qu'il  s'agisse 
de  régler  l'écoulement  de  l'eau  d'un  réservoir,  de  maintenir  constante  la  tem- 
pératore  ou  la  pression  d'un  miUeu,  etc  D'après  les  distinctions  admises  dans 
la  première  section,  les  réservoirs  d'air  des  pompes,  les  réservoirs  de  vapeur 
au-dessus  de  l'eau  des  chaudières  remplissent  un  rôle  analogue  à  celui  des  i;o- 
lants;  les  grils  tournants,  les  tiroirs,  les  vannes,  les  robinets  sont  des  distribu- 
teurs, {Voir  le  Mémoire  sur  la  réglementation  de  la  température,  par  M.  E.  Rol- 
land; Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XVUI.)  (K.) 
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montres  et  machines  à  molettes  employées  dans  les  mines,  etc., 
sont  autant  d'appareils  régulateurs  du  genre  de  ceux  dont  il 
s'agit»  tandis  que  les  soupapes  de  sûreté,  qui  servent  à  laisser 
échapper  la  vapeur  des  chaudières,  quand  la  tension  y  a  at* 
teint  une  certaine  limite,  les  déversoirs  ou  orifices  servant  à 
vider  le  trop  plein  des  bassins  d'eau,  qui  alimentent  les 
machines  hydrauliques,  etc.,  appartiennent  plus  particulière- 
ment à  la  classe  des  simples  modérateurs,  à  laquelle  se  rap- 
portent les  freins  et  volants  à  ailettes* 

9.  Des  régulateurs  spontanés.  —  On  doit  distinguer  parmi 
tous  ces  moyens  ceux  qui  sont  indépendants  des  agents 
chargés  du  soin  de  diriger  le  travail  de  la  machine,  et  les 
dispensent  ainsi  d'une  surveillance  continuelle  et  pénible; 
l'essence  des  bonnes  machines  est,  en  effet,  de  se  gou- 
verner par  elles-mêmes,  autant  qu'il  est  possible  et  sans  le 
secours  de  l'intelligence  humaine.  Les  machines  à  vapeur, 
dans  leur  état  actuel  de  perfection,  en  offrent  un  modèle 
pour  ainsi  dire  parfait,  et  dont  on  tâche  d'approcher,  autant 
qu'il  est  possible,  dans  les  diverses  autres  machines.  Mais 
nous  ne  saurions  nous  proposer  de  passer  en  revue  ces  diffé- 
rents moyens,  dont  la  description  et  la  théorie  appartiennent, 
pour  la  plupart,  à  la  description  et  à  la  théorie  même  des  ma* 
chines  où  on  les  emploie,  et  l'on  ne  peut  guère  excepter,  à 
cause  de  l'universalité  de  leur  application,  que  le  régulateur 
à  pompe  et  le  pendule  conique  ou  régulateur  à  force  centri-- 
fuge^  que  les  Anglais  nomment  simplement  gouverneur^  aux- 
quels nous  joindrons  le  régulateur  à  ressort  et  à  détente  in- 
stantané, dont  il  sera  question  plus  loin,  et  dont  nous  avons 
proposé  l'adoption  dès  l'année  1829  (Leçons  faites  aux  ou- 
vriers de  Metz  ). 

En  effet,  les  fusées  en  spirales  et  les  tambours  coniques, 
qui  paraîtraient  offrir  des  applications  étendues,  ne  peuvent 
être  utiles  que  dans  les  machines  où  l'action,  soit  du  moteur, 
soit  de  la  résistance,  est  variable  suivant  une  loi  exactement 
connue;  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  quelques  cas  particuliers. 
Leur  théorie  toute  géométrique  n'offre  d'ailleurs  point  de 
difficulté;  on  sait  qu'ils  sont  destinés  à  recevoir  les  enroule- 
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ments,  les  spires  d'une  corde  ou  chaîne  sur  laquelle  agit  la 
force  variable;  or  toute  la  question  consiste  à  faire  croître  ou 
décroître  le  bras  de  levier  de  celte  force,  par  rapport  à  Taxe 
du  tambour,  de  façon  que  son  moment  reste  constant  pour 
les  diverses  positions  du  système. 

Ce  moyen  n'est  d'ailleurs  avantageux  que  lorsque  la  puis- 
sance conserve  des  valeurs  constamment  croissantes  ou  dé* 
croissantes  dans  une  série  de  révolutions  de  la  machine;  il  ne 
faut  pas  le  confondre  avec  les  cames,  les  ondes  et  autres  dis- 
positions, qui  ont  uniquement  pour  objet  de  régulariser  mo- 
mentanément la  vitesse  de  certaines  pièces  ou  les  efforts 
exercés  sur  elles  par  des  puissances  constantes  ou  variables. 

Du  régulateur  à  pompe  et  à  flotteur. 

10.  Description  du  mécanisme.  —  A  est  un  corps  de 
pompe  (fig.  5),  prenant  Teau  dans  un  bassin  inférieur  du 
puits  C;  la  tige  £F  du  piston  est  mise  en  jeu  par  la  machine 


Fig.  5. 
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dont  il  s'agit  de  régulariser  le  mouvement;  cette  pompe  est 
employée  à  élever  et  refouler  l'eau,  qu'elle  aspire,  dans  un 
bassin  supérieur  B,  percé  en  1)  d'un  orifice  dont  l'ouverture 
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est  réglée  au  moyen  d'une  petite  vanne  intérieure  ou  d'un  ro- 
binet extérieur;  G  est  un  flotteur  suspendu  à  l'extrémité  d'un 
levier  KL  destiné  à  donner  le  mouvement  aux  vannes,  sou- 
papes,  etc.»  qui  livrent  accès  au  fluide  moteur  sur  le  récepteur 
de  la  machine.  On  conçoit  que,  si,  fermant  d'abord  l'oriOce 
en  D,  on  laisse  le  bassin  B  se  remplir  d'eau  jusqu'à  ce  que 
son  niveau  supérieur  IH  force  le  flotteur  à  prendre  une  posi- 
tion moyenne,  fixée  à  l'avance  et  qui  corresponde,  je  suppose, 
à  celle  où  le  balancier  KL  est  horizontal;  qu'ensuite  on  ouvre 
l'orifice  en  D,  de  façon  qu'il  dépense,  dans  un  temps  donné, 
exactement  le  volume  de  liquide  qui  afflue  de  la  pompe, 
pour  la  vitesse  moyenne  ou  de  régime  qu'on  veut  laisser 
prendre  à  la  machine,  ce  que  l'on  peut  constater  par  une  ex- 
périence directe;  on  conçoit  que,  tant  que  le  mouvement  de 
cette  machine  ou  du  piston  qu'elle  conduit  sera  régulier,  le 
niveau  IH  demeurera  constant  et  le  flotteur  6  immobile; 
mais  qu'aussitôt  que  la  vitesse  s'écartera  de  celle  qui  a  été 
adoptée  pour  régime,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  le  niveau  IH 
et  le  flotteur  s'élèveront  ou  s'abaisseront  de  quantités  corres- 
pondantes, et  feront  mouvoir  le  levier  KL  et  son  système  avec 
une  énergie  relative  à  l'augmentation  ou  à  la  diminution  qu'a 
subie  le  volume  de  son  enfoncement  ou  du  liquide  qu'il  dé- 
place. 

11.  Condition  d'équilibre  du  flotteur.  —  Examinons  d'abord 
les  conditions  de  l'équilibre  du  flotteur,  eu  égard  à  la  résis- 
tance qu'il  a  à  vaincre  de  la  part  des  soupapes  ou  vannes  mo- 
trices, et  à  l'excédant  de  liquide  qui  serait  fourni  par  la 
pompe  au  bassin  B,  au  bout  d'un  temps  quelconque  donné. 
Nommons  : 

n  le  poids  du  mètre  cube  du  liquide; 

P  le  poids  du  flotteur,  y  compris  son  équipage  et  sa  sur- 
charge ; 

p  Teffort,  en  kilogrammes,  nécessaire  pour  vaincre  les  résis- 
tances inhérentes  au  levier  KL,  effort  qui  est  censé  agir 
suivant  l'axe  vertical  du  flotteur; 

a  l'aire  de  la  section  de  ce  flotteur  supposé  prismatique; 

A  celle  de  la  section  du  bassin  B; 
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H  la  profondeur  à  laquelle  le  floueur  se  trouve  enfoncé  au- 
dessous  du  niveau  moyen  ou  du  régime  IH,  à  Tinstant  ou 
la  vitesse  de  la  machine  est  régulière; 

z  ce  que  devient  cette  profondeur  au-dessous  du  même  ni- 
veau immédiatement  après  l'introduction  d'un  volume  ex- 
cédant Q  de  liquide; 

X  la  hauteur  dont  s'est  élevé,  au  même  instant,  le  niveau  dans 
le  bassin  B,  au-dessus  du  niveau  primitif  ou  moyen. 

On  aura  évidemment 
P  =  naH,    Q  =  (A  — a)j;4-a{H  — ij),    Hafor -h -s  —  H)=;i, 

attendu  que  a(x  +  ^)  est  le  volume  du  liquide  déplacé  au  se- 
cond instant,  et  aH  celui  qui  Test  au  premier. 

Lorsque  les  dimensions  du  bassin  et  du  flotteur  seront  don- 
nées, aussi  bien  que  Q  et  la  résistance  p  à  vaincre  pour  fermer 
les  vannes,  résistance  que  Ton  obtiendra  par  une  expérience 
directe,  à  défaut  de  calculs,  on  connaîtra  aussi  les  valeurs 
de  :r  et  de  z  et  par  suite  celle  de  H  —  z,  qui  exprime  la  hau- 
teur absolue  dont  s'est  élevé  le  flotteur  et  Textrémiié  du  le- 
vier auquel  il  est  suspendu. 

Supposant,  à  l'inverse,  que  Q  représente  une  diminution  au 
lieu  d'un  accroissement  du  liquide  dans  le  bassin,  il  n'y  aura 
que  le  signe  H  —  z  à  changer  dans  les  deux  dernières  équa- 
tîonsy  lesquelles  deviendront 

Q  =r(A  —  a)x  -h  a(z  —  II),     n«(x  —  z  -h  H)  =  />. 

12.  Conditions  qui  limitent  l'étendue  de  la  course  dujlot- 
ieur.  —  La  plus  grande  valeur  de  x  ou  de  l'amplitude  de  mou- 
vement du  niveau  dans  le  bassin  B,  au-dessus  ou  au-dessous 
de  sa  position  moyenne  IH,  est  déterminée  spécialement  par 
la  condition  que  la  vitesse  d'écoulement  dans  l'orifice  D  n'é- 
prouve pas  une  trop  grande  variation,  à  laquelle  correspon- 
drait une  variation  proportionnelle  dans  la  dépense  de  cet  ori- 
Qce.  Supposant  qu'on  ait  donné  au  niveau  moyen  IH  une 
hauteur  de  a  mètres,  au-dessus  du  centre  de  l'oriflce  B,  on 
pourra  laisser  prendre  à  j;  la  valeur  maximum  de  tV  ou  de  -f» 
de  cette  hauteur.  Quant  à  l'amplitude  de  la  demi-course  as- 
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cendante  H  —  2,  ou  descendante  2  — -  H  du  floiteur  et  de  son 
levier,  elle  est  également  fixée  par  les  conditions  relatives  à 
l'amplitude  de  mouvement  qu'on  veut  laisser  prendre  à  la 
vanne  motrice,  à  partir  de  sa  position  moyenne,  et  il  est  na- 
turel de  la  supposer  la  même  dans  les  deux  cas  de  l'ascension 
et  de  la  descente. 

Nommant  donc  h  cette  amplitude  limite,  Q'  et  x^  les  va« 
leurs  correspondantes  de  Q  etde:r,  censées  aussi  égales  entre 
elles  pour  les  deux  cas  de  la  montée  et  de  la  descente,  on 
aura  seulement  à  satisfaire  aux  équations 

Q'=(A  —  a)a:'-ha/i,     7ra(jc'—  h)=p, 

qui  supposent  d'ailleurs  que  la  résistance  peut  être  la  même 
pour  les  deux  positions  extrêmes  du  flotteur  ou  des  vannes 
motrices;  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  à  satisfaire  à  une 
équation  de  plus,  et  il  ne  resterait  d'arbitraires  que  deux  des 
cinq  quantités  qu'elle  renferme,  au  nombre  desquelles  se 
trouve  nécessairement  la  quantité  Q',  tant  qu'on  n'a  pas  réglé 
le  rôle  que  doit  jouer  la  pompe  A  pour  régulariser  le  mouve- 
ment de  la  machine. 

IS.  Manière  de  régler  V énergie  régulatrice  du  système.  — 
A  cet  égard,  on  remarquera  qu'on  ne  peut  espérer  maintenir 
à  chaque  instant  la  machine  à  l'état  de  mouvement  rigoureu- 
sement uniforme  :  quand  bien  même  sa  constitution  propre 
le  permettrait,  le  jeu  de  la  pompe,  qui  est  alternatif,  s'y  op- 
poserait; on  se  donnera  donc  le  plus  grand  écart  qu'on  veut 
laisser  prendre  à  la  machine,  en  deçà  et  au  delà  de  sa  vitesse 
moyenne  ou  de  régime,  et  Ton  supposera  que  ces  écarts  ré- 
pondent précisément  aux  ampljtudes  de  mouvement  du  flot- 
leur  et  de  la  vanne  motrice,  dont  il  a  été  précédemment  parlé; 
mais  cela  ne  suftira  pas  encore  pour  déterminer  Q'  :  il  faudra 
aussi  se  donner  un  nombre  qui  indique  l'énergie  régulatrice 
de  la  pompe,  ou  la  rapidité  avec  laquelle  on  veut  qu'elle  fasse 
élever  ou  baisser  le  flotteur,  à  partir  de  l'instant  où  la  vitesse 
de  la  machine  serait  arrivée  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ses  limites, 
supposé  qu'elle  pût  y  arriver  brusquement,  ce  qui  ne  saurait 
être,  à  cause  de  l'inertie. 
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Soient  : 

N  le  nombre  des  coups  de  piston  donnés,  en  une  minute, 

par  la  machine,  quand  elle  possède  la  vitesse  de  régime 

uniforme  ; 
g  le  volume  de  liquide  fourni  au  bassin  B  à  chacun  de  ces 

coups; 
n  la  fraction  dont  on  veut  que  cette  vitesse  puisse  augmenter 

ou  diminuer  au  maximum; 
nUq  sera,  par  minute,  l'excédant  du  volume  d'eau  fourni  au 

réservoir  sur  celui  qui  est  sorti. 

Nommant  enfin  T  le  nombre  de  minutes  à  partir  desquelles 
le  flotteur  devrait  être  arrivé  à  sa  position  extrême,  si  la  vi- 
tesse conservait  sa  valeur  maximum  ou  minimum,  on  posera 

pour  condition  propre  à  déterminer  Q'. 

14.  Moyens  d*atténuer  les  causes  d'irrégularité  provenant 
de  la  pompe.  —  D'un  autre  côté,  il  est  évident  qu'à  cause 
de  l'irrégularité  d'action  de  la  pompe  il  en  résultera  une 
oscillation  du  liquide  dans  le  réservoir,  même  pour  le  cas 
de  la  vitesse  de  régime;  or  il  faut  renfermer  ces  oscilla- 
tions dans  une  limite  qui  ait  fort  peu  d'étendue,  par  rapport 
à  Tamplitude  totale  de  mouvement  qui  peut  résulter  de  Taf- 
fluence  du  volume  d'eau  Q'  dans  le  bassin  B;  c'est-à-dire  que 
la  plus  grande  différence  entre  les  quantités  d'eau  irréguliè- 
rement fournies  et  régulièrement  dépensées  par  l'oriflce  D, 
pendant  la  durée  entière  d'une  oscillation,  doit  être  une  très- 
petite  fraction  de  Q^  Cette  différence  peut  être  rendue  assez 
faible,  soit  en  construisant  la  pompe  à  double  effet,  ou  de  ma- 
nière que  le  piston  agisse  à  la  fois  en  montant  et  en  descen- 
dant, soit  en  y  adaptant  un  réservoir  à  air  servant  à  régula- 
riser le  jet;  soit  enfin,  ce  qui  est  préférable,  en  remplaçant 
cette  pompe  elle-même  par  une  machine  à  mouvement  régu- 
lier, telle  que  la  vis  d'Archimède,  par  exemple,  qui  a  surtout 
l'avantage  de  ne  point  varier  dans  ses  effets,  comme  il  arrive 
pour  les  pompes,  qui,  au  bout  d'un  temps  plus,  ou  moins 
long,  cessent  de  bien  fonctionner.  Moyennant  de  semblables 
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dispositifs,  il  deviendra  possible  de  réduire  beaucoup  Q'  de 
manière  à  rendre  le  régulateur  sensible  à  de  faibles  accroisse- 
ments du  mouvement  moyen  de  la  machine. 

15.  Degré  de  sensibilité  du  régulateur  à  pompe.  —  Quoi 
qu'il  en  soil,  la  différence  maximum  entre  les  quantités  d'eau 
fournies  par  la  pompe  ei  dépensées  par  Torifice  D  élant  connue, 
il  faudra  la  multiplier  par  un  nombre  suffisamment  grand,  tel 
que  20  ou  3o,  pour  obtenir  Q\  Supposant,  par  exemple,  que 
la  pompe  soit  à  simple  effet,  la  plus  grande  différence  dont  il 
s'agit  pouvant  s'élever  aux  o,53  (')  environ  du  volume  q 
donné  par  la  pompe  à  chaque  oscillation  entière,  on  prendra 

Q'=:2o  xo,53,     Q'=:  20  XojSSj  =  io,65f  au  moins, 

et  Ton  aura  à  satisfaire,  en  outre,  à  la  condition 

nN5fT~io,6^     ou     nNT=iio,6; 

ce  qui  montre  que  l'action  régulatrice  de  la  pompe  sera  ici 
très-peu  énergique;  car  il  n'est  guère  possible  de  prendre  N 
supérieur  à  3o;  et,  en  admettant  même  que  la  vitesse  puisse 
s'écarter  de  ,4^  de  part  et  d'autre  de  sa  valeur  moyenne,  ce  qui 
suppose  n  =  o,  I ,  on  aurait 

c'est-à-dire  qu'à  partir  de  l'instant  où  la  vitesse  limite  serait 
atteinte  il  s'écoulerait  plus  de  3|  minutes  avant  que  le  flot- 
teur n'ait  produit  l'effet  voulu. 

Pour  la  pompe  à  double  effet,  la  différence  maximum  entre 
les  quantités  d'eau  fournies  par  la  pompe  et  dépensées  par  l'o- 
riCce  D  ne  s'élèverait  qu'à  la  fraction  0,0589,  q  étant  toujours 
le  volume  d'eau  fourni  par  la  pompe  dans  la  double  oscilla- 
tion du  piston,  ce  qui  donne 

Q' r:=2o  X  0,053^  =  I  ,i6g     et    /iNT  =  i,i6. 
Ainsi,  dans  les  hypothèses  ci-dessus  de  n  =  — 9  N  =  3o,  on 

(*)  Voir,  à  ce  sujet»  la  Théorie  des  manivelles  à  simple  et  à  double  effet. 
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aurait  T  =  o',387  seulement,  au  lieu  de  T  =  3',53.  Enfiù  l'é- 
nergie du  régulateur  serait  pour  ainsi  dire  indéûnie,  si  Ton 
substituait  à  la  pompe  un  système  d'épuisement  continu,  tel 
que  la  vis  d'Archimède,  la  noria,  le  chapelet,  etc.  Dans  tous 
les  cas,  la  quantité  q  restant  arbitraire,  on  pourra  en  proQter 
pour  augmenter  convenablement  la  valeur  de  Q',  qui  entre 
dans  les  équations  de  condition  relatives  à  l'établissement  du 
flotteur,  lesquelles  donnent  immédiatement 

_         p  ._     _  0'  pli 

pour  déterminer  les  aires  des  sections  horizontales  du  bassin  B 
et  du  flotteur,  et  dont  la  dernière  montre  que  Q'doit  être  pris 
d'autant  plus  grand  que  x'  —  h  est  plus  petit,  afin  que  A—  a 
reste  positif. 

16.  Inconvénients  de  ce  régulateur.  —  Telle  est,  ce  nous 
semble,  la  véritable  manière  d'envisager  la  théorie  du  régula- 
teur à  flotteur  et  à  pompe;  cela  suffit  pour  montrer  que  les 
avantages  qu'on  se -promet  de  son  adoption  sont  bien  loin  de 
compenser  les  inconvénients  qui  résultent  de  la  perte  de  tra- 
vail notable  qu'il  occasionne  et  des  accidents  qui  peuvent  être 
produits  par  les  dérangements  de  la  pompe.  D'ailleurs  on  voit 
que  son  action  ne  se  fait  pas  sentir  instantanément  au  flot- 
teur, et  qu'il  ne  fait  même  dépendre  que  fort  indirectement 
le  jeu  des  vannes  motrices  de  la  variation  de  vitesse  de  la  ma- 
chine, le  temps  pendant  lequel  cette  variation  s'opère  entrant 
nécessairement  comme  facteur  de  son  effet  régularisant;  sous 
ces  divers  rapports,  le  pendule  conique  à  force  centrifuge,  que 
nous  allons  décrire,  nous  paraît  de  beaucoup  préférable  dans 
la  pratique  (*). 


(^}  On  emploie  fréquemment,  dans  la  pratique,  des  régulateurs  à  pompe  qui 
ont  une  grande  analogie  avec  celui  qui  est  décrit  dans  le  texte  :  le  réservoir  B 
est  fermé  à  sa  partie  supérieure,  et  le  flotteur  est  remplacé  par  un  piston  qui 
met  en  mouvement  les  organes  de  distribution  ;  le  plus  souvent,  au  lieu  d* opérer 
par  refoulement  d'eau  dans  le  cylindre,  on  agit  par  aspiration  d'air.  Tel  est  le 
cas  du  régulateur  Larivière.  {Foir  une  Théorie  de  ce  régulateur  par  M.  Resal, 
Annalei  des  Mines,  t.  Il,  7^  série,  1873.)  (K.) 

6 
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Da  régnlateor  à  force  centrifage. 

17.  Description  de  l'appareil.  —  Ce  régulaleur  se  compose 
ordinairemeni  d'un  losange  à  charnières  ABCD(yîg^.  6),  monté 
sur  un  axe  vertical  AH,  mis  eh  communication  de  mouve- 
ment avec  une  pièce  de  rotation  de  la  machine;  le  losange  est 


fixé  à  cet  axe  par  Tun  de  ses  sommets  A,  et  en  reçoit  le  mou- 
vement angulaire;  les  verges  supérieures  AB,  AD  portent  sur 
leurs  prolongements  des  boules  de  métal  P;  l'angle  en  C  est 
armé  d'un  manchon  à  gorge  G  qui  embrasse  l'axe  AH  et  peut 
glisser  à  frottement  doux  le  long  de  cet  axe.  L'effet  de  la  force 
centrifuge  sur  les  boules  est  de  soulever  plus  ou  moins  le 
manchon  G,  qui»  par  une  communication  de  mouvement  fa* 
'  cile  à  imaginer  (voir^î^.  24,  p.  14^9  en  YjZ),  sert  à  régler 
l'admission  du  moteur,  en  faisant  varier  convenablement  l'ou- 
vertured'une  vanne,  d'un  robinet,  etc.,  lorsque  la  vitesse  de  la 
machine  vient  à  changer  par  l'action  d'une  cause  quelconque. 
Nommons 

P  et  M  le  poids  et  la  masse  de  chacune  des  boules; 
g-  =  9«,8o88, 7r=3,i4i6; 
b)  la  vitesse  angulaire  de  Taxe  AH  du  pendule  ; 
a  l'angle  des  verges  AB,  AD  avec  cet  axe; 
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a  le  côté  AB  du  losange; 

b  la  distance  de  A  au  centre  de  gravité  0  des  boules  P; 
A  la  longueur  AC  de  la  diagonale  verticale  du  losange,  qui 
fixe  la  position  du  manchon  G. 

On  pourra  considérer  ce  losange  comme  soumis  à  l'action 
des  forces  suivantes,  qui  se  font  équilibre  : 

I*  La  force  centrifuge  des  deux  boules  réunies,  mesurée 
par  2Mci>'I0  =  aMG<)'ftsîna  et  dont  AI  =  6cosaest  le  bras  de 
levier,  par  rapport  au  centre  A; 

2"  Le  poids  2P  =  2Mg'de  ces  mêmes  boules,  ayant  pour 
bras  de  levier,  par  rapport  à  A,  la  distance  01  =  ftsîna; 

3*"  Enfin  le  poids  et  la  force  centrifuge  des  verges  du  lo- 
sange, qu'on  a  coutume  de  négliger,  aussi  bien  que  le  frotte- 
ment des  articulations  et  l'effort  nécessaire,  en  C,  pour  vaincre 
la  résistance  qui  s'oppose  au  mouvement  des  soupapes  régu- 
lalrices,  etc. 

18.  Conditions  de  l'équilibre  et  règle  pratique  anglaise. 
—  Négligeant  donc  la  considération  de  ces  dernières  forces, 
et  observant  que  l'équilibre  doit  s'établir  entre  les  deux  autres 
autour  du  point  A,  on  aura 

2Mûj'&sinaX6cosa=  2P6sina, 

d'où,  à  cause  de  A  =  2acosa,  P  =  Mg^, 

écosa  — AI  =  -^^     A  =  ^^- 

Ainsi  l'on  aura  la  hauteur  A  à  laquelle  se  tient  le  manchon  G 
au-dessous  du  sommet  A,  quand  la  vitesse  tù^  à  l'unité  de  drs- 
lance  de  l'axe  AH,  sera  connue,  et  réciproquement. 

Soit  T  la  durée  en  secondes  d'une  révolution  de  cet  axe,  on 

aura 

T(»  =  27r; 

substituant  cette  valeur  de  &>  dans  la  relation  ci-dessus,  on  en 
déduira 


\  ia  g  \   g 
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C'est,  comme  on  voii,  le  double  delà  durée  des  oscillations 

d'un  pendule  qui  aurait  pour  longueur  la  hauteur  AI=r  —  A 

des  boules  au-dessous  du  sommet  fixe  C  du  losange.  Suppo- 
sant, par  exemple,  que  le  régulateur  accomplisse  une  révolu- 
tion en  2  secondes  ou  fasse  3o  révolutions  par  minute,  on 
aura  T  =  2,  et  AI  deviendra  la  longueur  o'*,994  du  pendule 
qui  bat  les  secondes  dans  nos  contrées. 

19.  Insuffisance  de  cette  règle.  —  Telle  est  la  règle  fort 
simple,  ordinairement  indiquée  par  les  auteurs  pour  déter- 
miner la  position  des  boules  relative  à  une  vitesse  moyenne 
ou  de  régime  d'une  machine,  lorsqu'on  s'est  donné  cette  vi- 
tesse à  l'avance;  mais  ces  règles  ne  sont  rien  moins  que  sa- 
tisfaisantes, attendu  qu'elles  sont  indépendantes  du  poids  des 
boules  et  qu'elles  ne  tiennent  nullement  compte  de  l'énergie 
que  doit  posséder  leur  force  centrifuge,  pour  vaincre  les  ré- 
sistances passives  inhérentes  au  mouvement  du  système,  qui 
sert  à  faire  ouvrir  ou  fermer  les  soupapes,  ou  vannes  motrices. 

Tredgold,  ingénieur  anglais,  qui  a  écrft  un  Traité  sur  les 
machines  à  vapeur^  paraît  avoir  senti  l'insuffisance  de  la  règle 
établie  ;  il  propose  de  iixer  la  plus  grande  amplitude  du  mou- 
vement vertical  des  boules  de  manière  que,  quand  la  vitesse 
de  la  machine  dépasse  le  vingtième  de  sa  valeur  moyenne, 
les  soupapes  soient  entièrement  fermées,  tandis  qu'elles  se- 
raient complètement  ouvertes,  au  contraire,  quand  la  machine 
atteindrait  sa  vitesse  moyenne  de  régime,  afin,  dit-il,  d'éviter 
pour  cette  dernière  vitesse  les  étranglements  de  la  conduite 
qui  amène  la  vapeur  sous  les  pistons  de  la  machine,  et  la 
perte  de  travail  moteur  qui  en  est  la  conséquence;  mais  il  est 
évident  qu'une  semblable  disposition  aurait  l'inconvénient  de 
produire  une  diminution  de  force  motrice  précisément  à  l'in- 
stant où  il  surviendrait  un  ralentissement  de  la  vitesse»  ce  qui 
est  absurde  et  montre  que,  sans  avoir  égard  à  l'inconvénient 
des  étranglements,  on  doit  donner  forcément  à  la  soupape, 
pour  le  cas  d'une  vitesse  moyenne,  une  position  intermédiaire 
entre  celle  où  elle  laisse  affluer  en  plein  le  Ouide  moteur  et 
celle  où  elle  l'intercepte  d'une  manière  complète. 
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20.  Féri tables  conditions  de  l'établissement  de  l'appareil. 

—  Nommant  A'  la  hauteur  du  manchon  qui  correspond  à  la 
vitesse  angulaire  ûi'  =  (i-h  n)  w,  h"  celle  qui  répond  à  la  vi- 
tesse (ù''=l{\  —  n) w,  (ù  étant  toujours  la  vitesse  moyenne  de 
régime  et  A  la  hauteur  correspondante,  on  aura 

,, 'ign  _       h  ,„_         2ga         _        A 

'  ""(i-i-nr«»6^(i  -H/i)''      '   ""(1  -/i)»&>'6'~ii  — /i)'' 

et,  par  conséquent,  pour  Tamplitude  du  mouvement  d'éléva- 
tion du  manchon,  qui  doit  régler  celui  des  soupapes  d'admis- 
sion, 

/ 

à  très-peu  près,  si  l'on  néglige  n^  vis-à-vis  de  Tunité. 

Supposant,  avecTredgoId,  n  =  — -on  aura  A*'—  h'=-=h  en- 
viron; ce  qui  montre  que,  pour  un  changement  de  vitesse  as- 
sez Taible,  les  espaces  décrits  par  le  manchon  et  le  système 
qui  le  met  en  relation  avec  les  soupapes  pourront  être  très- 
appréciables;  de  sorte  que  l'on  peut  dire  avec  cet  ingénieur 
que,  si  le  régulateur  à  force  centrifuge  est  en  défaut,  ce  n'est 
certainement  pas  à  cause  du  manque  de  sensibilité  que  lui 
ont  reproché  certains  auteurs,  qui  lui  ont  substitué,  au  détri- 
ment de  l'action  motrice,  le  jeu  d'un  régulateur  à  pompe  dans 
le  genre  de  celui  qui  nous  a  occupé  précédemment. 

21.  Influence  du  poids  des  boules  et  de  l'angle  des  tiges, 

—  Quant  à  l'influence  du  poids  des  boules  sur  l'action  régula- 
trice, Tredgold  se  contPtnie  d'observer  que,  dans  les  machines 
à  vapeur,  ce  poids  varie  de  12  à  36  l^iiogrammes,  et  que  son 
effet  dépend  beaucoup  des  angles  formés  par  les  tiges  :  dans 
la  disposition  représentée  par  la  fig.  6,  la  force  du  régulateur 
pour  mouvoir  le  manchon  est  considérable,  mais  l'étendue  du 
mouvement  est  petite;  ce  qui  a  lieu  à  plus  forte  raison  pour 
la  disposition  représentée  fig.  8,  et  qui  est  souvent  adoptée 
dans  les  machines;  dans  la  disposition  de  layî^.9,  au  contraire, 
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la  force  est  petite»  mais  retendue  du  mouvement  très-grande; 
en  d*autres  termes,  l'énergie  du  régulateur  croit  en  raison  in- 
verse du  chemin  que  tend  à  décrire  le  manchon  dans  chaque 
dispositif,  ce  qui  est  bien  évident,  d'après  le  principe  des  vi- 
tesses, virtuelles. 

22.  Équation  d'équilibre  dans  le  cas  d'une  accélération  et 
en  ayant  égard  à  la  résistance  à  vaincre.  —  Pour  montrer 
comment  de  cette  considération  dérive  la  théorie  véritable 
du  régulateur  à  force  centrifuge,  nous  supposerons,  d'après 
les  auteurs  anglais,  qu'on  ait  établi  l'appareil  de  fait,  ou  que 
lorsqueJa  machine  atteint  la  vitesse  de  régime,  mesurée  par  &>, 
le  manchon  G  [fig.  6)  et  le  système  du  levier  et  de  la  vanne 
qu'il  conduit  n'exercent  aucune  action  l'un  sur  l'autre;  ce  qui 
exige  que  ce  système  se  trouve,  pour  la  position  du  manchon, 

fixée  parla  relation /i  = -^—^  (18),dansun  état  d'équilibre  strict 

et  abstraction  faite  du  frottement.  Cela  posé,  on  remarquera 
que  la  vitesse  angulaire  du  régulateur  pourra  augmenter  d'une 
certaine  fraction  donnée  de  sa  valeur  primitive,  avant  que  l'ef- 
fort exercé  sur  le  manchon  ne  soit  capable  de  faire  mouvoir 
la  vanne  motrice,  c'est-à-dire  de  vaincre  les  résistances  inhé- 
rentes à  ce  mouvement;  il  faudra,  en  effet,  que  l'intensité  de 
la  force  centrifuge  des  boules  augmente,  de  manière  qu'elle 
puisse  faire  équilibre  à  la  fois  à  l'action  du  poids  et  des  résis- 
tances dont  il  s'agit;  ce  qui  donne  une  nouvelle  équation  de 
condition  à  laquelle  le  régulateur  doit  satisfaire,  et  qu'on 
obtiendrait  facilement  à  l'aide  de  la  simple  décomposition  des 
forces,  mais  que,  pour  plus  de  généralité,  nous  rechercherons 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

23.  Considérons  d'abord  la  première  disposition  qui  est 
reproduite  fig.  7,  et,  conservant  les  dénominations  déjà  ad- 
mises (17),  nommons,  de  plus,  p  la  résistance  à  vaincre  par 
le  manchon  et  û)'=(n-ii')w  la  nouvelle  vitesse  angulaire 
que  doit  acquérir  le  régulateur  pour  vaincre  cette  résistance; 
faisant,  pour  un  instant,  abstraction  du  mouvement  angulaire 
dont  il  s'agit,  on  supposera  qu'on  relève  le  sommet  C  d'une 
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quantité  inBniment  petite  dliy  qui  pourra  être  prise  pour  la 
vitesse  virtuelle  de  p;  le  centre  de  gravité  des  boules  décrira 
Tare  élémentaire  0S=  bda,  la  vitesse  virtuelle  de  la  force  cen- 
trifuge estimée  suivant  sa  direction  sera  OScosa=  b  cosccda, 
celledu  poids  des  boules6sinaéfa;  enfin, puisque /i  =  2acosa, 
dh  =  —  2as\nadaL  sera  la  vitesse  virtuelle  de  C  ou  de  p. 


D'après  cela,  le  principe  du  travail  virtuel  donnera,  pour 
l'équation  d'équilibre  des  forces,  en  observant  que  les  ac- 
tions de  a P  et  de  p  sont  opposées  à  celle  de  la  force  cen- 
trifuge, 

aMw'^^cosasinarfa  ~  ifbsinada  —  2pasinarfa  =  o, 

p 

ou,  en  divisant  par  usina d»  et  observant  que  M  =  -  et 

h=r  2acosa, 

(1)  f(ù'^b'h  —  2  ag{Vb  -f-  pa)  =  o. 

Mais  on  a,  par  hypothèse  (18), 
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donc  cette  dernière  équation  devient 

éPw^  — fcPoj»— ûpw'  =  o, 

ce  qui  donne»  pour  le  rapport  à  établir  entre  le  poids  P  des 
boules  et  la  résistance  p, 

P_a       &)^ 

p   ~~  b  (ù'^  —  0)^' 

ou,  en  se  rappelant  que  n  est  censé  très-petit,     . 
Va  a 


p       b[7.n'-\-n'^)       2n'b 

24.  Il  existe  donc  une  relation  nécessaire  entre  le  rapport 
dont  il  s'agit  et  les  quantités  a,  b,  n*,  qui  fixent  les  dimensions 
du  régulateur  et  la  grandeur  de  l'écart  de  la  vitesse  angulaire, 
par  rapport  à  la  vitesse  de  régime.  Si  l'on  veut,  par  exemple, 

que  cet  écart  ne  puisse  surpasser  le  ?-  =  o,oa  de  (u,  on  aura 

P:=25%; 


et,  comme  dans  la  disposition  représentée  par  la  Jig.  7,  6  ne 

3 
peut  surpasser  sensiblement  -  a  sans  qu'on  ait  à  craindre 

que  les  boules  ne  viennent  rencontrer  le  levier  GL  pour  la 
position  la  plus  basse  du  système,  on  devra  donner  à  P  une 

valeur  d'au  moins  ^25  =  16,67  ^^'s  p  pour  produire  l'effet  dé- 
siré, 

25.  C'est  parce  que  cette  valeur  de  P  peut  devenir  très- 
grande,  dans  certains  cas,  que  l'on  a  été  conduit  à  adopter  la 
disposition  de  la  Jig.  8,  dans  laquelle  on  donne  à  b  jusqu'à 
trois  et  quatre  fois  la  longueur  a,  au  moyen  d'un  allongement 
correspondant  des  verges  inférieures  CB  et  CD. 
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Nommani  c  la  longueur  de  ces  verges,  qui  doit  être  presque 
égale  à  6,  ei  conservant  toutes  les  autres  dénominations,  on 
aura,  par  le  triangle  ABC, 


d'où 


AC  =  A  =  acosa  -h  y^c*-—  a^sin'a; 

.,                 .       /               acosa       \    , 
cfA  —  —  a  sin  a  (  i  -+- -  )  da , 


pour  le  déplacement  virtuel  de  C  ou  de  p,  et  Féquation  d'équi- 
libre deviendra  ici,  après  avoir  divisé  par  sin  arfa, 

P  j:,   m                 nV          /              acosa      \ 
2  -  b^(ù'^cos(x  —  2P6  —  al  i  -h    , =-^  )  p  —  o. 

Faisant  p  =  o  dans  cette  équation,  on  aura,  pour  déterminer 
l'angle  oc  qui  répond  à  la  position  moyenne  du  manchon  et  à 
la  vitesse  de  régime  (ù  de  la  machine, 

(ù^bcosa  —  g=-.o;     d'où     6cosa  =  -^. 

Cette  relation,  comme  on  voit,  est  entièrement  identique 
avec  celle  que  nous  avons  obtenue  précédemment  (18)  pour 
le  cas  du  simple  losange,  ce  à  quoi  l'on  devait  bien  s'attendre. 
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Substituant  la  valeur  de  a.  qu*elle  donne,  dans  l'équation 
en  p^  on  aura,  pour  calculer  le  rapport  de  P  à  /?, 


en  négligeant  n'^  vis-à-vis  de  ^»'. 

p 
Ici  la  valeur  du  rapport  -  ne  dépend  plus  seulement  de 

celle  de  n'  et  du  rapport  ^»  il  varie  avec  les  grandeurs  abso- 
lues de  c,  a  et  w,  et  devient  d'autant  plus  petit  que  c^—  a^ 
et  w'  croissent  davantage,  la  valeur  de  t  restant  constante. 

Prenant,  par  exemple,  b=:^a,c  =  3^5a,a=o^,3,  n'=o,o2 
et  w'  =  /f,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  régulateur  fasse 
moyennement  près  de  3o  révolutions  à  la  minute,  on  trouvera 

P  =  3,9o4p, 

valeur  très-petite  par  rapport  à  celle  qui  a  été  trouvée  pour  le 
cas  précédent,  mais  qui  doit  être  considérée  comme  une  li- 
mite inférieure  dans  ce  système. 

26.  L'inconvénient  que  présente  en  lui-même  l'allongement 
des  verges  BC,  DC,  résultant  de  l'obligation  de  placer  le  man- 
chon G  à  une  certaine  distance  au-dessous  des  boules  P,  fait 
souvent  préférer  à  ce  dispositif  celui  de  la^^.  9,  qui  jouit 
aussi  de  la  propriété  de  permettre  d'augmenter,  en  quelque 
sorte  à  volonté,  le  rapport  de  b,  a,  et  dans  lequel  la  figure  ABCD 
est  un  véritable  losange;  mais,  au  lieu  de  placer  les  tiges  AP, 
AP'  qui  portent  les  boules  dans  le  prolongement  exact  des 
côtés  AD  et  AB,  on  leur  fait  former,  avec  ce  prolongement, 
un  certain  angle  que  nous  nommerons  m,  et  qui  a  pour  objet 
d'éviter  la  trop  grande  acuité  des  angles  A  et  G  lors  des  faibles 
vitesses  de  la  machine. 
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Pour  celte  disposition,  on  aura  évidemment 

Ai=2flCOS(m-f-  a),     dh=  —  2asin(mH-  a)rfa, 

p 

-  6'w'»sînaC0S«  —  Pftsina  —  apsin{m-h  a)  =  o, 

o 


9» 


et  toujours 


ftcosa  =  AI=  -^1 


en  posant  p  =  o  et  remplaçant  &>'  par  &)• 


De  là  on  tire  successivement  et  approximativement 

P_asin(m-4-a)       w*       __     ^     sin(m  -4-  a) 
p       b       sina       (w"  — w')      2/i'6        sina 


^2n'b\ 


cosm- 


^ 


v/fc»w*  — g* 


rsinm  \9 


)• 


Adoptant  les  mêmes  données  que  ci-dessus,  et,  de  plus, 
faisant  m=:3o%  sinm  =  o,5o,  cosm  =  o,866,  on  trouvera 

P  =  IO,I25/?. 

Si  Ton  prenait,  au  contraire,  m = o  ou  qu'on  mît  les  tiges  AP, 
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AP'  sur  le  prolongement  exact  des  verges  AB,  AD,  on  trouve- 
rait P  =  6,25/1  seulement,  de  sorte  que  l'augmentation  de 
l'angle  m  tend  à  faire  croître  le  rapport  de  F  à/?. 

Cette  discussion  servira  à  fixer  le  choix  ou  la  préférence  que 
Ton  doit  accorder  dans  chaque  cas  à  l'une  de  ces  dispositions 
sur  les  deux  autres;  elle  fera  pressentir,  a  priori,  l'induence 
de  chaque  genre  de  dispositif,  pourvu  que  Ton  se  rappelle  que 
le  rapport  dont  il  s'agit  ne  peut  être  diminué  sans  que  l'étendue 
de  la  course  du  manchon  ne  décroisse  en  même  temps  (*). 

27.  Cas  où  le  mouvement  se  ralentit;  relation  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  vitesse  nécessaire  pour  vaincre  la  ré- 
sistance.  —  Lorsque  la  vitesse  de  la  machine,  au  lieu  d'aug- 
menter comme  on  vient  de  le  supposer,  diminue  de  manière  à 
devenir  w''  =  (i  —  n'jw,  c'est  le  poids  des  boules  qui  doit  faire 
équilibre  à  l'action  de  la  force  centrifuge  et  de  la  résistance/?  ; 
les  équations  restent  donc  les  mêmes,  au  signe  près  de  p,  ce 
qui  établit,  dans  chaque  cas,  la  relation  nécessaire 

ou     w''  -{-  (,)"*  =  2&)'; 


W'*  —  W*  Oi^  —  &)  '  ' 

d'où  Ton  tire,  en  remplaçant  «'  pp.r  (  i  -+-  n'  )o)  et  ta"  par  (i  —  n*) w, 


^  ;i'  (,  4-  Ln')  —  |/i'>(  I  -h  in' y  -h  |n'»{  i  -h  ;  n'  V  -  . . . , 

ou,  en  négligeant  les  puissances  de  n'  supérieures  à  la  qua- 
trième, 

n  —  /i  -f-  f/iS 

résultat  qui  montre  que  le  manchon  et  la  vanne  régulatrice 


(')  Les  développements  sur  la  théorie  du  régulateur  qui  sont  reproduits  dans 
les  n^*  22  à  35  n'existent  que  dans  l'édition  de  i836.  Toutefois,  nous  devons 
signaler  que,  dans  l'édition  de  1826,  Poncelet  avait  déjà  tenu  compte  de  la 
force  p  nécessaire  pour  vaincre  les  résistances  du  système,  et  avait  établi  l'é- 
quation d'équilibre  (1)  du  n®  23. 

Depuis  cette  époque,  de  nombreuses  études  ont  été  faites  sur  la  théorie  du 
régulateur  et  sur  les  meilleures  dispositions  à  adopter;  on  trouvera  on  résumé 
de  ces  recherches  dans  la  Note  du  n^  28  (K.) 
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commenceront  à  se  mouvoir  pour  des  écarts  de  vitesse  sensi- 
blement égaux  de  part  et  d*autre  de  la  vitesse  moyenne  ou  de 
régime  (a,  pourvu  que  la  grandeur  de  ces  écarts,  qui  mesure 
ici  le  degré  de  sensibilité  de  l'appareil  ou  son  énergie  régula- 
trice, soit  suffisamment  petite. 

Mais  cet  appareil  doit  remplir  d'autres  conditions  qui,  con- 
jointement avec  les  précédentes,  servent  à  déterminer,  dans 
chaque  cas,  la  valeur  qu'on  doit  adopter  pour  a  et  fr;  il  doit, 
en  efifet,  être  capable  de  faire  fermer  ou  ouvrir  complètement 
la  vanne  motrice  au  moyen  d'un  nouvel  accroissement  ou 
d'une  nouvelle  diminution  de  la  vitesse  de  la  machine;  car  le 
manchon  ne  se  mettra  pas  en  mouvement  tant  que  cette  vitesse 
n'excédera  pas  w',  ou  ne  descendra  pas  au-dessous  de  ca'^ 

28.  Conditions  relatives  aux  limites  de  vitesses  qu'on  veut 
laisser  prendre  à  la  machine  (•).  —  Soient  a'  et  a*,  A'  et  A"  les 


(*)  Des  régulateurs  isochrones.  —  Pour  Tun  quelconque  des  dispositifs  qui 
sont  décrits  dans  le  teite,  la  position  du  manchon  et,  par  suite,  le  degré  d'ou- 
verture de  la  vanne  ou  de  la  soupape  d'admission  du  moteur  se  trouvent  dé- 
terminés par  la  vitesse  de  la  machine  à  l'instant  considéré.  Or,  pour  que,  sous 
une  charge  donnée,  la  machine  conserve  un  mouvement  régulier,  il  faut  que 
ce  degré  d'ouverture  soit  tel  que  le  travail  moteur  fourni  par  tour  soit  égal  au 
travail  résistant  à  vaincre  dans  le  même  parcours.  11  résulte  de  là  que,  malgré 
la  présence  du  régulateur,  la  vitesse  de  marche  dépend  de  l'importance  du 
travail  transmis,  et  que  toute  variation  dans  ce  travail  est  nécessairement  ac- 
compagnée de  variations  de  la  vitesse. 

On  a  cherché  à  éviter  cet  inconvénient;  le  problème  revient  à  faire  en  sorte 
que  la  vitesse  angulaire  sous  laquelle  le  régulateur  reste  en  équilibre  soit  la 
même  pour  toutes  les  positions,  ou  du  moins  pour  celles  qui  sont  comprises 
entre  les  deux  limites  de  la  course;  les  régulateurs  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété ont  reçu  le  nom  de  régulateurs  isochrones. 

Reportons-nous  à  la^f^.  6;  conservons  les  notations  du  texte  d'après  les- 
quelles a  est  le  côté  du  losange  articulé,  b  la  longueur  de  la  tige  à  boules, 
p  la  résistance  à  vaincre  par  le  manchon,  résistance  qui  agit  toujours  en  sens 
inverse  du  mouvement  et  qui  doit,  par  suite,  être  affectée  du  signe  +  ou  du 
signe  —,  suivant  que  le  mouvement  est  ascendant  ou  descendant;  désignons 
de  plus  par  Q  le  poids  du  manchon;  l'équation  d'équilibre,  pour  la  position 
définie  par  l'angle  a,  devient  (23) 

p 

(i)  -  ««*«cosa=  P*-+-Qadt:/>tf. 

La  valeur  de  »  ne  peut  évidemment  rester  constante,  pour  toutes  les  valeurs 
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valeurs  de  l'angle  a  et  de  la  hauteur  A  qui  fixent  simultanément 
la  position  des  tiges  et  du  manchon^  relatives  à  la  fermeture 
et  à  l'ouverture  complète  de  la  vanne  motrice;  nommons,  de 
plus,  w'j  =  {14- »',)»,  (ù\  =(ï  —  n'Jwles  vitesses  angulaires  cor- 
respondantes, qu'on  veut  laisser  prendre  à  la  machine,  on  aura 
à  satisfaire  simultanément  aux  quatre  équations  suivante|,  en 
considérant  ici,  pour  exemple,  le  cas  qui  se  rapporte  aux  dispo- 
sitions de  la^^.  6  : 

P  P 

-(k)'»6*cosa  —  P6  —  pa  =  o,     -  w'  b'  cosa  -—  P6=:o, 

g  ^  g 

P  P 

-&)''6*cosa'  — P6  —  pfl==o,     -wf't^cosa"— P6  ^-00  =  0; 

g    '  g 

ce  qui  suppose  d'ailleurs  que  la  résistance  p  demeure  sensi- 
blement constante  pour  toutes  les  situations  de  la  vanne  dont 
il  s'agit.  S'il  en  était  autrement,  il  faudrait  remplacer  p  par  ses 


de  a,  que  si  p  est  nul,  ce  qui  n'a  jamais  lieu  en  pratique.  11  ne  peut  donc  pas 
exister,  pour  les  machines  industrielles,  de  régulateur  rigoureusement  rtocArone; 
mais,  on  a  conservé  cette  dénomination  pour  les  régulateurs  disposés  de  telle 
manière  qu'ils  seraient  réellement  isochrones,  s'ils  n'étaient  soumis  à  aucune 
résistance  passive;  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (1)  devient 

p 

(2)  -«*•*•  cosa  =  P* -H  Qa. 

DifTérents  systèmes  de  solution  peuvent  être  adoptés  : 

1^  Régulateurs  à  contre-poids.  —  La  charge  Q  qui  agit  sur  le  manchon  peut 
être  rendue  variable,  et  déterminée  de  telle  sorte  que,  w  étant  supposé  con- 
stant, l'équation  (a)  soit  vérifiée  quel  que  soit  a.  On  a  proposé  diverses  solu- 
tions reposant  sur  l'emploi  d'un  contre-poids  fixé  à  l'une  des  extrémités  d'un 
levier  dont  l'autre  tend  à  soulever  le  manchon,  en  s'appuyant  contre  lui  par 
l'intermédiaire  de  cames  convenablement  déterminées;  la  plus  ancienne  dispo- 
sition de  ce  genre  est  due  à  M.  Charbonnier  {Bulletin  de  la  Société  industrielle 
de  Mulhouse,  n»  83,  18 ja). 

3®  Régulateurs  à  ressorts,  —  Au  lieu  d'introduire  des  contre-poids  dans  le 
système,  comme  il  vient  d'être  dit,  on  peut  faire  agir  des  ressorts  convenable- 
ment disposés  pour  faire  disparaître  le  terme  en  a.  Dans  l'une  des  dispositions 
imaginées  par  L.  Foucault,  le  sommet  inférieuf  C  du  losange  est  fixe,  le  sommet 
supérieur  A  porte  la  douille. mobile  le  long  de  l'axe;  on  fait  de  plus  b=z2a, 
condition  'qui  maintient  les  boules,  pour  toutes  les  positions,  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  et  passant  par  le  sommet  C.  Le  travail  virtuel 
du  poids  P  se  trouve  ainsi  annulé  ;  si  nous  supposons  en  outre  qu'on  ait  rendu 
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valeurs  p'  et  p"  qui  correspondent  à  a'  et  o^'  respectivement. 
Ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  leurs  équivalentes 

,      6cOSa  =  -^,       fcC0S«'=:-7l  •~  =  ^ r-7— î 

ca^  Wj*  ûa*        (i  -h  2/1,)  û)' 

icosa--=:("^^7^"U  =  ^'""'^'^^. 

en  négligeant  encore  ici,  vis-à-vis  de  l'unité,  le  carré  des  frac- 
tions n\  n\ ,  71"^  censées  très-petites. 
De  là  on  tire,  en  remarquantque  l'on  a  en  général  A =2a  cosa, 

bat'  6w,'w'  ft(i+an,)to» 

11'=  2  -  (i^"*— "")  l.=:2-  ^'  — '^»')  1, 

b         (ù\'         w'  6  (1  —  2»",)  &)»' 

A>      A_-  a(2M'  — 6)"-(»V>  g  _,a{n',-n')  g- 

6  W'»  W'~*6     1-27»'     ï?' 


nuUe  la  charge  Q  du  manchon,  et  que  nous  introduisions  une  force  nou- 
vel le  R,  agisrânt  sur  le  centre  de  gravité  de  la  boule,  suivant  la  perpendicu- 
laire menée  de  ce  centre  sur  Taxe,  Téquation  d'équilibre  se  réduit  à 

a-u'asina  =  R. 

Si  Ton  dispose,  suivant  la  direction  de  R,  an  ressort  à  boudin  dont  Tune 
des  extrémités  est  reliée  à  la  boule,  l'autre  à  un  point  fixe,  et  qui  soit  à  l'état 
naturel  quand  a  =  o,  la  tension  du  ressort,  dans  une  position  quelconque, 
sera  proportionnelle  à  son  allongement,  c'est-à-dire  à  sina,  en  sorte  que  m 
aura  une  valeur  constante  dépendant  de  la  roideur  du  ressort. 

3^  Régulateurs  paraboliques, —  L'équation  (a)  devient,  quand  la  charge  Q  du 
manchon  est  équilibrée, 

„•=-«_  =  €, 

6cos«      U 

H  désignant  la  projection  de  la  tige  de  la  boule  sur  Taxe  :  il  en  résulte  que,  si 
la  distance  du  centre  de  la  boule  au  point  d'articulation  A  varie  de  telle  ma- 
nière que  sa  projection  H  reste  constante,  pour  toutes  les  positions,  la  vitesse  u 
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expressions  dont  les  deux  dernières  donnent  la  mesure  de 
Tamplitude  de  course  du  manchon  de  part  et  d'autre  de  sa 
position  moyenne  ou  d'équilibre  strict. 

29.  Ces  mâmes  expressions  ayant  pour  facteur  commun  la 
quantité  2  ^r-^^  on  voit  que  leurs  rapports  s  en  trouvent  indé- 
pendants, et  ont  des  valeurs  complètement  déterminées  dès 
qu'on  s'est  donné  celles  des  nombres  n\  n\  et  n\,  qui  règlent 
]es  écarts  de  la  vitesse  angulaire  sur  sa  valeur  moyenne  ou  de 
régime. 

reste  également  constante.  Ce  résultat  est  obtenu,  si  Ton  fait  mouvoir  le  centré 
des  boules  suivant  une  parabole  :  l'exécution  d*an  tel  système  est  difficile  et  com- 
pliquée; on  a  essayé  de  lui  en  substituer  un  autre  dans  lequel  les  courbes 
paraboliques  sont  remplacées  par  des  bras  ordinaires  à  deux  articulations, 
permettant  aux  boules  de  décrire  des  arcs  de  cercle  très-voisins  des  arcs  de 
parabole  (Régulateur  parabolique  de  Frank,  Technologiste,  t.  IX,  i8'j8). 
4**  Régulateurs  à  bras  croisés.  —  M.  Farcot  a  imaginé  un  régulateur  représenté 

dans  ia^^.  lo,  qui  tient*  à  la  fois  des 
trois  systèmes  précédents  :  le  centre 
de  rotation  de  la  tige  à  boules  est  en 
dehors  de  l'axe,  et  déterminé  de  telle 
manière,  que  le  cercle  décrit  par  le 
centre  de  la  boule  soit,  entre  les  deux 
limites  de  course,  très-voisin  de  Tare 
de  parabole  qui  correspond  à  la  solu- 
tion rigoureuse;  l'erreur  résultant  de 
la  non-concordance  des  deux  courbes 
est  corrigée  en  partie  par  un  contre- 
poids variable,  en  partie  par  un  res- 
sort à  boudin  qui  enveloppe  l'arbre 
et  dont  l'une  des  extrémités  est  fixée 
au  bâtis  et  l'autre  à  la  face  inférieure 
du- manchon. 

Si  l'on  désigne  par  p  la  distance  de 
l'articulation  supérieure  à  l'axe,  par  R 
la  force  verticale  variable  introduite  par  le  ressort,  l'équation  d'équilibre  est 


-w**C0Ba(*8ina— /^)  =  P*sina^-(Q- 


■R)  A8in«, 


qui  donne  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  la  distance  p  et  le  mode  de 
variation  des  forces  Q  et  R,  pour  assurer  la  constance  de  la  vitesse  w. 

b**  Régulateurs  à  boules  conjuguées,  —  M.  E.  Rolland  a  donné  une  solution 
rigoureuse  du  problème  de  l'isochronisme ,  sans  faire  usage  de  ressorts  ni  de 
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Si  l'on  veut  notamment  s'imposer  la  condition  que  les  am- 
plitudes A  —  A',  h"—  A  de  la  course  du  manchon  soient  égales 
entre  elles,  ce  qui,  au  premier  abord,  paratt  assez  convenable, 
ces  nombres  devront  satisfaire  à  Téquation 


2«"  —  &>  ' 


I     ou 


0)? 


26)' 


26)\»— W» 


Fig.  II. 


Cette  relation  fera  connaître  l'une  de  ces  trois  quantités,  quand 
les  deux  autres  seront  données  :  en  supposant,  par  exem- 
ple, n",  =rn'i  =  o,o4,  ce  qui  revient  à  prendre  w",  =  0,96», 

eoDtre-poids  Tariables;  le  principe  général  conBÎste  à  compenser,  à  Taide  d'une 
deuxième  boule,  les  TariationB  résultant  des  déplace- 
ments de  la  première.  La  Jig,  ii  indique  Tune  des 
dispositions  des  divers  systèmes  dus  à  Af.  Rolland. 
A' A'  est  l'axe  du  régulateur  :  à  cet  axe  est  lié  un  sup- 
port OA  portant  en  O  un  petit  arbre  horizontal  sur  le- 
quel sont  calées  deux  tiges  à  angle  droit  OB,  OB'; 
celles-ci  portent  des  boules  égales  B  et  B',  placées  à 
la  même  distance  de  O;  elles  sont  articulées  en  G 
et  C,  avec  les  tiges  CO'  et  C'O'',  qui  sont  articulées 
elles-mêmes  en  O'  et  O'  avec  les  bras  horizontaux 
0'k\  0"^"^  terminés  par  des  douilles  A',  A',  mobiles 
le  long  de  l'arbre.  Ce  dispositif  est  reproduit  de  l'autre 
côté  de  l'axe;  il  peut,  du  reste,  ôtre  répété  dans  un 
nombre  quelconque  de  plans,  formant  entre  eux  des 
angles  égaux,  autour  de  Taxe.  Soient  : 

p  U  distance  OA  =  C'A'  =  O'A"  ; 

/  la  longueur  aC  ^  CO  =  0C'=  C'O"; 

L  la  distance  du  centre  de  gravité  de  chacune  des  boules  B,  B'  au  point  O  ; 

P  le  poids  de  chaque  boule; 

X,  j  des  eflTorts  verticaux  exercés  de  haut  en  bas,  l'un  en  O'',  l'autre  en  O'  ; 

a  l'angle  BOO'. 

L'équation  d'équilibre,  pour  une  position  définie  par  a,  est 

—  PL/9(sin  a  -h  cosa)  =  (PL  -f-  ^jrl)9\n  a  -H  (a*/  —  PL)cos  a, 

les  conditions  d'isochronisme  sont  remplies  si  l'on  annule  les  coefficients  de 
sin  X  et  de  cosx  ;  on  trouve  ainsi 

Cet  relations  permettent  de  déterminer  les  valeurs  à  donner  aux  charges  j^  et  x 
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a)j  =  i,o4w,   on    trouve    w'=i,0295w  ou  n'  =  o,o4  à  peu 
près. 

Mais  il  n'est  pas  indispensable  de  limiter  ici  le  nombre  n', 
dont  la  petitesse  indique  le  degré  de  sensibilité  de  l'appareil, 
et  rien  ne  s'oppose  à  ce  que,  se  donnant  à  volonté  n'  et  n',  ou 
w'  et  (ù\t  la  valeur  de  n\  qui  résulte  de  l'équation  ci-dessus  dif- 
fère un  peu  de  celle  de  n',;  en  prenant,  par  exemple,  n'= 0,02 
et  7i'^  =  o,o4,  on  trouve  w",  =  0,9245 w',,  ou  /i"  =  0,087,  de  sorte 
que  les  écarts  de  la  vitesse  angulaire  de  part  et  d'autre  de  la 
moyenne  &>,  bien  qu'inégaux,  ne  différeraient  entre  eux  que 
des  o,oo3  de  oi),  quantité  tout  à  fait  négligeable. 

30.  Conditions  relatives  à  la  constitution  matérielle  du 
système.  —  Supposons  que  le  nombre  n\  ait  été  déterminé 
comme  on  vient  de  l'indiquer;  la  connaissance  des  nombres 
n'y  n\y  n\  et  des  quantités  /?  et  A  —  h'  ne  sufQt  pas  pour  fixer 
la  grandeur  des  autres  éléments  du  problème,  tels  que  P,  a» 
fr,  0),  A, ...  ;  car  nous  avons  ici  moins  d'équations  que  d'incon- 
nues; il  faut  joindre  à  ces  équations  les  conditions  ou  don- 
nées particulières  que  fournit  la  constitution  matérielle  du 


pour  obtenir  la  vitesse  constante  ai;  on  voit  qu'à  l'aide  de  celte  disposition 
l'appareil  peut  être  réglé  pour  une  vitesse  normale  quelconque,  par  de  simples 
modifications  aux  charges  additionnelles  j:  et^. 

Si  l'on  choisit  p  de  telle  manière  que  — -  soit  égal  à  i,  la  charge^  devient 

nulle,  et  l'on  a  jr  =  P  y  ;  la  douille  mobile  inférieure  peut  alors  être  supprimée, 

ainsi  que  les  tiges  CD',  C'A';  on  arrive  ainsi  à  un  régulateur  isochrone  dont 
l'exécution  n'est  pas  plus  compliquée  que  celle  d'un  régulateur  ordinaire. 

Régulateurs  à  ailettes.  —  M.  Yvon  Villarccau  (Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences^  3  et  lo  juin  187Q)  a  fait  remarquer  que  les  deux  boules  conju- 
guées des  régulateurs  de  M.  Rolland  peuvent  être  remplacées  par  une  masse 
unique  convenablement  déterminée;  il  a  étudié  en  outre  la  question  des  régu- 
lateurs isochrones  destinés  à  maintenir  le  mouvement  uniforme  par  leur  action 
sur  les  résistances,  et  plus  particulièrement,  sur  la  résistance  de  l'air  à  l'aide 
du  déploiement  variable  d'ailettes  reliées  à  l'appareil.  Dans  ce  cas,  les  résis- 
tances passives  provenant  de  la  manœuvre  de  la  valve  d'admission  n'existent 
pas,  et  les  seules  causes  qui  puissent  s'opposer  à  l'isochronisme  parfait  sont  le 
frottement  des  articulations  et  du  manchon,  l'absence  d'homogénéité  des  métaux 
employés  et  les  petites  erreurs  inévitables  de  l'exécution.  M.  Yvon  Villarceau  a 
introduit,  dans  son  appareil,  des  masses  régulatrices  qui  permettent  de  corriger 
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système  et  qui  limitent  l'étendue  des  valeurs  à  attribuer  aux 
quantités  en  apparence  tout  à  fait  arbitraires. 

Parmi  ces  dernières  conditions,  les  plus  importantes  ont  déjà 
été  indiquées  à  l'occasion  de  la  disposition  (Jig,  6)  qui  nous 
occupe  :  i®  les  boules  ne  doivent  pas,  dans  leur  position  la 
plus  basse  répondant  à  l'angle  «%  venir  toucher  le  levier 
qui  lie  le  manchon  à  la  vanne  motrice  et  dont  la  position 
est  sensiblement  horizontale  ;  *i^  ces  mêmes  boules  ne 
doivent  pas  non  plus  venir  toucher  les  verges  inférieures  BC 
et  DC  du  losange  à  l'instant  qui  répond  à  cette  position  la 
plus  basse.  A  ces  conditions,  on  peut  joindre  celle  que 
l'angle  a"  ne  soit  jamais  au-dessous  de  20  à  3o  degrés,  afin 
de  ne  pas  être  obligé  à  évider  par  trop  la  chape  qui  leçoit 
en  A  les  verges  des  boules  ou  de  courber  ces  verges  elles- 
mêmes,  ce  qui  se  fait  néanmoins  quelquefois.  Enfm  on  peut 
admettre  que  le  rayon  des  boules  ne  dépassera  pas,  en  aucun 
cas,  o"»,i2,  ce  qui  leur  suppose  un  poids  d'environ  52  kilo- 
grammes; que,  d'un  autre  côté,  la  demi-largeur  des  verges  CB 
et  CD,  ainsi  que  celle  du  levier  GL,  ne  surpassera  pas  o",o25; 


ces  dernières  imperfections;  l'écart  moyen  de  la  vitesse  constaté  sur  un  régula- 
teur construit  par  M.  Bréguet  dans  ces  conditions  s'est  trouvé  réduit  à  i  millième 
de  la  vitesse  do  régime,  malgré  les  variations  du  poids  nkoteur  dans  le  rapport 
de  I  à  6. 

De  tels  régulateurs  ne  peuvent  évidemment  convenir  que  dans  les  cas  où 
l'on  n'a  pas  à  se  préoccuper  de  l'économie  du  travail  moteur;  ils  sont  surtout 
destinés  à  assurer  une  vitesse  uniforme  à  des  instruments  de  Physique  ou  d'As- 
tronomie. 

Sensibilité  des  régulateurs  isochrones.  —  Lorsqu'il  s'agit  de  régulateurs  des 
machines  industrielles,  les  résistances  passives  ne  peuvent  jamais  être  rendues 
négligeables;  il  en  résulte  que,  si  l'équilibre  est  établi  sous  un  angle  a,  à  la 
vitesse  normale  &>«,  cette  vitesse  peut  augmenter  jusqu'à  une  valeur  ta'  ou  dimi- 
nuer jusqu'à  une  autre  valeur  ej",  sans  que  le  manchon  se  mette  en  mouve- 
ment. Ces  deux  vitesses,  qui  sont  données  par  l'équation  (i),  deviennent,  dans 
le  cas  de  lay?^.  6,  quand  la  condition  d'isochronisme  (3)  est  remplie, 

«.=  („;^^      Çf_y    et    .-^U-gPiLJ)". 
\    •       °Vb*co^v.J  \  "P^cosa/ 

La  résistance  p  varie,  en  général,  avec  la  position  de  la  valve  ou  du  manchon  ; 

l'écart  maximum  des  vitesses  correspond  à  la  position  pour  laquelle 
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qu'enfin  le  jeu  à  conserver  entre  les  boules  et  ces  verges  bu 
ces  leviers  sera  au  moins  de  o™yo35. 

Désignant  par  j  l'intervalle  qui  existe  entre  le  milieu  du 
manchon  G  et  le  centre  des  articulations  C,  les  deux  pre- 
mières conditions  donnent  évidemment  lieu  aux  inégalités 

A  —  ftcoso^  ou  2  7^ 

—     ~^^J-^>o">»a-f-o",o25  4-o'",o35— y  =  o",i8— j, 

BOsinCBO  ou  (6  — ajsinaa" 

=  .(.-;)sin«»(i^ll^4>o-,,8. 

\  bj  1  —  2/1,     W» 

dans  lesquelles  a"  doit  être  pris  égal  à  20  degrés  au  moins. 

est  mailmuni.  On  reconnaît  du  reste  que,  dans  les  conditions  pratiques,  la 

moyenne  des  vitesses  extrêmes  diffère  très-peu  de  la  vitesse  moyenne  u„ 

en  sorte  que  l'écart  proportionnel  des  vitesses  est  sensiblement  égal  à 
ta*  —  *>*  __      ^«  P 


û»p  ojjf^'  cosa 

p 
expression  dans  laquelle  il  faut  attribuer  à  — ^-~  sa  valeur  maxima. 

La  sensibilité  de  l'appareil  dépend  donc  directement  de  l'importance  des 
résistances  passives;  il  en  résulte  qu'il  n'y  a  aucun  avantage  à  employer  des 
régulateurs  rendus  isochrones  par  l'introduction  de  masses  considérables  qui, 
en  chargeant  les  articulations,  occasionnent  un  accroissement  notable  des  ré- 
sistances passives. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  envisagé  les  régulateurs  que  dans  leur  état 
d'équilibre;  si  l'on  veut  se  rendre  compte  du  fonctionnement  réel  de  ces  appa- 
reils, il  est  indispensable  d'étudier  les  conditions  du  mouvement  qui  les 
amène  d'une  position  d'équilibre  à  une  autre.  A  ce  point  de  vue,  leur  moment 
d'inertie  joue  un  grand  rôle;  M.  Rolland  a  fait  voir  (Mémoire  sur  l'établissement 
des  régulateurs  de  la  vitesse.  Journal  de  l'École  Poljtechniqnef  XLIIH  Cahier) 
que,  lorsque  l'importance  de  ce  moment  dépasse  certaines  limites,  il  peut  en 
résulter,  pour  les  boules  et  par  suite  pour  la  vitesse  de  la  machine,  des  oscil- 
lations continues  que  les  praticiens  appellent  oscillations  à  longues  périodes. 
M.  Rolland  a  étudié  les  moyens  à  employer  pour  réduire  au  minimum  l'inertie 
de  l'appareil,  et  il  a  indiqué  une  disposition  d'un  régulateur  parfaitement  iso- 
chrone, dans  lequel  il  n'existe  aucune  masse  parasite  (-voir  le  Mémoire  cité 
plus  haut).  CK.) 
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Ces  inégalités  feront  connaître  les  limites  des  valeurs  qui 

peuvent  être  attribuées  au  rapport  79  quand  on  se  sera  donné, 

avec  a!',  la  valeur  de  l'une  ou  de  l'autre  des  quantités  &>  et 
h—  h',  qui  sont  liées  entre  elles  par  la  relation 


Ayant  réglé  les  valeurs  de  a",  «,  p,  h  —  h'  et  j-^  d'après  ces 

considérations  et  celles  qui  peuvent  résulter  de  l'établissement 
du  système  de  leviers  servant  à  transmettre  le  mouvement  des 
manchons  à  la  vanne  motrice,  on  en  déduira  immédiatement 
les  valeurs  de  p,  b,  a,.. .  au  moyen  des  équations 

P=-^,    b=      ('-=^»')  ^  £ 

2n'b  cosa  (i—  2/1,)  w' 

31.  Limites  des  proportions  à  adopter,  —  Pour  que  ces 
valeurs  soient  admissibles,  elles  ne  devront  pas  dépasser  cer- 
taines limites  que  l'usage  ou  l'expérience  indique.  Ainsi,  par 
exemple,  il  y  aurait  quelque  inconvénient  à  ce  que  P  excédât 
de  beaucoup  36  à  ^o  kilogrammes  et  que  6  fût  supérieur  à 
ï  mètre  ou  à  i^.io.  Or,  d'une  part,  l'expression  ci-dessus  de  b 
fait  voir  que  cette  dernière  limite  serait  notablement  surpas- 

sée  si  l'on  donnait  à  cosa''  et  à  —  des  valeurs  trop  inférieures 

g 
à  l'unité,  condition  qu'on  remplira  en  ne  donnant  pas  à  l'an- 
gle af  plus  de  3o  degrés,  et  ne  faisant  pas  faire  à  l'axe  du  régu- 
lateur moins  de  3o  révolutions  par  minute.  D'une  autre  part, 
on  ne  saurait  attribuer  à  n'  une  valeur  au-dessus  de  o,q3  sans 
faire  perdre  à  l'appareil  sa  propriété  régulatrice;  la  première 
des  inégalités  ci-dessus  donne 

^  ^    /     «      o  -x  û)*  If  —  2/1'   ^  fi-  /; 

^>  o«,i8— y   ---f---^ — —^>o,  1-4- 0,5  =  0,6; 

0  "      2g         2    1  —  2/1, 

puisque  j  est  au  moins  égal  à  o^yoa,  que  tù*  doit  surpasser  g, 

I  ■     2/1' 
d'après  ce  qui  précède,  et  qu'enfin  la  fraction  — - — ^^  dans 
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laquelle  n'  est  plus  petit  que  n'\  surpasse  elle-même  Tunîté, 
on  aura  nécessairement 

^^  ^'-;*P>^op,     et  partant    />>-^^>4''*. 


-"    ujob'^"       '^'  "^  '^  ^     lo 

Celte  condition  pourrait  conduire  à  donner  à  h  — h',  dans 
certains  cas,  des  valeurs  trop  petites  incompatibles  avec 
l'équation 

car  le  produit  p{/i  —  h'  ),  qui  exprime  en  quelque  sorte  l'effet 
utile  du  régulateur,  pour  la  course  ascendante  du  man- 
chon, a  une  valeur  assignée  par  Tamplitude  correspondante 
(lu  mouvement  de  la  vanne  et  de  la  résistance  que  ce 
mouvement  entraîne  avec  lui,  de  sorte  que  p  ne  peut  être  di- 
minué sans  que  h  —  h'  augmente.  Substituant  d'ailleurs  la 

valeur  de  j-  tirée  de  celle  dernière  relation  dans  l'expression 
de  P,  il  en  résultera 

P=  Q-77-^ -T\  —pin  —  h'), 

nouvelle  expression  dans  laquelle  le  produit  ^(A  —  A')  est 

donné,  —  >i,  et  qui  peut  conduire  à  une  valeur  de  P  supé- 

Heure  de  beaucoup  à  4^  kilogrammes,  auquel  cas  il  faudrait 
renoncer  au  dispositif  de  la  Jîg.  6  pour  recourir  à  l'un  ou  à 
l'autre  de  ceux  des^g".  8  et  9. 

Je  ne  crois  pas  d'ailleurs  nécessaire  de  rapporter  ici  les 
équations  de  condition  ou  inégalités  relatives  à  ces  derniers 
dispositifs,  les  discussions  qui  précèdent  montrant  suffisam- 
ment la  marche  qu'il  faudrait  suivre. 

32.  Système  d'embrayage  pour  suppléer  la  force  du  régu- 
lateur par  celle  de  la  machine.  —  Lorsque  les  valeurs  de/>  et 
de  A  —  h'  sont  tellement  grandes  qu'il  devient  impossible  de 
faire  mouvoir  directement  la  vanne  par  le  manchon  du  régu- 
lateur, on  sait  que  l'usage  des  constructeurs  est  de  tirer,  du 
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mouvement  même  de  la  machine,  la  force  nécessaire  pour 
opérer  celle  manœuvre;  le  disposilif  employé  dans  ce  cas  esi 
représenié  dans  ia^g".  12. 


Fig.  13. 


UKlvV.Ui^lTY  OV 

CALI  FORMA. 

Le  régulateur  esl  alors  uniquemenl  employa  a  laire  mouvoir 
le  manchon  d'embrayage  L  par  rinlermédialre  du  levier  GL; 
OK  esl  un  arbre  qui  lire  direclemenl  son  mouvement  de  la 
machine,  et  autour  duquel  peuvent  tourner  librement,  sans 
glisser  longiludinalement,  les  roues  d'angles  N,  M  qui  en- 
grènent dans  la  roue  Q  servant  à  transmettre,  tantôt  dans  un 
sens,  tantôt  dans  Tautre,  le  mouvement  de  Tarbre  OK  à  la 
vanne,  dès  que  le  manchon  à  griffe  L,  qui  a  au  contraire  la  fa- 
cuUé  de  glisser  sans  tourner  sur  cet  arbre,  vient  à  embrayer  ' 
Tune  ou  Tautre  des  roues  N  ou  M,  de  manière  à  les  rendre 
solidaires  avec  ce  même  arbre. 

Il  résulte  de  ce  disposilif  que  l'effort  p  esl  simplemenl  rem- 
placé par  celui  qui  est  nécessaire  pour  faire  glisser  d'abord, 
puis  embrayer  le  manchon  L  avec  Tune  ou  l'autre  des  roues  N 
et  M  dont  il  s'agit.  Mais  comme,  à  partir  de  l'instant  où  les 
griffes  du  manchon  L  sont  amenées  en  contacl  avec  celles  de 
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ces  roues,  refifort  p  doit  être  augmenté,  pour  vaincre  les  ré- 
sistances inhérentes  à  l'embrayage,  il  s'écoulera  un  certain 
temps  avant  que  la  machine  ait  acquis  le  nouvel  accroisse- 
ment ou  la  nouvelle  diminution  de  vitesse  que  nécessite  ce  sur- 
croît de  résistance  (•). 

33.  Conditions  de  l'établissement  de  ce  système.  —  Nom- 
mant p'  Teffort  que  doit  alors  exercer  le  manchon  G  du  régu- 
lateur, oj',=  (i -T-/i'a)w,  û)'  =  (i  — n',  )(k)  les  vitesses  correspon- 
dantes du  régulateur,  et  observant  que  les  angles  a\  a"  et  les 
hauteurs  A',  h''  n'ont  pas  varié,  on  aura  à  satisfaire  aux  nou- 
velles équations  de  condition 

P  P 

-<k)',»6'cosa'— Pt  — p'a  =  o,     -  wVft"cosa"—P6 -4- i?'a=  o, 

qui  serviront  simplement  à  déterminer  les  valeurs  de  o)',,  &)', 
si  l'appareil  se  trouve  déjà  établi,  ou  à  déterminer  les  valeurs 
de  P,  a,  fr, . . .  conjointement  avec  les  équalions  de  condition 
précédentes,  si  l'on  prétend  se  donner  arbitrairement  ces  pre- 
mières valeurs;  mais,  comme  alors  on  aurait  à  satisfaire  à  plus 
de  conditions  qu'il  n*y  a  d'inconnues  si  l'on  continuait  à 


{^)  Régulateurs  à  cènes  de  friction.  —  Ainsi  que  cela  est  dit,  à  la  fin  du  n^  35 
du  texte,  le  système  représentée?^.  iq  conduit  à  des  écarta  de  vitesse  notables 
et  souvent  à  des  oscillations  à  longue  période.  Cela  tient  à  ce  que  les  rcsistance& 
sur  le  manchon,  qui  sont  ordinairement  faibles  dans  le  trajet  entre  les  deux 
roues,  deviennent  brusquement  très-importantes,  au  moment  des  embrayages 
ou  des  débrayages.  On  a  cherché  à  remédier  à  cet  inconvénient  en  substituant 
à  Vembrayage  à  dents  un  système  de  cônes  de  friction  dont  la  manœuvre  est 
plus  douce  et  plus  régulière.  M.  Far«ot  est  Tanteur  d'un  régulateur  de  ce  genre; 
il  a  perfectionné,  en  outre,  la  réglementation  en  adoptant  une  disposition  dans 
laquelle  la  valve  d'admission  est  manœuvrée,  non-seulement  par  la  routioo 
résultant  de  l'embrayage,  mais  encore  par  le  mouvement  du  manchon  le  long 
de  l'axe;  les  deux  cônes  sont,  du  reste,  mobiles  dans  le  sens  vertical  entre  cer- 
taines limites  de  course  et  d'effort,  en  sorte  que  le  mouvement  longitudinal  du 
manchon  peut  se  continuer  après  l'embrayage.  Le  système  ingénieusement 
combiné,  à  l'aide  d'arbres  creux  concentriques  qui  permettent  de  ramener 
toutes  les  pièces  autour  de  l'axe  du  régulateur,  est  d'une  exécution  et  d'un 
entretien  difficiles;  il  n'est,  du  reste,  pas  établi  au  point  de  vue  de  l'isochro- 
nisme,  et  le  constructeur  lui  a  substitué,  depuis  quelques  années,  le  régulateur 
à  bras  croisés  (Note  du  n<»  28).  (K.) 
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prendre  &>',  et  &>'  arbitrairemenl,  on  devra  regarder  les  équa* 
lions  d'équilibre,  qui  renferment  ces  quantités,  comme  pro- 
pres seulement  a  les  déterminer  quand  les  autres  quantités  du 
problème  auront  été  flxées,  et  remplacer,  en  conséquence, 
les  équations  dont  il  s'agit  et  toutes  celles  qui  en  dérivent  par 
d'autres,  dans  lesquelles  on  devra  substituer/?',  <ù\j  gj,,  n',,  n\ 
a  Pf  (ù\ ,  (ù\ ,  n', ,  w*  respectivement. 

Relativement  à  la  manière  de  déterminer  />,  elle  consiste 
tout  simplement  à  mesurer,  à  l'aide  du  dynamomètre  ou  par 
un  moyen  quelconque,  l'effort  nécessaire  à  appliquer  au  man* 
chon  G  dans  la  direction  de  l'axe  AH  du  régulateur  pour  faire 
embrayer  le  manchon  L  avec  l'une  ou  l'autre  des  roues  N  et  M 
pendant  le  mouvement  même  de  la  machine;  ce  qui  n'a  aucune 
dîfOculté  lorsqu'une  fois  le  système  de  l'embrayage  et  du  le- 
vier GL  se  trouve  établi.  On  pourra  aussi  calculer  directement 
les  résistances  de  ce  système,  d'après  ce  qui  sera  dit  dans  les 
sections  suivantes  de  ce  Cours,  en  observant  que  la  résistance 
a  l'embrayage,  mesurée  dans  le  sens  de  l'axe  OK  du  manchon  L, 
provient  essentiellement:  i^du  frottement  produitsur  les  faces 
des  griffes  par  la  pression  qu'il  faut  leur  appliquer  perpendi- 
culairement pour  vaincre  la  résistance  opposée  par  la  roue  Q; 
a*  du  frottement  produit  le  long  de  l'arbre  OR  tant  par  le  poids 
propre  du  manchon  que  par  la  réaction  qui  provient  de  cette 
pression,  et  qui  s'exerce  principalement  sur  la  languette  sail- 
lante servant  de  guide  à  ce  manchon  le  long  de  l'arbre  dont 
il  s'agit. 

Il  est  sans  doute  inutile  d'observer  que  la  résistance/?'  doit 
être  évaluée,  d'après  les  suppositions  et  pour  l'instanl  les  plus 
défavorables  possible,  de  sorte  que  l'effort  réel  ne  puisse  ja- 
mais surpasser  celui  qui  aura  été  adopté  d'après  le  calcul  ou 
l'expérience;  et,  comme  il  faut  que  cet  effort  soit  exercé  dans 
toute  l'étendue  de  la  course  du  manchon  L,  pendant  l'em- 
brayage ou  le  débrayage,  il  serait  convenable  de  comprendre 
cette  étendue  dans  les  valeurs  de  A  —  A',  h"—  h,  qui  sont  cen- 
sées correspondre  aux  vitesses  limites  (a\  et  o)'^  dont  il  a  été 
question  ci-dessus. 

Les  équations  de  condition  spécialement  relatives  à  l'éta- 
blissement du  régulateur  deviendront  ainsi,  en  admettant  tou- 
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jours  la  disposition  de  la  fig.  6, 

y» 

b  0)"- w^''"  2/1' 6  ^'    "  ""•""   ^  ^^?  «2  "*■   I 


-.         rt         &)'  a  ,  ,,        2  0)'— &)'£•  1  —  2/1'    fi^ 


^6      I  —  2/lj     &)* 

auxquelles  il  faudrait  joindre  les  inégalités  du  n^  31,  (|ui  de- 
viennent ici 


a^     (i  — 2n')         /  I  A  63'   ^         o,oQ   (1  —  2/1") 


et  dans  lesquelles  a"  doit  toujours  être  pris  au-dessus  de 
20  degrés. 

34.  Action  de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge  sur  les 
verges  du  régulateur.  -—  Avant  de  terminer  ce  sujet,  nous 
croyons  devoir  indiquer  la  manière  de  tenir  compte  de  Faction 
de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge  sur  les  verges  du  régu- 
lateur, action  qui  peut  exercer  une  certaine  influence  dans  le 
cas  où  la  résistance  p  serait  très-faible. 

Négligeant  encore  le  frottement  des  articulations  du  sys- 
tème dont  l'action,  qui  s'ajoute  à  celle  de  p,  en  demeure  tou- 
jours une  très*petite  fraction,  supposant  d'ailleurs  aux  verges 
une  forme  prismatique  ou  remplaçant,  dans  certains  cas,  leurs 
sections  variables  par  une  section  moyenne  constante,  ce  qui 
altérera  très-peu  les  résultats  du  calcul,  on  décomposera 
d'abord  le  poids  des  verges  inférieures  BC  {^g.  7  et  8)  en  deux, 
l'un  agissant  en  C  et  l'autre  en  B  :  le  premier  s'ajoutera  au 
poids  du  manchon  6  pour  augmenter  ou  diminuer  la  valeur 
de/?,  selon  la  disposition  du  système  et  le  sens  propre  du 
mouvement  de  ce  manchon;  le  second  sera  de  nouveau  dé- 
composé en  deux  autres  agissant  en  0  et  A,  dont  l'un  s'ajou- 
tera au  poids  P  des  boules  et  l'autre  sera  détruit  par  la  résis- 
tance de  l'axe  A.  On  décomposera  pareillement  le  poids  des 
verges  ABP  en  deux  autres,  agissant  aux  mêmes  points  A  et  0. 

D'après  cela,  nommant  q^  q'  et  g,  respectivement  le  poids 
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simple  des  verges  inférieures  et  supérieures  ainsi  que  du 
manchon  G,  on  trouvera,  en  particulier  pour  le  cas  de  la^g.  6 
et  en  conservant  les  dénominations  jusqu'ici  admises,  que 
le  poids  P  des  boules  doit  être  augmenté  de  la  quantité 

-  (  ç  jr  -+-  ç'  j  et  la  résistance  p  du  poids  ^  -f-  g»  si  le  manchon 

s'élève,  ou  diminué  de  ce  même  poids  s'il  s'abaisse. 

Quant  à  la  force  centrifuge  des  verges,  on  trouve  sans  diffi- 
culté que,  pour  chacune  d'elles,  son  action  équivaut  à  celle 
d'une  masse  égale  au  tiers  de  la  sienne  propre  et  supposée  con- 
centrée à  l'extrémité  la  plus  distante  de  Taxe  de  rotation.  Or 
il  résulte  de  cette  proposition  que,  pour  tenir  compte  de  l'ac- 
tion de  la  force  centrifuge  sur  les  verges,  il  suffira  d*aug- 

P 
mentér  simplement  la  masse  M  =  -  des  boules  de  la  quantité 

Dans  le  cas  de  la  Jig,  9,  on  observera  que  le  poids  du 
manchon  et  du  losange  supérieur  ABCD  est  opposé  à  celui  des 
boules;  de  sorte  que,  si  l'on  représente  ici  par  5,  q'  et  5"  res- 
peciivemenl  le  poids  des  verges  ou  portions  dg  verges  AB,  AP 
et  BC,  on  devra  remplacer,  dans  les  équations  d'équilibre  qui 
s'y  rapportent, 

^       I     ,       I  ,  „,  «  sin(m  -h  a) 


2  '       2  ^      ^6        sinot 
P  P        I     ,        1   ,  „,AK 

g  .    ôg^         3   ^       ^   ^  0        cosa 

p  par  /?  —  g,  —  ç"  si  la  vitesse  augmente,  et  par  p  -\-  q^-\-q*' 
si,  au  contraire,  elle  diminue  ou  que  le  manchon  s'élève. 

35.  Observations  générales  relatives  à  l'établissement  des 
régulateurs  à  force  centrifuge,  —  Les  développements  dans 
lesquels  nous  venons  d'entrer  sont  suffisamment  motivés  par 
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rimporlance  des  applications  que  reçoii,  dans  l'industrie,  le 
régulateur  à  force  centrifuge  et  l'état  d'imperfection  où  se 
trouve  encore  sa  théorie;  mais  nous  n'aurions  qu'imparfaite- 
ment rempli  la  tâche  que  nous  nous  sommes  imposée  si  nous 
n'insistions  quelque  peu  sur  l'étendue  de  ces  applications  et 
les  attentions  qu'on  doit  avoir  lors  de  son  établissement. 

D'abord  il  est  clair  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  il  ait 
été  primitivement  réglé,  les  effets  ne  pourront  être  que  très- 
incertains,  très- irréguliers  si  la  résistance  de  la  vanne  ou  du 
système  qui  la  lie  au  manchon  n'est  pas  constante,  ou  si  elle 
est  susceptible  de  croître  au  delà  des  limites  qui  lui  ont  été 
d'abord  assignées,  ce  qui  arrive  pour  beaucoup  de  cas. 

Ensuite  si  la  machine  est  par  elle-même  douée  d'un  mou- 
vement oscillatoire  ou  périodiquement  variable,  telles  que 
celles  qui  portent  des  balanciers,  des  bielles  et  manivelles,  le 
régulateur  ne  fera  lui-même  qu'osciller  à  chaque  révolution, 
autour  de  la  position  moyenne,  en  imprimant  à  la  vanne  mo- 
trice des  mouvements  contraires,  plus  nuisibles  qu'utiles,  puis- 
qu'ils ne  peuvent  en  aucune  manière  empêcher  la  périodicité 
de  la  vitesse  de  la  machine.  Le  volant,  dont  nous  étudierons 
la  théorie  plus  loin,  est  seul  capable  de  diminuer  l'amplitude 
de  ces  variations  de  la  vitesse,  pour  ainsi  dire  momentanées, 
et  l'effet  du  régulateur  doit  se  borner  à  empêcher  que  ce  mou- 
vement ne  s'accélère  ou  ne  se  retarde  pas  trop  dans  une  suc- 
cession de  périodes  de  la  machine  (*). 

Eniin  lorsqu'on  a  recours  simultanément  à  l'emploi  d'un 
volant  et  du  régulaleur,  il  convient  de  ne  pas  donner  à  ce  der- 
nier une  sensibilité  telle,  qu'il  puisse  osciller  pendant  la  durée 
du  mouvement  régulier  ou  de  régime  de  la  machine,  ce  qui 
exige  qu'on  prenne  pour  /i'«  ou  n'cû  précisément  le  plus  grand 
des  écarts  que  reçoit  te  vitesse  durant  ce  mouvement  et  malgré 
la  présence  du  volant.  On  peut  aussi,  sans  diminuer  cette 

('  )  Corrélation  entre  le  régulateur  et  le  volant.  —  L'action  du  régulateur  est 
eD  relation  intime  avec  Téncrgie  du  volant;  quelque  sensible  que  soit  un  régu- 
lateur, il  ne  peut  pas  agir  instantanément;  les  considérations  exposées  dans  le 
texte  prouvent  du  reste  qu'une  trop  grande  sensibilité  serait  ordinairement 
plus  nuisible  qu'utile,  il  faut  ajouter  que,  dans  la  plupart  des  machines,  sur- 
tout dans  les  machines  à  détente,  le  régulateur  ne  peut  avoir  d'action  efficace 
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sensibilité,  donner  a  la  gorge  du  manchon  qui  conduit  les 
vannes  une  longueur  telle  que,  moyennant  un  jeu  convenable» 
ces  dernières  ne  se  meuvent  qu'à  partir  de  la  position  du  ré- 
gulateur, qui  répond  au  plus  grand  écart  dont  il  s'agit.  Cette 
disposition  est  surtout  nécessaire  dans  le  cas  où  Ton  est  forcé 
d'employer,  pour  manœuvrer  la  vanne,  l'embrayage  dont  il  a 
été  parlé  au  n"*  32;  mais  alors  le  jeu,  pu  lieu  de  s'établir  sur 
l'un  ou  l'autre  des  manchons,  doit  l'être  sur  l'arbre  même  qui 
porte  l'embrayage,  de  façon  que  le  manchon  de  cet  arbre  ait 
un  certain  espace  à  parcourir  avant  d'embrayer  dans  l'une  ou 
l'autre  des  roues.  De  plus,  comme  ici  la  vanne  est  susceptible 
de  s'élever  ou  de  s'abaisser  d'une  quantité  très-grande  avant 
que  l'inertie  des  masses  de  la  machine  ait  permis  de  ramener, 
d'une  quantité  sensible,  la  vitesse  actuelle  vers  la  vitesse  de 
régime,  on  voit  que  ce  dispositif  pourra,  dans  certains  cas, 
présenter  des  inconvénients  fort  graves,  et  aura  dans  tous  celui 
d'amener  la  vanne  à  un  état  d'oscillation  d'une  durée  plus  ou 
moins  grande,  ce  qui  tient  à  ce  que  les  amplitudes  de  son  mou- 
vement n'ont  qu'une  dépendance  fort  indirecte  avec  la  cause 
qui  fait  varier  la  vitesse  de  la  machine,  et  qui  consiste  évidem- 
ment dans  la  variation  même  des  résistances  qui  lui  sont  ap- 
pliquées. 

Cette  dernière  considération  nous  conduit  à  une  solution  du 
problème  qui  nous  paraît  plus  directe  et  plus  simple»  outre 
qu'elle  jouit  de  divers  avantages  très-essentiels  que  nous 
aurons  soin  de  faire  connaître  dans  l'article  suivant. 


sar  le  moteur  que  pendant  une  fraction  de  la  course  du  récepteur,  c'est-à-dire 
pendant  la  période  d'introduction.  11  résulte  de  là  qu'il  s'écoule  nécessairement 
on  temps  plus  ou  moins  long  entre  le  moment  de  la  production  d'une  varia- 
tion dans  la  vitesse  et  celui  où  le  régulateur  peut  apporter  une  correction 
utile.  Pendant  cette  période,  les  volants  seuls  peuvent  atténuer  les  inconvé- 
nients des  variations  ;  leur  moment  d'inertie  doit  donc  être  calculé  de  manière 
à  ne  pas  laisser  atteindre  à  l'accélération  du  système  sa  valeur  dangereuse,  et,  en 
second  lieu,  à  maintenir  la  vitesse  entre  les  limites  voulues,  en  supposant  que 
la  variation  de  travail  persiste  pendant  tout  le  temps  que  le  régulateur  ne  peut 
pas  avoir  d'action  efficace  {Tfoir,  au  sujet  de  la  corrélation  entre  le  régulateur 
et  le  volant,  le  Mémoire  sur  les  effets  des  variations  du  travail,  et  sur  les  moyens 
de  les  corriger,  par  M.  E.  Rolland,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
janvier  1872).  (K.) 
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Ilonvean  régulateur  à  ressort  et  instantané. 

36.  Description  de  V appareil.  —  A  et  A'  {Jig.  i3)  sont  deux 
portions  indépendantes  d'un  même  arbre  moteur,  interrompu 
vers  le  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  coussinets  hg, 
qui  en  supportent  les  extrémités  voisines.  L'arbre  A  entraîne, 
dans  son  mouvement,  le  tambour  en  fonte  CC,  qui  est  évidé 


intérieurement  et  armé  de  menlonnets  saillants  «î;  l'arbre  A' 
fait  corps  avec  le  noyau  a' a'  portant  des  lames  d'acier  droites 
et  flexibles  aa'  dirigées  suivant  les  rayons,  et  dont  les  extré- 
mités les  plus  éloignées  de  Taxe  sont  pressées  par  les  men- 
tonnets  ab  du  tambour  C;  de  cette  manière,  le  mouvement  de 
rotation  de  l'arbre  A  est  transmis  à  l'arbre  A'  par  l'intermé- 
diaire des  ressorts  aa',  et  réciproquement. 

B,  B'  sont  deux  roues  égales  portant  le  même  nombre  de 
dents,  et  qui  reçoivent  le  mouvement  des  deux  arbres  respec- 
tifs A  et  A';  ces  roues  engrènent  avec  les  pignons  F  et  F'  montés 
sur  l'arbre  DD'  parallèle  à  AA':  mais,  tandis  que  la  roue  F'  fait 
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corps  avec  son  arbre,  la  roue  F,  qui  porte  un  manchon  à  gorge  G 
et  dont  le  noyau  est  taillé  en  écrou,  peut  cheminer  le  long  de 
cet  arbre  qui,  à  cet  effet,  est  taillé  en  vis.  Maintenant  il  est  clair 
que,  si  les  portions  d'arbre  A,  A'  faisaient  système,  les  roues  B, 
B'  décrivant  les  mêmes  angles,  Técrou  suivrait  le  mouvement 
de  la  vis  sans  cheminer  longitudinalement;  mais  que,  comme 
ces  arbres,  au  contraire,  parcourent  des  angles  différents  à 
cause  de  la  flexion  des  ressorts  qui  les  unissent,  il  arrivera  que 
la  roue  F  cheminera  le  long  de  son  arbre  d'une  quantité  qui  sera 
exactement  proportionnelle  à  l'angle  de  torsion  des  arbres  A 
et  A',  et  dont  elle  donnera  la  mesure  précise;  qu'enfin,  si  l'ef- 
fort de  réaction  de  ces  mêmes  arbres  est  constant,  ce  qui  sup- 
pose le  mouvement  rigoureusement  uniforme,  la  roue  F  tour- 
nera, sans  cheminer,  à  la  place  que  lui  assigne  l'angle  de  torsion 
relatif  à  cet  effort.  Concevant  donc  que  le  manchon  G  soit  em- 
ployé à  faire  mouvoir  la  vanne,  qui  sert  à  régler  le  volume  du 
fluide  moteur  admis  sur  la  machine,  de  manière  que  cette  vanne 
s'abaisse  quand  la  flexion  des  ressorts  augmente  et  s'élève 
quand  elle  diminue,  on  voit  que  le  nouveau  dispositif  remplira 
d'autant  mieux  les  fonctions  de  régulateur  qu'ici  les  quantités 
dont  la  vanne  s'est  élevée  ou  abaissée,  c'est-à-dire  dont  l'ori- 
fice s'est  agrandi  ou  diminué,  seront  exactement  en  rapport 
avec  les  variations  correspondantes  de  la  flexion  de  ressorts 
qui,  en  deçà  de  la  limite  pour  laquelle  l'élasticité  est  altérée, 
sont  elles-mêmes,  comme  on  sait,  exactement  proportion- 
nelles aux  variations  de  l'effort  qui  sollicite  ces  ressorts  à  leurs 
extrémités. 

37.  Dispositions  diverses  de  ce  régulaleur,  —  Au  lieu  des 
roues  dentées  B  et'B',  F  et  F',  on  peut  employer  de  simples 
poulies  qui  se  communiquent  lemouvement  par  des  cordes  sans 
On,  pourvu  que  ces  cordes  soient  convenablement  tendues  et 
que  l'arbre  DE  soit  assez  éloigné  de  AA'  pour  que  la  poulie  F, 
qui  alors  aura  très-peu  de  largeur,  ne  se  présente  pas  trop 
obliquement  par  rapport  à  la  corde  qui  la  lie  à  la  poulie  B. 

Pareillement,  au  lieu  de  laisser  au  pignon  F  la  liberté  de 
cheminer  dans  le  sens  de  l'axe  DD',ce  qui  oblige  à  donner  une 
grande  largeur,  soit  à  ce  pignon»  soit  à  la  roue  B,  on  pQurrait 
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le  maintenir  à  la  même  place  au  moyen  d'épaulemenis  laté- 
raux iixes,  mais  alors  c'est  Taxe  DD'  qui  porterait  le  manchon 
et  aurait  la  faculté  de  glisser  longitudinalement,  soit  dans  ses 
deux  coussinets,  soit  dans  l'œil  de  la  roue  F',  qui  serait  épaulé 
latéralement  et  porterait  des  tenons  saillants  s'engageant  dans 
des  mortaises  pratiquées  longitudinalement  sur  l'arbre  D,  D'. 

38.  H  peut  être  avantageux,  dans  certains  cas,  de  remplacer 
le  tambour  C  par  une  roue  d'engrenage  de  la  machine,  qui  se- 
rait folle  sur  l'arbre  AA',  composé  alors  d'une  seule  pièce,  et 
ne  transmettrait  son  action  à  ce  dernier  que  par  l'intermédiaire 
des  ressorts  a,  al  disposés  comme  dans  le  cas  précédent.  Dans 
ce  dispositif  la  roue  B',  par  exemple,  ferait  système  avec  la 
roue  C,  ce  qui  exige  qu'elle  puisse,  de  son  côté,  tourner  libre- 
ment autour  de  l'arbre  AA';  mais  alors  la  roue  C  peut  elle- 
même  très-bien  en  tenir  lieu,  lorsque  sa  denture  est  exécutée 
avec  la  précision  convenable. 

Eniin  nous  indiquerons  encore  la  disposition  très-simple  de 


Fig.  14. 


a 

\2ifig.  i4>  dans  laquelle  la  roue  F  et  le  manchon  à  gorge  G, 
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qu'elle  conduit,  sont  montés  sur  Tarbre  même  du  tambour  C, 
mis  en  mouvement  par  la  roue  d'engrenage  E  :  Tangle  relatif 
décrit  par  ce  tambour  et  par  l'arbre  AA',  en  vertu  de  la  flexion 
des  ressorts»  fait  mouvoir  le  double  secteur  denté  BB',  monté 
sur  un  arbre  particulier  D,  faisant  corps  avec  AÂ%  etc. 

39.  Calcul  des  dimensions  à  donner  aux  lames  (•),— Voyons 
maintenant  comment  on  devra  procéder  à  rétablissement  du 
régulateur  qui  nous  occupe. 

Supposons  les  lames  des  ressorts  égales  et  prismatiques; 
nommons  P  l'effort  total  qui  les  sollicite  à  leurs  extrémités 
près  du  tambour  C,  n  leur  nombre,  a  leur  longueur  ou  saillie 
sur  le  noyau,  b  leur  largeur,  c  leur  épaisseur,  /  leur  flèche 
commune,  qui,  étant  censée  fort  petite  par  rapport  à  leur  lon- 
gueur a,  peut  être  prise  pour  l'arc  décrit  par  leurs  extrémités, 
»  on  aura,  d'après  les  formules  connues  sur  la  résistance  des 
verges  élastiques  à  la  flexion^ 

^■^  nEbc^' 

dans  laquelle  le  coefficient  d'élasticité  E  est  d'environ 
21  ooooooooo  kilogrammes  pour  l'acier  fondu,  et  lorsque  l'on 
prend  le  mètre  et  le  kilogramme  pour  unités  de  mesure.  Dé- 
signons, en  outre,  parP'et/^  le  plus  grand  effort  et  la  plus 
grande  flèche  que  doivent  supporter  les  lames,  afln  que  leur 
élasticité  ne  puisse  être  altérée,  même  après  un  long  usage, 
effort  qui  est  environ  7  de  celui  qui  répond  à  la  rupture,  on 
aura,  pour  régler  les  dimensions  de  ces  lames, 

^      4P'«'       ^       i8P'«  3P'       ^  bc' 

•^        nEbc^  nbc^  n  oa 

dans  lesquelles  E  a  la  même  valeur  que  ci-dessus;  et  R,  coef- 
flcient  de  rupture,  doit,  d'après  M.  Morin,  être  pris  égal  à 
io3  333  333  kilogrammes. 


(*)  Voir,  pour  la  détermination  de  la  forme  et  des  dimensions  des  lames, 
la  Notice  sur  divers  u^j^areils  djrnamométriques,  par  M.  A  Morin.  (K.) 
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De  là  on  lire,  pour  calculer  l'épaisseur  c  et  la  largeur  b^ 
quand  la  longueur  a  et  la  flèche  maximum /sont  connues» 

4R    n'  n^a'       .       î8P'  .    f'P' 


nœ 


Prenant  /'=  o",o5,  /i  =  32,  P  =  2000  kilogr.  et  a  =  o*,5, 
on  trouve  o  =  o"*,oo38  et  é  =0"*, 372.  Cette  dernière  dimen- 
sion ne  pourrait  être  adoptée  pour  la  largeur  d'une  lame  uni- 
que; on  remplacerait  celle-ci  par  six  ou  sept  petites  lames  de 
o",o5  à  o™,o6  de  largeur  dans  le  sens  de  l'axe  de  la  roue,  si 
mieux  on  ne  préférait  augmenter  le  nombre  n  ou  la  largeur  a 
de  manière  à  réduire  b  convenablement;  résultat  auquel  on 
arriverait  surtout  en  diminuant  f,  d'où  dépend  essentielle- 
ment la  sensibilité  de  l'appareil. 

D'ailleurs,  si  l'on  donne  au  profil  des  lames  la  forme  de  la 
parabole  d'égale  résistance,  en  leur  conservant  toujours  l'é- 
paisseur c  près  du  noyau  de  l'arbre,  la  flexibilité  sera  augmen- 
tée et  les  résultats  seront  plus  avantageux.  En  effet,  les  for- 
mules deviendront  alors 

ce  qui  donnera  dans  les  hypothèses  ci-dessus,  c'est-à-dire  pour 

/i  =  32,.  . ., 

c  =  o",o272     et     6=:0™,I2a. 

&0.  Disposition  à  adopter  dans  le  cas  de  machines  puissantes 
exposées  à  des  chocs.  —  En  supposant  que  l'appareil  ait  été 
monté  sur  un  axe  à  grande  vitesse,  ce  qui  parait  convenable, 
la  valeur  2000  kilogrammes,  attribuée  à  P,  répondra  évidem- 
mentàune  machine  très-puissante;ce  qui  suffitpourdémontrer 
la  possibilité  de  ce  genre  de  régulateur  pour  les  divers  cas 
d'application.  Cette  valeur  sera  toujours  facile  à  déterminer 
approximativement  au  moyen  du  calcul  ou  de  l'expérience; 
néanmoins  on  fera  remarquer  que,  si  cette  même  machine 
était  soumise  à  des  chocs  ou  changements  brusques  de  vi- 
tesse, l'effort  de  réaction  P  pourrait  acquérir  momentanément 
de  très-grandes  valeurs  et  compromettre  la  solidité  des  res- 


Digitized  by  VjOOQIC 


▲PPUQUÉB  AUX  XAGBI1VB9.  If5 

sons.  Dans  ce  cas,  il  sera  à  propos  de  disposer  les  choses  de 
façon  que,  quand  l'angle  relatif  ou  de  torsion  du  tambour  C, 
par  rapport  à  l'arbre  qui  supporte  les  ressorts»  dépassera  la 
limite  qui  répond  à  la  flèche  /'»  la  couronne  de  ce  tambour 
vienne  porter  contre  des  saillies  ou  bras  faisant  corps  avec 
l'arbre  dont  il  s*agit»  condition  très-facile  à  remplir  en  plaçant, 
dans  l'intervalle  des  lames,  des  tiges  très-roides  et  très-fortes 
contre  lesquelles  viendront  s'appliquer  des  saillies  pratiquées 
sur  le  pourtour  inférieur  du  tambour  C.  On  fera  bien  d'ailleurs 
d'user  de  cette  précaution  dans  tous  les  cas,  ne  serait-ce  que 
pour  éviter  les  grands  efforts  de  torsion,  qui  ont  lieu,  en  gé- 
néral, lorsque  l'on  met  la  machine  en  train  et  que  le  moteur 
doit  vaincre  les  forces  d'inertie  du  système,  en  outre  des  résis- 
tances. 

41.  Loi  qui  lie  le  ntoui^ement  du  manchon  de  l'appareil 
aux  tensions,  —  Ayant  ainsi  réglé  les  dimensions  des  lames 
et  la  limite  des  efforts  qu'elles  doivent  supporter,  ou  de  la 
flèche  qu'elles  doivent  prendre,  on  trouvera  sans  difficulté  la 
loi  qui  lie  en  général  ces  efforts  aux  courses  correspondantes 
du  manchon  G.  Nommant,  en  effet, 

6  l'angle  relatif  ou  de  torsion  du  tambour,  correspondant  à 

l'effort  P  et  à  la  flèche  quelconque/; 
a  -h  rf  la  disunce  de  l'extrémité  des  lames  à  l'axe  AA'  ; 
R  le  rayon  des  roues  B,  B'  ; 
r  celui  des  pignons  F  et  F'  ; 

e  le  pas  commun  aux  différents  fllets  de  la  vis  DD'; 
enfin  A  la  longueur  de  course  du  manchon  parcourue  pendant 

que  l'angle  0  ou  l'arc /est  décrit, 

on  aura  évidemment 

e(a^d)=:f,     h==--e  = 


27rr         7rr(a -h  rf)/iE6c' 

pour  fixer  les  positions  du  manchon  relatives  à  chacun  des 
efforts  P  exercés  sur  les  ressorts. 

42.  Cet  appareil  peut  servir  de  moyen  dpiamomêtrique 
pour  mesurer  le  travail  des  machines.  —  Les  longueurs  de 

8. 
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course  A,  parcourues  par  le  manchon,  étant  exactement  pro- 
portionnelles aux  efforts,  on  voit  que  cet  appareil  pourrait 
très-bien  servir  de  moyen  dynamométrique  propre  à  mesurer 
à  chaque  instant  Tintensité  de  ces  efforts;  il  ne  s*agirait  à  cet 
effet  que  d'adapter  au  manchon  un  index  et  un  limbe  gradué, 
disposés  à  peu  près  de  la  même  manière  que  dans  le  dynamo- 
mètre à  ressorts  de  M.  Régnier;  ajoutant»  en  outre,  à  ce  même 
appareil,  le  dispositif  à  plateau  tournant  (*),  dont  il  sera  parlé 
dans  une  autre  partie  de  ce  Cours,  on  obtiendrait  la  succession 
des  efforts  variables  de  la  puissance  P  et  la  quantité  d'action 
ou  de  travail  même  qu'ils  produisent,  quantités  qui  sont  me- 
surées par  l'intégrale  du  produit  de  ces  mêmes  efforts  et  des 
chemins  élémentaires  décrits  par  leur  point  d'application,  si- 
tué à  la  distance  a-\-d  de  l'axe  AA'  en  vertu  du  mouvement 
de  rotation  général  de  cet  axe. 

Supposons  le  mouvement  uniforme  et  la  force  P  constante 
remplacée  par  sa  valeur  moyenne  ;  nommons,  de  plus,  m  le 
nombre  des  révolutions  de  l'axe  AA'  par  minute,  la  quantité 
de  travail  sera  pour  chaque  révolution  de  cet  arbre  mesurée 

par  le  produit 

27r(a-f-rf)P 

et  pour  chaque  seconde  par 


60 


{a-hc/)P, 


(')  Le  Chapitre  relatif  au  régulateur  à  ressort  est  extrait  de  l'édition  de  xS36. 
La  description  de  l'appareil  a  été  donnée  par  Poncelet,  en  iS3o,  dans  le  Cours 
de  Mécanique  industrielle  /ait  aux  ouvriers  messins. 

Les  principes  fondamentaux  des  divers  appareils  dynamométriques,  encore 
en  usage  aujourd'hui,  dont  il  est  question  dans  le  n**  42,  sont  exposés  en  détail 
dans  les  Leçons  préparatoires  au  lever  d'usines  (années  iS3i),  professées  par 
Tauteur  à  TÉcole  d'application  de  Metz,  yoir,  à  ce  sujet,  dans  la  Notice  analy- 
tique  sur  les  travaux  de  Poncelet  (mars  i834)i  les  articles  relatifs  aux  appareils 
suivants  :  Nouveau  régttlateur  à  ressort;  appareil  djrnamomêtrique  pour  mesurer 
le  travail  des  moteurs  et  des  machines;  compteur  servant  à  mesurer  le  travail 
variable  des  forces,  Vaire  des  courbes  et  la  valeur  des  intégrales;  appareil 
pour  découvrir  expérimentalement  les  lois  du  mouvement  varié  des  machines. 
Consulter  enraiement  la  Notice  sur  divers  appareils  djnamométriques,  par  M.  A. 
Morin.  (K.) 
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expressions  dans  lesquelles  on  mettra  pour  P  sa  valeur  en  h 
déduite  de  l'équation  ci-dessus  qui  donne 

et  partant 

60  ~"  6oa»eK 

am7r(fl-f-rf)P  _  mniz^a  -h  dyEbc^rh 
60  60  a'  6  H 

43.  Manière  de  graduer  ou  de  tarer  l'instrument  après  sa 
mise  en  place.  —  Mais,  au  lieu  de  calculer  directement  P  et  le 
travail  par  ces  formules,  il  sera  à  propos  de  déterminer  expé-^ 
rimentalement,  et  cela  après  la  mise  en  place  du  tambour  a 
ressort  et  du  manchon,  la  relation  qui  existe  entre  P  et  A  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  l'échelle  de  graduation  de  h  dont 
les  divisions  en  parties  égales  correspondront  toujours  à  des 
valeurs  égales  de  P,  tant  que  ces  valeurs  n'excéderont  pas  la 
limite  des  efforts  que  peuvent  subir  les  ressorts  d'une  ma- 
nière permanente  sans  perdre  de  leur  élasticité,  limite  que 
nous  avons  désignée  par  P',  à  laquelle  correspond  une  course  A' 
du  manchon,  qui  sera  donnée  approximativement  par  la  for- 
mule 

nr{a  -+-  d)nEba^^ 

ou  plus  exactement  par  l'échelle  de  graduation  dont  il  vient 
d'être  parlé. 

D'ailleurs  l'expérience  par  laquelle  on  se  propose  de  trou- 
ver, sans  calcul,  la  longueur  A,  qui  correspond  à  chacun  des 
eiforts  P,  consiste  tout  simplement  à  envelopper  le  tambour  C 
d'une  cordelle  flexible  à  laquelle  on  suspendra  verticalement 
un  poids  égal  à  cet  effort,  en  flxant  l'arbre  AA',  qui  porte  les 
ressorts,  de  manière  qu'il  ne  puisse  en  aucune  manière  tour- 
ner, tandis  que  le  tambour  et  le  manchon  prendront  la  posi- 
tion d'équilibre  qui  répond  au  poids  dont  il  s'agit. 

Ces  opérations,  exécutées  avant  la  mise  en  place  du  système 
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des  leviers  ou  rouages  qui  servent  à  transmettre  le  mouve- 
ment du  manchon  à  la  vanne  motrice  de  la  machine,  mettront 
à  même  d'arrêter  complètement  le  projet  d'exécution  de  ce 
système  de  manière  à  atteindre  convenablement  et  sans  aucune 
hésitation  le  but  qu'on  s'est  proposé. 

44.  Établissement  du  système  de  leviers  qui  donne  le  mou- 
i^ement  à  la  vanne.  —  En  effet,  la  vitesse  moyenne  ou  de  ré- 
gime qu'on  veut  laisser  prendre  à  la  machine  étant  assurée,  il 
ne  s'agira  que  de  faire  travailler  celle-ci  sous  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  résistances  utiles  qu'on  aura  à  vaincre  pen- 
dant la  mise  en  activité,  en  levant  à  chaque  fois  la  vanne  mo- 
trice, de  manière  à  atteindre  la  vitesse  de  régime  dont  il  s'agit; 
observant  ensuite  les  positions  moyennes  correspondantes  des 
manchons  ou  les  valeurs  de  A,  on  disposera  le  système  des 
leviers  de  communication  entre  cette  vitesse  et  ce  manchon 
de  façon  qu'ils  prennent  nécessairement  les  positions  simul- 
tanées qui  ont  été  observées  lors  des  expériences. 

Si  l'on  voulait  agir  d'une  manière  tout  à  fait  rigoureuse,  on 
ferait  travailler  la  machine  à  la  vitesse  de  régime,  sous  une 
suite  de  résistances  utiles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  et,  observant  chacune  des  positions  correspondantes 
de  la  vanne  et  du  manchon,  on  aurait  à  disposer  le  mécanisme 
qui  rend  leurs  mouvements  solidaires  de  façon  que  ces  posi- 
tions fussent  simultanément  atteintes,  ce  à  quoi  on  parvien- 
drait par  le  tracé  convenable  de  la  pièce  que  dirige  la  gorge 
du  manchon.  Mais  comme  il  est  dans  la  nature  des  machines 
que  les  efforts  P  croissent  et  décroissent  avec  la  résistance 
utile /?,  suivant  une  loi  exprimée  sensiblement  par  la  formule 
P  =r  A  +  Bp,  dans  laquelle  A  et  B  sont  des  fonctions  de  la  vi- 
tesse et  de  la  grandeur  qui  fixe  la  position  des  diverses  pièces 
à  un  instant  donné,  on  voit  que,  si  la  vitesse  doit  rester  la 
même  à  chaque  révolution  ou  à  chaque  retour  de  la  machine 
à  la  même  position,  les  efforts  P  correspondant  à  cette  position 
se  composeront  d'une  quantité  constante  A,  exprimant  la  ré- 
sistance quand  p  =  o  ou  que  la  machine  marche  à  vide  avec  la 
vitesse  de  régime  dont  il  s'agit,  et  d'une  autre  quantité  Bp 
exactement  proportionnelle  à  la  résistance  utile  p.  Or  cette 
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condition  sera  naturellement  satisfaite  si  le  système  des  leviers 
qui  lient  le  mouvement  de  la  vanne  motrice  à  celui  du  man-* 
chon  est  établi  de  manière  que  les  espaces  décrits  demeurent 
exactement  proportionnels,  comme  cela  a  été  indiqué  en  pre- 
mier lieu,  car  la  vitesse  restant,  par  hypothèse,  constante,  les 
quantités  de  travail  dépensées  dans  chaque  révolution  de  la 
machine  ou  livrées  au  récepteur  croissent  elles-mêmes  sensi- 
blement comme  l'effort  P  et  comme  la  masse  de  fluide  écoulée 
par  l'orifice  de  la  vanne  motrice: 

45.  Causes  d'irrégularité  auxquelles  peut  échapper  cet  ap-- 
pareil. --Ces  considérations  supposent  implicitement  que  les 
causes  qui  tendent  à  troubler  le  mouvement  de  la  machine 
proviennent  uniquement  de  la  variation  des  résistances,  et 
c'est  là  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  presque  tous  les  cas  où  il 
arrive,  comme  dans  les  laminoirs,  les  machines  à  filer,  les 
scieries,  etc.,  que  le  travail  de  l'opérateur  ou  de  plusieurs 
des  opérateurs  est  momentanément  suspendu  ou  modifié  par 
une  résistance  taniôt  plus  forie,  tantôt  plus  faible.  Or  si  l'in- 
tensité de  l'action  transmise  par  le  fluide  moteur  à  la  machine 
pouvait  varier  par  des  causes  indépendantes  et  de  la  vitesse 
que  prend  cette  machine  et  de  l'ouverture  laissée  par  la  vanne 
régulatrice,  l'appareil  qui  nous  occupe  ne  serait  plus  d'aucune 
utilité,  parce  que  l'effet  P,  et  par  conséquent  la  position  du 
manchon  du  régulateur,  pourrait  demeurer  sensiblement  con- 
stante pour  des  variations  très-lentes  du  mouvement  du  récep- 
teur, occasionnées  par  une  variation  correspondante  de  l'action 
du  fluide  moteur.  Tout  ceci,  au  surplus,  s'éclaircira  beau- 
coup par  l'étude  de  l'action  des  moteurs,  sur  laquelle  il  ne 
conviendrait  pas  d'insister  ici.  Nous  nous  contenterons  seule- 
ment de  faire  remarquer  que  les  causes  qui  tendent  à  faire  va- 
rier d'une  manière  absolue  l'intensité  de  l'action  motrice  sont 
très-rares  dans  les  machines  bien  établies,  et  que  le  vérilable 
remède  consiste  alors  dans  les  soupapes  de  sûreté,  les  orifices 
de  trop-plein,  les  grands  réservoirs  régulateurs  dont  il  a  été 
parlé  aux  n*"  let  8.  Quant  au  cas  où  cette  même  action  éprou- 
verait forcément  un  changement  d'état  durable  et  sensible, 
il  sera  très- facile  de  modifier  en  conséquence  l'ouverture 
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moyenne  de  la  vanne  motrice;  mais  il  nous  serait  impossible 
Ici  d'entrer  dans  ces  détails  sans  dépasser  de  beaucoup  les 
bornes  que  nous  nous  sommes  prescrites. 

W.  Manière  d'éviter  les  oscillations  dans  des  variations  mo- 
mentanées de  mouvement.  —  Nous  ne  terminerons  pas  néan- 
moins ce  sujet  avant  d'avoir  dit  un  mot  de  la  manière  dont  on 
doit  disposer  le  régulateur  à  ressort,  pour  éviter  les  oscilla- 
tions périodiques  que  ne  n>anqueraii  pas  d'éprouver  le  sys- 
tème de  la  vanne  et  des  leviers,  dans  le  cas  où  la  machine  ne 
serait  pas  naturellement  susceptible  d'un  mouvement  rigou- 
reusement uniforme  (*). 

11  est  évident  qu*ici,  comme  dans  le  cas  du  régulateur  à 
force  centrifuge,  l'établissement  d'un  volant  est  une  chose 
absolument  indispensable  pour  diminuer  l'amplitude  de  ces 

(')  Équation  du  mouvement  d'une  transmission,  en  tenant  compte  de  l*élaS' 
ticité  des  liens.  •—  On  peut  établir  les  équations  du  mouTement  des  deux  arbres 
A  et  A';  celui-ci  est  un  cas  particulier  du  mouvement  d'une  transmission,  quand 
on  tient  compte  des  déformations  de  ses  organes,  en  supposant  qu'elles  ne 
dépassent  pas  les  limites  d'élasticité.  La  question  peut  toujours  être  ramenée  à  la 
suivante  (De  V élasticité  dans  les  machines  en  mouvement,  par  M.  Kretz,  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences ^  2{  juillet  i865)  : 

L'arbre  moteur  A,  dont  la  vitesse  angulaire  est  eo,  est  sollicité  par  une  force  P, 
agissant  tangentiellement  à  une  roue  de  rayon  r;  sur  l'arbre  mené  A',  dont  la 
vitesse  angulaire  est  ta\  agit  la  force  résistante  Q,  tangentiellement  &  une  roue 
de  rayon  r' \  le  mouvement  de  rotation  est  transmis  de  l'un  à  l'autre  par  l'in- 
termédiaire d'un  lien  élastique,  agissant  tangentiellement  aux  deux  roues,  avec 
une  tension  T;  trouver  les  lois  du  mouvement. 

En  désignant  par  m  et  m'  deux  masses  fictives  qui,  réparties  sur  des  circon- 
férences de  rayons  r  et  r\  auraient  les  mômes  moments  d'inertie  que  les 
deux  arbres  avec  leurs  roues,  et  remarquant  que  la  différence  des  chemins  élé- 
mentaires (rw  —  r'(a')dt  décrits  par  les  circonférences  des  roues  est  égale  à 
l'allongement  AdT  du  lien,  A  ne  dépendant  que  des  dimensions  et  du  coeffi- 
cient d'élasticité  du  lien,  on  trouve 

^w       P  -  T         ,  </w'       T  -  Q         ,  ,  ^dT 

at  m  ac  m  at 

Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  du  mouvement 
rectiligne  de  deux  masses  m  et  m',  reliées  dans  la  direction  du  mouvement  par 
une  tige  élastique;  cette  propriété  existe  du  reste,  quel  que  soit  le  nombre 
d'arbres  en  mouvement. 
U  est  facile  de  trouver  l'expression  de  la  tension  et  des  vitesses,  quand  les 
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variations  momentanées;  le  tambour  à  ressort  C  étant  placé 
sur  Tarbre  de  ce  volant  du  côté  où  les  efforts  sont  le  moins 
irréguliers  dans  une  même  période,  on  devra  laisser  au  sys- 
tème de  levier  qui  transmet  le  mouvement  du  manchon  à  la 
vanne  le  jeu  nécessaire  pour  que  cette  dernière  ne  bouge  que 
quand  les  efforts  de  la  machine  dépasseront  la  plus  grande  ou 
la  plus  petite  valeur  relative  à  une  même  période  de  mouve- 
ment»  ce  à  quoi  on  arrivera  expérimentalement  en  observant 
les  oscillations  du  manchon  après  que  le  volant  aura  été  établi 
et  quand  la  machine  travaille  dans  les  conditions  prescrites 
avec  sa  charge  moyenne.  Mais,  au  lieu  d'user  de  ce  moyen,  il 
serait  préférable,  sans  aucun  doute,  de  donner  au  système  de 
levier  dont  il  s'agit  une  élasticité,  une  flexibilité  assez  grande 
pour  qu*il  puisse  céder  aux  accroissements  ou  diminutions 
momentanés  de  l'effort  P,  sans  que  le  mouvement  soit  com* 


forces  extérieures  sont  constantes.  Si  l'on  désigne  par  Q'  l'intensité  normale 
des  deux  forces  P  et  Q,  quand  le  régime  est  uniforme,  on  peut  mettre  F  et 
Q  sous  les  formes  P  =  Q'-f-/>,  Q  =  Q'-»-  y,  /»  et  y  étant  supposés  constants 
pendant  tout  le  mouTement;  soit  de  plus,  Q'-f-  Xt  «lo  ®^  ^\  1&  tension  et  les  vi- 

\  angulaires  initiales,  et  posons  —, r  =  N:  on  trouve 


rù»  •= 


,         ,     J_Lp  -  g),  -l„n'^(x-f'"-^'":')««'\/fi 
-  m'  m  -f-  m'  ^^^       ^  '  '     ^         m  -hrn'  J 

/«  -f  in'  OT  -H  m'  1_^      ^  '  V  "*■+■  '«    / 

—  m(rûî,— r'ûi',)cosr^N  l» 

Les  valeurs  des  tensions  et  des  vitesses  oscillent  périodiquement  au-dessus 
et  au-dessous  de  celles  qui  répondent  au  cas  où  A  est  nul,  c'esl-à-dire  où  les 
pièces  seraient  parfaitement  rigides.  Si,  à  l'origine,  le  mouvement  normal  est 
établi,  il  faut,  dans  les  équations  précédentes,  faire  x  =  ^  ^^  rà»^=sr'o/  ;  on 
peut  étudier  les  circonstances  qui  se  présentent,  soit  lorsque  P  et  Q  varient  en 
même  temps,  soit  quand  Q  est  seul  variable,  ainsi  que  le  suppose  le  texte  ; 
dans  ce  dernier  cas  p  est  nul.  Cette  étude  fait  ressortir  les  diverses  difficultés 
que  l'appareil  décrit  peut  présenter  dans  la  pratique,  difficultés  indiquées  par 
l'auteur  dans  les  n«>  45  et  46.  (K.) 
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muniqué  à  cette  vanne  qui  tend  à  la  fois  à  résister,  en  vertu 
de  son  inertie  et  de  son  frottement,  à  ces  variations  instanta- 
nées, tandis  qu'elle  ne  peut  manquer  de  se  mouvoir  sous 
Taction  résultant  d*un  changement  durable  de  Teffort  P. 

Dans  le  cas  où  Ton  se  servirait  d'un  système  de  rouages  pour 
transmettre  le  mouvement  du  manchon  à  la  vanne,  il  n'y  aurait 
qu'à  disposer  Tune  de  ces  roues  à  peu  près  comme  l'est  lui- 
même  le  tambour  C,  c'est-à-dire  de  manière  qu'elle  ne  puisse 
entraîner  son  arbre  qu'au  moyen  d'un  léger  angle  de  torsion. 

VI,  Dispositif  à  adopter  dans  le  cas  où  le  mouvement  des 
vannes  offrirait  une  grande  résistance,  —  On  ne  doit  nulle- 
ment s'inquiéter  ici  de  l'effort  plus  ou  moins  grand  qui  est 
nécessaire  pour  faire  cheminer  la  vanne  et  son  système  de 
levier,  attendu  que  cet  effort  sera  toujours  vaincu  par  les 
roues  B,  B'  aux  dépens  de  l'action  motrice  de  la  machine. 
Néanmoins,  si  cet  effort  était  très-considérable,  comme  il  ar- 
rive dans  les  machines  mues  par  des  roues  hydrauliques,  il 
conviendrait  de  sacriGer  un  peu  sous  le  rapport  de  l'instanta- 
néité d'action  du  régulateur  en  faisant  opérer  la  manœuvre  de 
la  vanne,  non  plus  directement  par  le  manchon  G,  mais  par 
l'intermédiaire  d'un  système  d'embrayage  dans  le  genre  de 
celui  qui  a  été  mentionné  au  n""  32,  de  manière  à  faire  marcher 
la  vanne,  tout  en  diminuant  considérablement  la  tension  des 
lames. 

48.  Combinaison  du  régulateur  à  ressorts  avec  le  volant  à 
ailettes  pour  régulariser  directement  le  mouvement,  —  Enfin 
on  pourrait  encore  se  servir  du  dispositif  qui  nous  occupe 
pour  modifier  directement  le  mouvement  de  manière  à  le  ra- 
mener sans  cesse  vers  l'état  du  régime  uniforme;  il  ne  s'agi- 
rait que  de  l'appliquer  à  un  axe  indépendant  de  la  machine, 
mais  qui  en  recevrait  directement  le  mouvement  de  rotation, 
comme  cela  a  lieu  dans  le  régulateur  à  force  centrifuge,  et 
qui  porterait  un  volant  à  ailettes  dont  la  résistance,  croissant 
rapidement  avec  la  vitesse,  produirait  la  torsion  du  tambour  C 
sur  ce  même  arbre.  On  conçoit,  en  effet,  que,  les  choses  étant 
disposées  de  manière  que,  pour  la  vitesse  de  régime,  la  vanne 
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ail  ia  position  moyenne  qui  lui  convient,  il  ne  pourra  survenir 
aucun  accroissement  de  vitesse  sans  qu'il  ne  survienne  une 
diminution  correspondant  à  l'ouverture  de  l'orifice  et  récipro- 
quement. Or  il  arrivera  ici  que  les  amplitudes  de  course  du 
manchon,  de  part  et  d'autre  de  la  position  moyenne»  crotiront 
sensiblement  comme  les  écarts  mêmes  de  la  vitesse  sur  la 
vitesse  du  régime.  Du  reste  les  propriétés  de  cet  appareil  se- 
ront analogues  à  celles  du  régulateur  à  force  centrifuge,  et  le 
problème  de  son  établissement  deviendra  facile  au  moyen  de 
tout  ce  qui  a  été  dit  déjà  dans  les  n<"  5  et  suivants. 

III.  —  Des  manivelles. 


Notions  préliminaires  sut  les  maniTelles. 

f  49.  Disposition  générale  des  manivelles.  —  Les  manivelles 
offrent,  comme  on  l'a  vu  (24,  Section  I),  le  moyen  le  plus 
convenable,  en  général,  de  transformer  le  mouvement  alternatif 
en  mouvement  de  rotation  continu  et  réciproquement;  le  plus 
ordinairement  elles  sont  formées  d'un  bras  AB(yîg^.  i5  et  i8) 
fixé  perpendiculairement  à  l'extrémité  d'un  axe  ou  arbre  tour- 
nant A,  et  au  bout  duquel  agit,  par  l'intermédiaire  d'une  pièce 


Fig.  i5. 


FIg.  i6. 


tu 


rectillgne  BF,  nommée  bielle  ou  chassey  une  résistance  ou  une 
puissance  F  douée  du  mouvement  alternatif,  dans  une  direction 


Digitized  by  VjOOQIC 


1^4  COURS   DB  MÉCANIQUE 

quelconque  BF»  que  nous  supposerons  d'abord  conslanie» 
comme  cela  a  lieu  sensiblement  dans  les  bonnes  machines, 
où  Ton  cherche  à  éviter  les  décompositions  de  force  inutiles, 
mais  qui,  dans  la  réalité,  est  soumise  à  de  légères  déviations 
périodiques,  dépendant  du  mode  de  mouvement  de  l'extré- 
mité de  la  bielle  opposée  au  bouton  B  de  la  manivelle,  c'est- 
à-dire  du  chemin  que  cette  extrémité  est  assujettie  à  par- 
courir. 

Lorsque  l'arbre  se  prolonge  au  delà  du  plan  du  mouvement 
de  la  bielle,  on  remplace  le  bras  AB  par  un  coude  ABA' 
{fig^  16). 

50.  Des  excentriques  circulaires,  —  Quelquefois  le  rôle  des 
manivelles  est  rempli  par  des  pièces  spéciales  qui  portent  le 
nom  A' excentriques  circulaires;  cela  arrive  lorsque  le  bras  AB 
ifig^  ï5)  serait  trop  court  par  rapport  au  rayon  du  bouton  B 
et  souvent  aussi  quand,  l'arbre  se  prolongeant  au  delà  de* 
la  bielle,  on  veut  éviter  de  couder  l'arbre.  La  disposition  in- 
diquée yîg^.  i5  ou  16  se  trouve  alors  remplacée  par  un  disque 
circulaire  à  gorge,  embrassé  par  un  anneau  fixé  à  l'extrémité 
de  la  pièce  formant  bielle  [Jig.  17);  mais  il  ne  faut  pas  con- 
fondre le  dispositif  dont  il  s'agit  avec  celui  de  certaines  cames 

Fig.  17. 


nommées  également  excentriques,  et  qui,  montées  sur  des 
arbres  tournants,  sont  destinées  à  agir  sur  des  pièces  dont  la 
direction  du  mouvement  est  indépendante  de  la  leur  propre. 
L'agrandissement  du  bouton  de  la  manivelle,  en  permettant 
de  supprimer  presque  entièrement  le  jeu  et  d'éviter  les  iné- 
galités provenant  de  l'usé  des  surfaoes  frottantes,  amène  avec 
lui  beaucoup  de  continuité  et  de  douceur  dans  le  mouvement, 
qualités  qui  s'achètent,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  aux 
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dépens  de  la  force  motricei  ce  qui  fait  qu'on  n'emploie  guère 
les  excentriques  que  dans  les  mécanismes  qui  sont  soumis  à 
de  faibles  efforts,  tels  que  ceux,  par  exemple»  qui,  dans  les 
machines  à  vapeur,  sont  destinés  à  faire  mouvoir  les  robinets 
ou  tiroirs  d'admission  [voirfig.  24,  p.  i43>  en  L/). 

51.  Des  manivelles  simples.  —  Variation  de  V action  dans 
le  premier  demi-tour.  —  Admettons  que,  l'arbre  étant  supposé 
horizontal,  la  direction  invariable  BF  {Jig.  18)  soit  celle  de 

Fig.  18. 


la  verticale;  nommons  F  la  force  constante,  qui  sera  censée 
agir  de  haut  en  bas  à  la  manière  des  poids,  b  le  bras  AB 
de  la  manivelle,  a  l'angle  variable  EAB  qu'il  forme,  dans 
un  instant  quelconque,  avec  la  verticale  AE  ;  l'énergie  de  la 
puissance  a  faire  tourner  aura  pour  mesure  son  moment 
virtuel  F6sîna(fa,  qui  est  aussi  sa  quantité  de  travail  ou 
d'action  élémentaire;  elle  sera  par  conséquent  proportion- 
nelle au  bras  de  levier  6sina  =  AD  =  BD'  de  la  puissance, 
c'est-à-dire  nulle  pour  les  positions  AE,  AG  de  la  manivelle, 
et  la  plus  grande  possible  pour  la  position  intermédiaire  et 
horizontale  AC;  la  valeur  moyenne  x  du  bras  de  levier  AD, 
dans  le  demi-tour  ECG,  s'obtiendra  en  remarquant  que  la 
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quantité  de  travail  F.EG  :=F.ib,  développée  dans  ce  même 
demi-tour  par  la  puissance  F,  sur  la  maniveUe,  doit  être  égale 
à  celle  qui  serait  développée  par  cette  puissance»  dans  un  in- 
tervalle pareil»  en  la  supposant  appliquée  tangentiellement  au 
cercle  de  rayon  x;  or  cette  quantité  d'action  est  évidemment 
Fttx,  tt  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  donc 
on  aura»  pour  déterminer  x,  Téquation 

26F  =  F7rx;    d'où    a:= -6  =  o,63666- 

TT 

Ainsi  la  longueur  du  bras  de  levier  moyen  d'une  force  con- 
stante agissant  dans  une  direction  invariable»  sur  une  mani- 
velle simple»  est  un  peu  moindre  que  les  deux  tiers  du  rayon 
de  cette  manivelle  :  elle  s'écarte»  comme  oq  voit»  des  valeurs 
extrêmes  o  et  fr  du  bras  de  levier»  des  quantités  respectives 
o»3634&  et  0,63666.  En  multipliant  ces  quantités  par  Fc/a»  on 
aura  la  mesure  des  écarts  des  moments  virtuels  ou  des  quan- 
tités de  travail  élémentaire  Fbsinada^  par  rapport  à  leur 
valeur  moyenne  o,6366F6rfa. 

"SS.  Variation  de  Vaction  des  manivelles  simples  dans  le 
second  demi ^ tour.  —  Nous  n'avons  encore  considéré  que  ce 
qui  se  passe  dans  un  demi-tour  de  manivelle;  voyons  mainte- 
nant ce  qui  a  lieu  quand  elle  achève  l'autre  demi-tour  EHG. 
Or  il  peut  arriver  l'une  de  ces  trois  choses  :  ou  la  puissance  F 
cesse  entièrement  d'agir»  ou  elle  agit  dans  une  direction  con- 
traire à  sa  direction  primitive»  ou  enfin  elle  continue  d'agir 
dans  la  même  direction.  ^ 

Dans  le  premier  cas»  le  travail  élémentaire  communiqué 
par  la  puissance  F  dans  le  second  demi-tour  restant  constam- 
ment nul»  celui  qui  est  imprimé  dans  un  tour  entier  est  en- 
core iF6,  tandis  que  le  travail  de  la  même  puissance»  appli- 
quée au  bras  de  levier  moyen  x,  sera  27rxF;  on  aura  donc 

jc  =  -  o.3i83(» 

TT 

quantité  qui  diffère  de  ses  valeurs  extrêmes  o  et  6  de  o»3i836 
et  0,68176  respectivement. 
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Dans  le  deuxième  cas,  la  puissance  continuant  à  faire  mar- 
cher l'arbre  dans  le  même  sens  développera  dans  le  tour  entier 
la  quantité  de  travail  ^Vb;  de  sorte  qu'on  aura 

4Ffti=27rarF    et    ;r  =  —  .=  o,63666, 

comme  pour  le  premier  demi-tour.  La  plus  grande  et  la  plus 
petite  valeur  du  moment  de  F  ayant  toujours  lieu  pour  les 
positions  horizontales  et  verticales  de  la  manivelle,  les  écarts 
de  l'action  élémentaire  sur  la  moyenne  seront  encore  mesu- 
rés par  les  nombres  o,6366  et  o,3634;  d'où  il  résulte  que  le 
plus  grand  écart  sera  moindre  ici  que  dans  le  cas  précédent. 

Dans  le  troisième  cas»  la  quantité  de  travail  fournie  par  la 
puissance  pendant  un  tour  entier  de  la  manivelle  sera  nulle, 
et  il  en  sera  de  même  du  travail  élémentaire  moyen»  ce  qui  fait 
que  les  écarts,  mesurés  alors  par  o  et  i,  seront  les  plus  grands 
possibles. 

La  première  et  la  deuxième  de  ces  hypothèses  se  rapportent 
spécialement  au  cas  des  pistons  de  pompes,  des  pédales,  des 
châssis  de  scies,  etc.,  à  simple  ou  à  double  effet,  c'est-à-dire 
qui  agissent  simplement  en  descendant,  ou  à  la  fois  en  mon- 
tant et  en  descendant.  Quant  à  la  dernière,  elle  s'applique  à 
l'action  de  la  pesanteur,  qui  agit  constamment  dans  le  même 
sens,  et  ne  produit  sur  les  pièces  à  mouvement  alternatif  au- 
cun effet  utile  (22,  P*"  Section).  Comme  cette  action  se  joint 
toujours  à  celle  d'une  autre  force  de  la  nature  des  précé- 
dentes, il  convient  d'examiner  son  influence  sur  le  moi^ve- 
ment.  • 

53.  Manière  de  régler  le  poids  des  équipages  de  manivelles. 
—  Nommons  p  le  poids  des  pièces  à  mouvement  alternatif, 
composé  de  la  portion  du  poids  de  la  bielle  BF  et  du  surplus 
de  l'équipage,  qui  agit  suivant  la  direction  de  F,  on  observera 
que  l'action  de  p  s'ajoute  à  la  force  F,  ou  s'en  retranche  alter- 
nativement et  selon  le  sens  dans  lequel  elle  s'exerce,  de  sorte 
que  la  quantité  de  travail  développée  dans  une  révolution  en- 
tière n'est  nullement  altérée,  non  plus  que  le  bras  de  levier 
moyen  et  la  quantité  moyenne  de  travail  élémentaire;  et, 
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comme  le  moment  de  la  puissance  continue  à  être  nul  pour 
les  positions  verticales  de  la  manivelle,  on  voit  que  Teffei 
de  p  se  réduira  simplement  à  augmenter  ou  à  diminuer  la 
limite  supérieure  F 6  de  ce  moment»  selon  le  sens  de  la  puis- 
sance F. 

Cela  poséy  il  est  clair  que  les  écarts  du  moment  total  des 
forces  F  ei  p  sur  le  moment  moyen  seront,  dans  le  cas  où  F 
agirait  dans  les  deux  demi-tours  et  dans  celui  où  elle  n'agirait 
que  dans  le  premier  demi-tour  de  façon  à  s'ajouter  à  p^  plus 
considérables  que  pour  les  cas  précédents,  où  l'on  supposait 
p=:o.  Dans  ces  circonstances  donc»  il  sera  essentiel  de  mettre 
l'équipage  en  équilibre  autour  de  Taxe  de  rotation;  mais  il 
pourra  en  être  tout  autrement  dans  le  cas  où  F,  n'agissant  que 
dans  le  premier  demi-tour  de  bas  en  haut,  serait  diminué  de  p. 
En  effet,  la  plus  grande  valeur  du  moment  ayant  toujours  lieu 
pour  la  position  horizontale  de  la  manivelle  sera  b{¥-^p)  pour 
le  premier  demi -tour  et  bp  pour  le  second,  et  l'on  devra 
prendre  la  première  ou  la  dernière  de  ces  quantités  pour  le 
moment  limite,  selon  que  l'on  aura  F  —  p  >  ou  </?»  c'est-à- 
dire  F  >  ou  <  2/?,  Le  cas  le  plus  avantageux  se  rapporte  évi- 
demment à  la  valeur  de  p  qui  donne 

b{¥^p)  =  bp,    d'où    p  =  iF; 

ainsi  le  plus  grand  moment  sera  alors  o,56F.  Le  moment 
moyen  étant  toujours  o»3i836F  et  le  plus  petit  zéro,  on  voit 
que  Jes  variations  du  travail  élémentaire  seront  moindres  que 
pour  les  cas  précédents.  • 

54.  Des  manivelles  multiples.  —  Disposition  la  plus  avanta- 
geuse des  manivelles  doubles.  —  Afin  de  diminuer  l'irrégula- 
rité de  l'action  qu'exerce  une  puissance  unique  sur  la  mani- 
velle, on  partage  quelquefois  cette  puissance  en  deux  ou 
plusieurs  autres  égales  entre  elles,  appliquées  à  autant  de 
manivelles  distinctes,  montées  sur  un  même  arbre  et  dispo- 
sées de  manière  que  les  plus  grands  moments  des  efforts 
exercés  sur  cet  arbre  parles  unes  correspondent  précisément 
aux  plus  petits  moments  des  efforts  exercés  par  les  autres. 
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Tel  est,  par  exemple,  le  cas  des  manivelles  doubles  [Jig.  19 
et  ao)»  qui  tantôt  sont  dans  un  même  plan  passant  par  l'axe. 


ii  i  ii  il  11  U  i 

mais  dirigées  en  sensNtgn traire,  tantôt  dans  deuk  plans  quel- 
conques, formant  entre  eux  un  certain  angle  \Jig.  21).  La  pre- 
mière de  ces  dispositions  présente  les  mêmes  circonstances 
que  la  manivelle  simple  et  ne  peut  servir  à  régulariser  l'action 
de  la  puissance,  supposée  toujours  constante  en  grandeur  et 
en  direclîon;  la  seconde,  au  contraire,  qu'on  nomme  manivelle 
coudée,  peut  très-bien  être  employée  à  cet  objet. 

La  discussion  qui  lui  est  relative  apprend  en  effet  que, 
lorsque  les  puissances  parallèles,  égales  el  constantes,  appli- 
quées aux  deux  bras,  n'agissent  que  dans  un  demi-tour,  l'ac- 
tion est,  à  la  vérité,  plus  irrégulière  que  pour  les  manivelles 
simples  dans  lesquelles  les  équipages  seraient  en  équilibre, 
mais  qu'il  en  est  tout  autrement  quand  le  poids  de  ces  équi- 
pages est  moitié  de  celui  des  puissances  ou  quand,  les  équi- 
pages étant  en  équilibre,  les  puissances  agissent  à  la  fois  et 
de  la  même  manière  dans  les  deux  demi-tours;  on  devra  donc 
rejeter  toute  disposition  où  ces  dernières  circonstances  n'au- 
raient pas  lieu. 

65.  Angle  qui  répond  au  minimum  d'irrégularité  de  l'ac- 
tion.—Soient  AB,  AB'  {Jig.  21)  les  deux  bras  de  la  manivelle 
double  ainsi  disposée,  a  le  demi-angle  BAI  ou  lAB'  formé  par 
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ces  bras;  il  est  aisé  de  s*assurer  que  le  moment  total  des 
puissances  F  atteindra  sa  limite  supérieure  pour  les  positions 

Fig.  ai. 


horizontale  et  verticale  de  BB',  et  sa  limite  inférieure  pour  les 
quatre  positions  symétriques,  où  Tun  des  bras  AB,  AB'  se 
confondra  avec  la  verticale  (•).  Ces  valeurs  extrêmes  du  mo- 
ment total  seront  ainsi  respectivement 

2F6  cosa,     2F6sina,     Fbsin2a  =  Fbsïnacosa. 


(')  Si  6  désigne  l'angle  EAI,  la  valeur  absolue  des  moments  est  F^  sin  (9  —  a) 
pour  la  force  appliquée  en  B,  et  F^sin  (0  -h  a)  pour  celle  qui  agit  en  B'  ;  comme 
ces  forces  changent  de  sens  quand  leur  point  d'application  passe  de  l'autre 
côté  du  diamètre  vertical,  l'expression  de  chaque  moment  doit  être  affectée  du 
signe  -h  ou  du  signe  —,  suivant  que  le  point  d'application  de  la  force  corres- 
pondante est  à  gauche  ou  à  droite  de  EG. 

On  trouve  ainsi  que  le  moment  total  est  nfhcosOslna  pour  les  valeurs 
de  $  entre  o  et  a,  qu'il  est  aF^sintfcosa  quand  $  varie  entre  aei  n  —  a,  et 
—  3  F5  cos^sina  lorsque  0  est  compris  entre  w  —  a  et  w. 

Les  écarts  maxima  des  moments  sont 

^  =  6ina  (i  — cosfl)    et   ^j  =  C08«(i  —  sina); 

on  reconnaît  immédiatement,  en  traçant  les  courbes  représentées  par  ces  équa 
tions,  que  l'on  se  trouve  dans  les  conditions  les  plus  avantageuses  en  donnant 
à  a  la  valeur  pour  laquelle  x=Xii  ^'^^^'^  <iue  cela  est  dit  dans  le  texte,  cette 
valeur  est  a  =45®.  (K.) 
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En  discutant  ces  valeurs,  on  trouve  qu'elles  sont  le  plus  resser- 
rées possible  quand  sina  =  cosa  =  ^^  ou  que  Tangle  BAB' 
des  manivelles  est  droit.  Dans  cette  hypothèse»  on  obtient 
pour  les  valeurs  ci-dessus  des  moments 

2F6Vl>    aFév^ï,    2F61, 

de  sorte  que  le  moment  moyen  se  trouvera  compris  entre 

2F6^7=:2F6  X  0,7071     et    o,5x2F6. 

Les  puissances  F  développant  dans  un  tour  entier  la  quan- 
tité de  travail  2  F.  4  ^9  le  moment  moyen  est  égal  à 

2F  ift 
^^-li^==o,6366X2F6, 

27r 

et  les  différences  avec  le  plus  grand  et  le  plus  petit  moment 
répondant  respectivement  à  la  position  horizontale  ou  ver- 
ticale de  BB'  et  des  bras  AB,  AB'  sont  seulement  le  |  et  le  j  en- 
viron de  sa  valeur  propre;  ce  qui  pro.uve  que  les  manivelles 
coudées  à  angle  droit  sont  effectivement  très-avantageuses 
pour  la  régularité  du  mouvement  de  l'action  des  forces. 

56.  Propriétés  et  inconvénients  des  manivelles  triples  ou 
quadruples.'-Voiir  une  manivelle  triple  (^gr.  22),  dont  les  bras 
AB,  AB'y  AB''  partageraient,  dans  leur  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe,  la  circonférence  en  trois  parties  égales, 
et  qui  seraient  sollicitées  par  trois  forces  verticales  et  égales  F 
agissant  seulement  dans  le  demi-tour  EBG,  on  trouve  que  le 
moment  total  a  sa  plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur  quand 
l'un  quelconque  des  bras  est  horizontal  ou  vertical  (');  de 
sorte  que  le  moment  moyen  est  compris  entre 

Ffr    et    F6sln6o«  =  iF6v^3  =  o,866F6. 


(*)  U  en  est  encore  ainsi  lorsque  chacune  des  trois  maniTcUes  agit  à  double 
effet;  les  moments  ont  alors  des  valeurs  doubles  de  celles  du  texte.  (K.) 

9- 


Digitized  by  VjOOQIC 


l3a  COURS   DE  MÉCANIQUE 

Le  bras  de  levier  moyen  étant  alors 

on  voit  que  le  moment  moyen  0,955 F6  ne  diffère  que  de 
Yj  du  plus  grand  et  de  -^  du  plus  petit  moment.  Ces  résultats 
supposent  d'ailleurs  les  équipages  des  manivelles  en  équilibre 
autour  de  Taxe  Â. 

FÎ0.  îa. 


li  serait  aisé  de  prouver  que  la  manivelle  quadruple  offre 
moins  de  régularité  dans  son  action  que  la  manivelle  triple, 
mais  elle  possède  d'autres  inconvénients  beaucoup  plus  graves 
pour  la  pratique,  qui  lui  sont  communs  avec  la  manivelle 
triple  et  qui  suffiraient  seuls  pour  y  faire  renoncer  :  c'est  la 
difficulté  de  l'exécuter  avec  une  perfection  et  une  solidité  suf- 
fisantes. En  effet,  toutes  les  fois  qu'un  axe  ou  arbre  tournant 
est  supporté  sur  plus  de  deux  appuis  ou  coussinets,  il  devient 
très-difflcile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  lorsqu'il  présente 
des  parties  coudées,  de  placer  sur  une  même  droite  les  axes 
des  parties  cylindriques  que  reçoivent  ces  coussinets,  et  alors 
on  conçoit  que  l'arbre  bride  entre  ses  appuis  et  donne  lieu  à 
des  efforts  violents,  qui  consomment  une  portion  considérable 
de  la  force  motrice  et  amènent  la  rupture  des  manivelles.  Le 
tour  est  le  seul  moyen  à  employer  pour  meltre  ainsi  un  arbre 
en  ligne  droite;  cela  est  faisable  pour  un  arbre  d'une  seule 
pièce  et  qui  présente  assez  de  roideur  pour  ne  pas  fléchir; 
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mais  cela  parait  presque  impossible  lorsqu'il  est  interrompu 
par  des  manivelles. 


Considérations  dynamiques  snr  les  eifets  des  manirelles. 

57.  Loi  de  variation  du  travail  d'une  manivelle  simple.  — 
Les  considérations  qui  précèdent,  analogues  à  celles  qu'on 
trouve  établies  dans  le  Livre  I",  page  63  de  Y  Architecture 
hydraulique  de  Bélidor,  édition  de  M.  Navier,  sont  purement 
statiques  et  ne  concernentque  la  loi  des  variations  élémentaires 
de  l'action  des  forces  appliquées  aux  manivelles,  ou  celle  du 
moment  et  du  bras  de  levier  propre  de  ces  forces;  mais  on 
peut  envisager  la  question  d'une  manière  toute  différente  et 
qui  se  rapporte  spécialement  aux  considérations  dynamiques. 

Conservant,  en  effet,  les  dénominations  et  conventions 
du  n"*  51  relatives  à  la  manivelle  simple,  on  peut  se  demander 
quelle  est  la  loi  des  variations  mêmes  du  travail  de  la  puis- 
sance F,  soit  dans  un  demi-tour,  soit  dans  un  tour  entier  de 
la  manivelle,  et  de  comparer  ces  différentes  valeurs  à  celles 
du  travail  uniforme  d'une  puissance  constante  ou  moyenne, 
appliquée  tangentiellement  à  la  circonférence  du  cercle  décrit 
par  l'extrémité  B  de  la  manivelle. 

Cette  manivelle  étant  supposée  à  simple  effet,  de  sorte  que 
la  force  F  n'agisse  que  dans  le  demi-tour  ECG  {Jig.  i8),  et  la 
quantité  de  travail  élémentaire  de  F  étant  mesurée  par 
Vbslnocdo:,  celle  qu'elle  aura  développée  à  partir  de  la  verti- 
cale A  F,  et  pendant  que  la  manivelle  décrit  l'angle  EAB  =  a, 
sera  évidemment 


X' 


F6  sin  a  rfa  =  F 6  (i  —  cos a)  ==  F  X  ED'  ; 


ce  qu'on  aperçoit  d'ailleurs  sans  aucun  calcul,  puisque  F  est 
censé  constant.  Cette  dernière  quantité  de  travail  qui  a  pour 
valeur  le  produit  2F 6,  quand  la  manivelle  a  décrit  deux  an- 
gles droits  et  est  redevenue  verticale,  est  aussi  celle  que 
développerait  la  composante  Fsina  de  F,  qui  agit  constam- 
ment suivant  la  circonférence  du  cercle  décrit  par  le  point 
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d'application  B;  or,  si  l'on  remplace  celle  composante  va- 
riable par  sa  valeur  moyenne» 

Y  =  ^  =  iF  =  o,3i83F, 

relative  à  une  révolution  entière  de  la  manivelle,  attendu  que 

celle-ci  est  supposée  à  simple  effet,  sa  quaniilé  de  travail 

correspondant  à  l'angle  quelconque  a  décrit  par  Taxe  sera 

Fia 
évidemment ?  dont  l'excès  sur  la  précédente  a  pour  va- 

71 

leur  Fft  (-  —  i-hcosaj  dans  le  premier  demi-tour  et  sim- 
plement Fb  l 2j  dans  le  second,  les  angles  «  étant  ici 

mesurés  par  les  arcs  qui  leur  correspondent  sur  la  circonfé- 
rence, qui  a  l'unité  pour  rayon. 

58.  Discussion  de  celle  loi.  —  En  discutant  la  première  de 
ces  expressions,  on  trouve  qu'elle  est  nulle  en  même  temps 
que  a;  qu'elle  croît  positivement  jusqu'à  la  valeur  de  a  déter- 
minée par  la  relation 

sina  =  -    ou    a  =  arc  f  sin  =-)  =  0,32395, 

à  laquelle  répond  un  premier  maximum  positif 


I  -f- 

=  F6(o,io3i  — I  -ho,948)  =  o,o5i  F6; 
qu'elle  décroît  ensuite  de  manière  à  redevenir  nulle  pour 
a  =r  0,21027:  aux  environs  de  a  =  ^*,  qu'elle  devient  un  maxi- 
mum  négatif  pour  la  valeur 

a  =  T:  —  arc  (sîn  =  -  )  =0,89697:, 
qui  donne 

F6  (^  — I  -♦-cosaj  —  Fè(o,8969— 1  —  0,948)=:  — i,o5iiF6; 
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qu'enfin  sa  valeur  absolue  décroît  dans  tout  le  surplus  du 
demi-tour  jusqu'à  devenir  égale  à  —  F69  rigoureusement, 
pour  la  position  verticale  ÂG  de  la  manivelle  répondant  à 
a  =  TT- 

Quant  à  l'expression  de  la  différence  relative  au  second 
demi-tour,  elle  demeure  sans  cesse  négative  et  décroissante, 
jusqu'à  devenir  nulle  pour  la  valeur  a  =  27r,  répondant  à  la 
position  verticale  supérieure  AE  de  la  manivelle,  après  la- 
quelle les  mêmes  choses  reviennent  dans  le  même  ordre. 

Ainsi  le  plus  grand  écart  absolu  entre  les  quantités  totales 
de  travail,  communiquées  par  la  force  variable  Fsina  et  la 

force  moyenne  Y=  -F  supposées  agir  à  la  circonférence  du 

cercle  décrit  par  le  bouton  de  la  manivelle,  est  égal  à 

i,o5i  I F6  =  0,5255 .  2F6 

ou  surpasse  la  moitié  de  celle  2F6  que  développe  F  dans 
une  révolution  entière  de  cette  manivelle. 

59.  Cas  des  manivelles  simples  à  double  effet,  — -  Dans  les 
manivelles  à  double  effet  (52),  la  quantité  de  travail  déve- 
loppée par  la  force  constante  F  dans  la  révolution  entière 
devient  46F;  ce  qui  donne 

Y=^  =  ?F  =  o,6366F, 
m:b      TT 

la  quantité  de  travail  de  F  ou  de  la  composante  Fsina 
étant  toujours  F6(i  —  cos«),  et  celle  de  l'effort  moyen  Y, 

\ba  =  — - — ^  Texcès  de  l'une  sur  l'autre  aura  pour  valeur 

TT 

F6  f  —  —  I  -+-  cosa)  dans  le  premier  demi-tour. 
¥b  (— —  3— -cosa)  dans  le  second  demi-tour; 
ce  qui  suppose  que  l'on  fasse  crottre  les  angles  a  indéfiniment; 
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mais  il  suffira  de  considérer  ce  qui  a  lieu  dans  le  premier  demi- 
tour,  attendu  que  tout  se  répète  symétriquement  dans  le  se- 
condy  si  l'on  compte  a.  à  partir  du  rayon  AG. 
Or,  la  première  de  ces  expressions  devient  nulle  à  la  fois 

pour  «  =  o,  a  =  -  TT,  a  =  TT  et  atteint  son  maximup  positif 

ou  négatif  pour  les  deux  positions  intermédiaires  qui  corres- 
pondent à 

sin  «  =  -  =  0,6366, 

7r 


«  =  0,21966;:,     a  =  7r  —  0,2196611 


d'où 
et 
F*^— -i-o-cosaWré  (2x0,21966-1-4-4/1  -  ^\ 

r=  -h0,2X049ftF, 

F6  (^ -- 1  4- cosaWFft   2(1-0,21966) -- I--- i/ I -- J; 
=  —  o,2io49&F. 

Ainsi  la  valeur  absolue  du  plus  grand  écart  entre  les  quan- 
tités de  travail  des  forces  Fcosa  et  Y  est  ici  seulement 

o,o526x4frF  ou  —  de  la  quantité  totale  de  travail  déve- 
loppée dans  une  révolution  entière  de  la  manivelle;  ce  qui 
doit  s'entendre  pareillement  des  écarts  de  la  force  vive  va- 
riable imprimée  au  système,  dans  le  cas  d'un  mouvement 
périodique,  par  rapport  à  la  force  vive  moyenne,  c'est-à-dire 
à  la  force  vive  relative  à  la  vitesse  moyenne. 

Des  manivelles  conduisant  des  pièces  à  monvement  rectiligne 
alternatif. 

60.  Recherche  du  travail  élémentaire  de  la  force  appliquée 
à  la  bielle.  —  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  la  direction 
de  la  force  F  ou  de  la  bielle  était  constante,  ce  qui  n'a  jamais 
lieu  dans  la  pratique,  attendu  que  l'extrémité  de  cette  bielle. 
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opposée  à  la  manivelle,  est  ordinairement  assujettie  à  décrire 
une  ligne  droite  ou  un  arc  de  cercle  d'un  rayon  très-grand,  par 
rapport  au  bras  de  celte  manivelle;  il  est  par  conséquent  in- 
téressant d'examiner  quelle  modiQcaiion  cette  circonstance 
peut  amener  dans  les  résultats  et  comment  alors  on  doit  éva- 
luer les  rapports  existant  entre  les  vitesses,  les  forces  appli- 
quées et  les  moments  virtuels  ou  quantités  de  travail  relatifs 
à  ces  forces. 

61.  Considérons  d'abord  le  système  d'une  manivelle  AB 
{Jig.  23)  assujettie  à  tourner  autour  de  l'axe  A  et  qui  agit  par 

Fig.  a3. 


l'intermédiaire  de  la  bielle  BC,  sur  un  point  C  assujetti  à  dé- 
crire d'un  mouvement  alternatif  la  droite  JH»  dont  le  prolon- 
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gement  passe  par  A.  Supposons  celle  bielle  soUicilée  par  la 
force  consianie  F,  agissant  de  haut  en  bas,  suivanl  la  ligne  CA, 
pour  enlratner  AB  dans  la  direclion  indiquée  par  la  flèche  de 
la  figure.  Posons  enfin  AB=:fr,  BC  =  /,  AC  =  A,  CAB  =  a, 
ACB  =  ^,  le  triangle  ABC  nous  donnera  sans  difficulté 


/        b' 
h  =  bcosa  -H  /cosp  =  ftcosan-  /i/  *  — t;  sin'a, 


j/  f    .       _f     /         b  cosa 

an  =  —  o  sm  a  ax  I  i  4-  -7 


'y/,-^'sln'«y 

celle  vitesse  virtuelle  du  point  C  est  ici  négaiive,  parce  que  la 
hauteur  A  =  AC  diminue  quand  Tangle  a  =  BAC  augmente; 
mais  comme  la  force  F  agit  dans  le  sens  même  du  chemin 
rf/*=  — rfA  décrit  par  son  point  d'application  C,  son  moment 
virtuel  devra  être  pris  positivement,  de  sorte  qu'on  aura 


"Sdf—  —  Ydh  =  ¥b  sin  «rfa 


cos« 


v^ 


sin'a 


pour  le  travail  élémentaire  de  F;  /représentant  ici,  si  Ton 
veut,  le  chemin  fc  -}-  / —  A  décrit  par  le  point  C>  à  partir  de  sa 
position  la  plus  élevée. 

62.  Expression  simplifiée  et  approchée  du  travail  de  cette 
force.  —  On  remarquera  que  le  facteur  F6  sina  da  n'est  autre 
chose  que  le  moment  virtuel  de  la  force  verticale  F,  supposée 
appliquée  au  bouton  B  de  la  manivelle;  et  comme  le  deuxième 
terme  de  la  parenthèse  est  toujours  très-petit,  vis-à-vis  du 
premier  ou  de  l'unité,  on  voit  que  les  conséquences  exposées 
dans  tout  ce  qui  précède  en  seront  fort  peu  modifiées. 

En  effet,  la  plus  grande  valeur  absolue  que  puisse  acquérir 
ce  second  terme  répond  évidemment  à  sina  =  o,  ce  qui' la 

rend  égale  à  j*  Or  /  surpasse  souvent  10  fois  b,  et  il  est  ra- 
rement moindre  que  5  fois  6,  même  dans  les  circonstances  les 

f 
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plus  défavorables.  D'ailleurs,  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
acquérir  le  facteur 


/ 


répondant  évidemment  à  sin'a=  i,  on  voit  que,  en  supposant 
même  l=Sb  seulement,  elle  ne  sera  jamais  au-dessus  de 

-=  =  1 ,  0206, 

M 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre 

Frf/*=:F6sinarfaf  I  V  j  cosaj 

0,0206-rCOsa  , 

j  /  j    0,00412         I      ,  , 

a  moins  de  r ou  de —  =■■  —  de  sa  valeur 

0  1,2  201 

i-hjcosa  '  ^ 

effective,   ce   qui   revient  à  remplacer  simplement  F  par 
F(  i-h  -cosaj  dans  les  considérations  relatives  aux  mani- 
velles sollicitées  par  une  force  F,  dont  la  direction  resle  con- 
stante. 
On  aura  de  même,  par  approximation, 

A=fccosa-+-/ jsln*a,    /    Frf/^^^ôFl  i  — cosa-h -Tsin'aj, 

relations  dont  la  dernière  exprime  la  quantité  de  travail  déve- 
loppée par  la  puissance  F  sur  la  manivelle,  à  partir  de  sa  posi- 
tion verticale  AF;  mais  ici  Terreur  commise  est  beaucoup  plus 
faible  que  pour  l'expression  ci-dessus  de  Vdf. 

63.  Faleur  approximative  et  construction  rigoureuse  du 
rapport  des  vitesses  virtuelles  de  la  puissance  et  de  la  résis" 
tance.—  Enfin  si  Ton  veut  comparer  la  vitesse  virtuelle  —  rf/i 
du  point  C  à  celle  bdoc  de  B,  vitesse  dont  le  rapport  est  préci* 
sèment  égal  au  rapport  inverse  de  la  force  F  à  celle  qui  lui 
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ferait  équilibre,  étant  appliquée  en  B  tangenliellement  à  la 
circonférence  décrite  par  ce  point,  on  aura  au  même  degré 
d'approximation 

dh  dj  .       /-t-ZiCOSa 

-Ârf;  *»"  d5=^'"« — -i — 

Mais,  quelque  simple  que  soit  cette  expression,  on  lui  sub- 
stituera avec  avantage,  dans  certains  cas,  celle  qui  résulte  de 
la  considération  directe  et  rigoureuse  des  données  de  la 
figure.  En  effet,  nous  aurons,  sans  rien  négliger, 

dh       (\//*— />'sin'a-i- Acosa)    . 

—  T-:7-=-^^ = ^sina. 

bdcK.  >//^  — i'sin'a 

Or,  si  Ton  prolonge  AB  jusqu'à  sa  rencontre  I  avec  Thorizon- 
taie  menée  par  C  et  CB  jusqu'à  son  intersection  en  0  avec 
l'horizontale  passant  par  A,  puis  qu'on  abaisse  de  B  et  C  les 
perpendiculaires  BK  et  CH  sur  CI  et  BI,  on  aura  évidemment 

dh  _  /isina  _  CH  _  CI  _  AO       ,,  ,      df  _ 
""ïrfï^^BÎr^BK-BÏ-ÂB'     "^^^     rfï^-^^' 

ce  qui  démontre  que,  en  prenant  AB  égal  à  l'unité,  la  valeur 
du  rapport  dont  il  s'agit  sera  simplement  mesurée  par  AO. 

Ainsi,  X  étant  la  force  qui,  appliquée  tangentiellement  à  la 
circonférence  décrite  par  B,  fait  équilibre  à  F,  on  aura 

~  =  ^     ou    F.AO  =  X.AB. 

A        AU 

De  sorte  que  F  produit  l'effet  d'une  force  égale  et  parallèle 
agissant  en  0,  résultat  auquel  on  arrive  sur-le-champ  en  ob- 
servant  que  l'effort  inconnu  qui  s'exerce  suivant  la  direc- 
tion BC  de  la  bielle  doit  avoir  pour  composantes  en  C  la  force 
verticale  F  et  l'effort  horizontal  de  réaction  que  supporte  le 
guide  rectiligne  du  point  C.  Supposant,  en  effet,  le  premier  de 
ces  efforts  appliqué  au  point  0  de  sa  direction,  et  opérant  de 
nouveau  sa  décomposition,  sa  composante  suivant  AO  sera 
détruite  ou  plutôt  son  bras  de  levier,  pour  faire  tourner  AB, 


Digitized  by  VjOOQIC 


APPUQOÊB  AUX  MACHINES.  l4l 

sera  nul,  et  celle  qui  est  verticale  ne  sera  autre  que  la  force  F 
agissant  avec  le  bras  de  levier  AO. 

64.  Principe  général  relatif  aux  vitesses  de  déplacement 
simultanées  des  différents  points  d'un  sjrstème  matériel.  — 
Mais  on  arrive  aux  mêmes  conséquences  encore  à  Taide  d'un 
principe  que  nous  croyons  utile  d'énoncer  ici,  parce  qu'il 
jette  un  grand  jour  sur  la  loi  du  mouvement  des  systèmes  ar- 
itculés,  en  général,  principe  qui  nous  avait  été  communiqué 
dès  1829  par  M.  Bobillier,  savant  professeur  aux  Écoles  d'Arts 
et  Métiers,  et  que  M.  Chasles,  autre  géomètre  distingué,  a  de 
son  côt^  publié,  parmi  beaucoup  d'autres,  dans  le  tome  XIV 
du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  Férussac, 
p.  321.  Ce  principe  consiste  en  ce  que,  si  une  figure  plane  de 
forme  et  de  grandeur  invariables,  quoique  arbitraires,  éprouve 
un  déplacement  quelconque,  infiniment  petit,  sans  quitter  ce 
pian,  elle  tendra  à  tourner,  sans  glisser,  autour  d'un  certain 
point  fixe  qu'on  obtiendra  par  la  rencontre  des  normales  aux 
éléments  courbes  que  décrivent  simultanément  deux  quel- 
conques des  points  de  la  figure. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  tous  les 
points  de  la  bielle  BG  tendent  à  tourner  simultanément  autour 
de  rinterseciion  I  des  normales  IC  et  IB,  aux  éléments  dh  et 
bda  décrits  par  les  points  C  et  B,  de  manière  que  l'angle  BIC 
reste  invariable  dans  ce  déplacement  supposé  infiniment  petit. 
On  a  donc,  en  ne  considérant  que  les  grandeurs  absolues, 

rfA:6rf«::CI:BL 

Ce  théorème  est  très-important,  en  ce  qu'il  donne  sur-le- 
champ  la  vitesse  d'un  point  quelconque  lié  d'une  manière 
invariable  à  la  droite  BC,  au  moyen  de  la  vitesse  de  l'une  de 
ses  extrémités  B  ou  C,  ce  qui  permet  aussi  d'obtenir  la  force 
vive  d'un  élément  matériel  quelconque,  faisant  corps  avec  la 
bielle,  et  par  suite  la  force  vive  même  de  la  masse  de  cette 
bielle,  eic. 

65.  Application  de  ce  principe  à  la  recherche  de  la  force 
vive  et  de  la  force  motrice  des  bielles  conduites  par  une  ma-- 
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nivelle.  —  Nommant  dO  l'angle  inOniment  petit  décrit  par  BC 
autour  du  point  I,  tandis  que  B  parcourt  l'arc  bcla,  ou  C 
l'arc  df=  -  dh, 

m  un  élément  de  masse  quelconque  de  la  bielle,  situé  à  la 
distance  p  de  Taxe  de  rotation  instantanée,  perpendiculaire 
au  plan  de  la  Qgure  en  I, 

d(7  sa  vitesse  virtuelle,  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à 
rextrémité  de  p, 

dcc 
entin  &)  la  vitesse  angulaire  ^  de  AB  ou  ui  la  vitesse  effective, 

on  aura  d'abord 

df=  ^dh  =  eue,   hdoL  =  Birfe,   da  =  pde  =  ^^, 

et  ensuite 

.  d(T        b     dût       ho 

vuessedem  ou   ^  =  _p_  =  ^„, 

force  vive  totale  de  la  bielle  :=  -^p-2mp%  somme  qu'il  faudra 

étendre  à  la  masse  entière  de  celte  bielle. 

Nommant  de  plus  M  cette  masse,  6  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  l'axe  instantané  de  rotation,  I  son  moment  d'inertie 
pris  par  rapport  à  un  axe  parallèle,  passant  par  son  centre  de 
gravité,  on  aura  plus  simplement  encore 

bf^'^P""bF^***^  "^^^• 

On  trouvera  de  la  même  manière  l'expression  de  la  force  mo- 
trice ou  d'inertie  totale  de  la  bielle,  etc. 

Au  moyen  des  différentes  données  contenues  dans  ce  para- 
graphe, il  sera  facile  de  découvrir  et  de  discuter  toutes  les 
circonstances  du  mouvement  et  de  la  transmission  des  forces 
dans  le  système  à  manivelle  et  à  bielle  qui  vient  de  nous  oc- 
cuper en  dernier  lieu.  En  particulier,  il  sera  très-facile  d'é- 
tendre à  ce  système  général  les  considérations  que,  dans  le 
paragraphe  précédent,  nous  avons  appliquées  au  cas  où  la 
bielle  reste  constamment  verticale  ou  parallèle  à  elle-même. 
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Des  maniyelles  conduisant  nn  balancier  à  moayement  alternatif. 

66.  Description  de  l'appareil.  —  \ji  Jig.  24  représente  un 
balancier  conduit  par  la  manivelle  AB  et  servant  à  communi- 
quer le  mouvement  reciiligne  alternatif  à  la  tige  verticale  FP 


d'un  piston.  Dans  ce  système,  les  choses  sont  ordinaire- 
ment disposées  de  façon  que  la  verticale  du  point  A  passe  par 
les  positions  extrêmes  de  l'articulation  C,  répondant  aux  in- 
stants ou  la  bielle  BC  et  le  bras  AB  de  la  manivelle  sont  situés 
en  ligne  droite;  par  suite,  l'horizontale  DL  du  centre  de  rota- 
tion D  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  total  décrit  par  ce 
dernier. 
Quant  à  la  tige  FP»  elle  ne  reçoit  ordinairement  son  mou- 
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vement  que  par  l'intermédiaire  du  parallélogramme  articulé 
EFHN,  imaginé  par  Watt,  et  qui  est  dirigé  par  la  tige  ou  bride 
SH,  tournant  autour  du  point  fixe  S,  dont  la  position  es^  réglée 
de  façon  que  le  sommet  F  décrive  sensiblement  une  droite 
verticale  pendant  les  oscillations  du  balancier,  ce  qui  se  fait 
ainsi  :  Supposons  le  parallélogramme  EFHN  établi  et  unique- 
ment dirigé  par  le  mouvement  du  balancier  autour  de  D  et  du 
sommet  F  sur  la  verticale  FG;  on  détermine  la  suite  des  po- 
sitions correspondantes  occupées  par  le  sommet  H,  puis  on 
fait  passer  au  travers  de  ces  différentes  positions  un  arc  de 
cercle  qui  s'en  écarte  le  moins  qu'il  est  possible  de  part  et 
d'autre,  et  dont  le  centre  détermine  l'axe  de  rotation  S  de  la 
bride  SH. 

On  peut  voir,  dans  le  tome  XIX,  année  1823,  des  Annales 
de  Chimie  et  de  Physique^  et  dans  le  tome  XII,  année  1836, 
des  Annales  des  Mines,  un  Mémoire  de  M.  de  Prony,  dans 
lequel  cet  illustre  ingénieur  indique  les  moyens  de  disposer 
le  parallélogramme  de  manière  à  rendre  les  déviations  de  la 
tige  aussi  petites  qu'il  est  possible.  On  consultera  aussi,  au 
sujet  des  divers  dispositifs  qui  peuvent  servir  à  atteindre  le 
même  but,  le  Traité  des  machines  à  vapeur  de  l'ingénieur 
anglais  Tredgold,  pages  Sga  et  suivantes,  PL  XII.  Il  nous  sufBt 
ici  de  savoir  que  l'articulation  commune  aux  liges  FP  et  EF 
décrit  sensiblement  une  ligne  droite. 

67.  Relations  entre  les  forces  et  les  vitesses  des  différentes 
parties.  —  Supposons,  pour  la  clarté,  toutes  les  pièces  réduites 
à  leurs  axes  {Jîg.  25);  la  loi  du  mouvement  du  point  C,  sur 
l'arc  de  cercle  qu'il  décrit  autour  de  D,  est  à  peu  près  la  même 
que  pour  le  cas  précédent  (^g*.  23,  p.  137),  où  ce  point  était  as- 
sujetti à  parcourir  la  verticale  AC;  car  ici  l'arc  dont  il  s'agît 
s'écarte  toujours  fort  peu  de  cette  verticale;  mais  l'expression 
analytique  de  cette  loi,  quoique  facile  à  obtenir,  serait  trop 
compliquée  pour  qu'on  pût  en  tirer  un  parti  avantageux,  et  il 
conviendra  de  recourir  au  tracé  de  la  figure,  en  se  servant  du 
principe  énoncé  au  n®  64,  qui  donne  immédiatement  le  rap- 
port des  vitesses  des  différents  points  et  des  forces  qui  leur  sont 
appliquées. 
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Ainsi,  par  exemple,  si,  pour  une  position  quelconque,  on 
détermine  l'intersection  I  du  prolongement  de  la  direction  AB 
de  la  manivelle  avec  la  ligne  d'axe  DC  du  balancier,  cette 
intersection  pourra  être  considérée  comme  le  centre  de  rota- 
tion instantanée  du  système  de  la  bielle  BC  et  du  triangle  BCI, 
supposé  de  grandeur  invariable,  de  sorte  que  les  vitesses  des 
points  B  et  C  seront  entre  elles  dans  le  rapport  de  BI  à  CI. 

Fig.  25. 


Pareillement,  si  Ton  détermine  le  point  de  rencontre  F  du* 
prolongement  de  DE  avec  Thorizontale  FF  perpendiculaire  au 
chemin  décrit  par  F,  ce  point  pourra  être  considéré  comme 
le  centre  de  rotation  instantanée  du  système  de  la  tige  F£  et 
du  triangle  EFF,  supposé  de  forme  invariable,  de  sorte  que 
les  vitesses  des  points  F  et  £  seront  entre  elles  comme  les 
côtés  FF  et  EF,  qui  leur  correspondent  dans  ce  triangle. 

Prolongeant  FË  jusqu'à  son  intersection  0'  avec  l'horizon- 
tale du  centre  de  rotation  D,  le  rapport  de  FE  à  FF  pourra 
être  remplacé  par  celui  de  DO'  à  DE;  menant  par  le  centre  A 
la  parallèle  AO  à  DC,  qui  rencontre  BC  prolongé  en  O,  le  rap- 
port de  BI  à  CI  pourra  être  pareillement  remplacé  par  celui  de 

10 
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ABà  AO;  posant  enfin  AB  =  6,CD=DE  =  /,  A0  =  «,  DO'=u\ 

angCDL  =  e,  angCAB  =  d. 

Nommant  de  plus  6)  la  vitesse  angulaire  -j-  de  la  manivelle» 

dh  la  vitesse  virtuelle  du  point  F,  et  F  la  force  verticale  qui  lui 

est  appliquée;  U  et  X  les  forces  qui,  appliquées  tangentielle- 

ment  aux  arcs  décrits  par  les  extrémités  £  ou  C  et  B  seraient 

équivalentes  à  F  ou  lui  feraient  équilibre,  abstraction  faite  de 

toute  autre  force,  t>n  aura,  sans  avoir  égard  au  signe  négatif 

de  de, 

\]       bd(x       Bl       AB       b 

d*où 


X 

~  Ide  - 

~C1~ 

A0""«' 

U«  =  X6.     ^ 

F 

Ide 
-  dh  - 

l'E 
IF  ~ 

DE         / 
DO'  ~  «' 

9 

=  Ui 

!  =  X^ 

rfA 

=u'e= 

«a'w 

d'où 


relations  faciles  à  calculer  ou  à  construire,  et  auxquelles  on 
arriverait  directement  (62)  par  la  simple  décomposition  des 
forces  ou  des  vitesses  dirigées  suivant  les  lignes  BC  et  FE. 

G8.  Ces  mêmes  relations  mettront  d'ailleurs  en  état  de  dé- 
terminer pour  chacune  des  positions  du  système,  et  en  fonc- 
tion de  la  vitesse  angulaire  6),  les  forces  d'inertie  et  les  forces 
vives  des  différentes  pièces,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  en 
particulier  dans  le  n'^GS;  mais  il  serait  inutile  d'insister  Ici 
sur  cet  objet,  non  plus  que  sur  les  conséquences  qui  peuvent 
se  déduire,  par  une  discussion  facile,  des  relations  dont  II 
s'agit,  en  ce  qui  concerne  l'irrégularité  plus  ou  moins  grande 
du  mouvement  ou  de  l'action  des  forces,  selon  que  la  tige  EF 
agit  à  la  fois  dans  chacune  des  deux  demi-révolutions  ou  seule- 
ment dans  l'une  d'elles.  Il  est  évident  que  ces  conséquences 
seraient,  aux  chiffres  près,  analogues  à  celles  auxquelles  on 
est  parvenu  dans  le  cas  particulier  où  il  s'agit  d'une  manivelle 
sollicitée  par  une  force  constante  en  grandeur  et  en  intensité. 
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Ainsi»  par  exemple,  on  trouverait  ici  encore  que,  dans  le 
cas  des  manivelles  à  double  effet,  on  doit  mettre  en  équi- 
libre leurs  équipage  qui  comprennent  le  poids  de  la  bielle, 
des  balanciers,  etc.,  tandis  que,  dans  celui  des  manivelles  à 
simple  effet,  il  y  a  de  l'avantage  à  charger  Tune  des  extrémités 
du  balancier  d'un  poids  égal  à  environ  moitié  de  la  force  F. 
D'après  cela,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  en  peu  de 
mots  comment  on  devra  s'y  prendre  pour  résoudre  les  prin- 
cipales questions  ou  difficultés  qui  peuvent  se  présenter  dans 
cette  discussion. 

69.  Indication  de  la  manière  de  résoudre,  dans  le  cas  gé- 
néral,  les  questions  traitées  aux  n**  51  et  57  relativement  aux 
bielles  et  manivelles  simples.  —  Considérant,  par  exemple,  le 
cas  où  la  puissance  F,  supposée  constante,  n'agit  que  pendant 
une  demiK>scillation  ascendante  du  piston  ou  pendant*  que  la 
manivelle  décrit  le  demi-cercle  situé  à  droite  de  la  verticale 
du  centre  de  rotation  Â,  nommant  h  la  hauteur  de  course  du 
point  F,  correspondant  à  l'angle  a  décrit  par  cette  manivelle, 
à  partir  de  sa  position  supérieure,  et  A'  la  hauteur  totale  de 
cette  course,  qui  différera  en  général  très-peu  de  afr,  la  quan- 
tité de  travail  développée  par  la  force  F  dans  une  révolution 
entière  sera  çiesurée  par  le  produit  FA',  d'après  quoi  son 
bras  de  levier  moyen  rapporté  à  l'axe  A  aura  pour  valeur 

A' 

—  1  et  l'effort  moyen  qui  pourrait  la  remplacer  et  produire  le 

même  travail  à  chaque  révolution  entière,  s'il  était  appliqué 

tangentiellement  à  la  circonférence  décrite  par  l'extrémité  B 

A' 
de  la  manivelle,  sera  — r  F. 

Or,  selon  qu'il  s'agira  des  considérations  statiques  des  n^"*  SI 
et  suivants,  ou  des  considérations  dynamiques  des  n~  57,  58 
et  59,  on  aura  à  rechercher  les  maxima  etminima  du  moment 
virtuel 

Fdh=:F^da, 

uu' 
c'est-à*dire  du  produit  F  -r-  qui  représente  ici,  en  quelque 

10. 
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sorte,  le  moment  de  la  force  constante  F,  ou  bien  il  s'agira 
de  trouver  les  positions  du  système  pour  lesquelles  l'excès  du 

h' 
travail  de  l'efifort  moyen  — ?  F  sur  le  travail  effectif  de  la  puis- 
sance F  atteint  son  maximum  et  son  minimum  ;  ce  qui  arrive 
nécessairement  aux  instants  pour  lesquels,  ces  forces  se  fai- 
sant équilibre,  leurs  quantités  de  travail  élémentaires  sont 
égales,  de  sorte  qu'on  a 

— TFbdix—tdn  =  o     ou —  =  0. 

27:6  27r         / 

70.  Procédé  graphique  pour  trouver  le  plus  grand  ou  le  plus 

petit  écart  du  moment  et  du  travail  variable  de  la  puissance 

sur  son  moment  ou  son  travail  moyen.  —  Ainsi  donc,  dans  le 

premier  cas,  on  aura  à  rechercher  la  position  du  système  qui 

répond  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des  valeurs  de  la 

uu* 
fonction  — t-î  et  dans  le  deuxième  celles  pour  lesquelles  cette 

A' 
même  fonction  devient  égaie  au  nombre  donné  — *,  problème 

dont  la  solution  est  on  ne  peut  plus  facile  à  Taide  des  données 
de  la  figure,  et  en  construisant  une  courbe  unique  ayant  pour 
abscisses  les  différentes  valeurs  de  u'  ou  DCX,  et  pour  ordon- 
nées les  valeurs  correspondantes  de  -y- 9  que  l'on  construira 

très-facilement,  en  portant  la  grandeur  de  u  =  AO  de  D  en  U 
sur  la  direction  de  DE  et  menant  la  parallèle  UV  à  O'EF,  qui 
donnera  sur  DO'  le  segment 


Les  valeurs  de  i^et  u\  qui  satisfont  à  la  question,  étant  ainsi 
trouvées,  on  déduira  immédiatement  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  des  écarts  du  moment  moyen  sur  le  moment  variable 

F^  =  F.DV. 
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FA 

OU  du  travail  moyen  —  cl  sur  le  travail  variable  FA   de  la 

force  F  supposée  constante,  etc. 

II  est  évident  que  la  question  ne  serait  pas  beaucoup  plus 
difficile  à  résoudre  si  F  variait  avec  A,  suivant  une  loi  donnée, 
par  le  tracé  d'une  courbe,  par  exemple;  car  les  valeurs  des 

quantités  de  travail   /     FrfA,    /     Frf«  seraient  alors  immé- 

diatement  données  par  les  méthodes  de  quadrature  mention- 
nées au  n®  9  (Section  I). 


Da  Joint  brisé  on  universel. 

71.  Description  de  l'appareil.--  Le  joint  brisé  ou  universel 
a  pour  objet  de  transmettre  le  mouvement  de  roution  d'un 
axe  à  un  autre,  qui  le  rencontre  sous  un  angle  quelconque, 
plus  grand  que  l'angle  droit;  il  est  ordinairement  composé 
d'un  croisillon  {^fig.  26)  ou  d'une  boule  de  métal  portant  deux 

Fîg.  26. 


axes  recungulaires  et  qu'on  interpose  entre  les  mâchoires 
qui  terminent,  vers  leur  point  de  rencontre,  les  deux  axes 
proposés.  Ce  mécanisme  est  principalement  employé  en  Hol- 
lande pour  transmettre  le  mouvement  des  moulins  à  vent  aux 
axes  inclinés  des  vis  d'Jrckimède  qui  servent  pour  les  épui- 
sements. Son  principal  avantagé  consiste  dans  la  faculté  qu'il 
offre  de  pouvoir  changer  à  volonté,  quoique  entre  des  limites 
données,  l'angle  des  axes  de  mouvement.  Généralement  on 
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n'ea  fait  usage  que  pour  les 'machines  peu  puissantes,  à  cause 
de  rirrégularité  du  mouvement  qu'il  occasionne  et  de  l'é- 
norme pression  ou  résistance  que  supportent  les  axes  des 
croisillons,  dont  les  bras  sont  toujours  fort  petits  par  rapport 
aux  rayons  des  roues  d'angles  qu'on  leur  substitue  ordinaire- 
ment. 

Prenons  (fig.  27)  pour  plan  horizontal  celui  des  deux  axes 
de  rotation  donnés  CL  et  CM;  soient  DD',  EE'  les  projections. 


sur  ce  plan,  des  cercles  respectivement  décrits  par  les  extré- 
mités des  axes  des  croisillons  et  qui  sont  perpendiculaires 
aux  axes  CL  et  CN;  concevons  la  sphère  qui  contient  à 
la  fois  ces  cercles,  et  soient,  pour  une  position  quelconque 
du  système,  A  et  A',  B  et  B'  les  projections  de  celles  des  extré- 
mités dont  il  s'agit,  qui  sont  diamétralement  opposées  entre 
elles  sur  les  cercles  DD',  EE';  le  grand  cercle  qui  appartient 
à  ces  extrémités  formera,  avec  les  précédents,  le  triangle  sphé- 
rique  ABC,  dont  les  côtés  AB  et  AC  fixent  entièrement  la  po- 
sition des  extrémités  supérieures  B  et  C  des  croisillons,  par 
rapport  à  l'intersection  C  des  cercles  DD%  EE'  ou  celle  des 
rayons  CA  et  CB,  par  rapport  à  la  verticale  qui  répond  au  point 
de  rencontre  des  axes.  Or,  AC  éunt  considéré  comme  l'arc 
du  grand  cercle  décrit  par  Textrémité  B,  à  partir  du  point  A, 
BE  complément  de  CB  devra  être  considéré  comme  l'arc  dé- 
crit simultanément  par  l'extrémité  B,  à  partir  de  E,  ou  de  la 
position  horizontale  du  rayon  CB,  correspondant  à  la  position 
verticale  C  du  rayon  CA. 
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72.  Relation  entre  les  angles  décrits  par  les  croisillons.  — 
Nommant  donc  a  et  p  les  angles  au  centre  des  arcs  BE  et  AC, 
ces  angles  seront  précisément  ceux  que  décrivent  simultané- 
ment les  rayons  CB  et  CA,  autour  des  axes  CL  et  CM,  auxquels 
ils  sont  respectivement  perpendiculaires;  et,  si  Ton  nomme 
en  outre  C  Tangle  MCL  =  ACB  de  ces  deux  axes,  on  aura,  par 
le  triangle  sphérique  ABC,  dans  lequel  AB  équivaut  à  un  qua- 
drant et  BC  au  complément  de  BE, 

tanga  -t-  cosCtang(3=:  o. 

On  arrive  au  même  résultat  en  observant  que,  si  Ton  porte 
de  B  en'flr,  sur  le  grand  cercle  EE',  un  arc  Ba=  BA  équiva- 
lent au  quadrant.  Tare  du  grand  cercle  Aa  sera  perpendiculaire 
sur  Ca  =  BE  =  a,  de  sorte  que,  si  Ton  nomme  I  l'angle  ACa, 
supplément  de  C,  on  aura,  dans  le  triangle  ACa, 

langa  =  cosItangp. 

Or  cela  démontre  que  les  angles  a  et  (3,  décrit?  simultané- 
ment autour  des  arcs  CL  et  CM,  sont  précisément  ceux  que 
décriraient,  à  partir  de  la  position  verticale  en  C,  deux  rayons 
CA  et  Ca,  dont  l'un  serait  la  projection  orthogonale  de  l'autre 
sur  son  propre  plan  de  mouvement,  propriété  remarquée  par 
MM.  de  Bétancourt  et  Bréguet,  qui  l'ont  démontrée  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Institut  de  France  et  l'ont  appliquée  à 
leur  système  de  télégraphe. 

DifTérentiant  la  dernière  des  relations  ci-dessus,  elle  don- 
nera 

da       cosicos'a       i  — sinUros'a  cosl 


</j3  cos'P  cosl  1  — sin'lsin'P 

pour  le  rapport  des  vitesses  de  rotation  des  axes  MC  et  LC, 
qui  est  aussi  le  rapport  inverse  des  forces  qui,  agissant  avec 
le  même  bras  de  levier,  se  feraient  mutuellement  équilibre 
autour  de  ces  axes  respectifs. 
On  voit  ici  que  les  valeurs  de  ce  rapport  peuvent  varier  de* 

puis  cosl  jusqu'à r»  et  que  l'action  sera  d'autant  plus  ré- 
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gulière  que  l'angle  I  approchera  davantage  de  zéro.  D'ailleurs 
on  peul  se  proposer  les  questions  analogues  à  celles  que  nous 
avons  résolues  (51  et  57),  dans  le  cas  des  manivelles. 

73.  Recherché  de  l'effort  et  du  travail  transmis.  —  Suppo- 
sons, par  exennpie,  Taxe  CM,  qui  décrit  les  angles  ^,  sollicité 
par  une  puissance  constante  F,  agissant  à  l'extrémité  du  bras 
de  levier  R,  qui  sera,^  si  l'on  veut,  le  rayon  d'une  roue,  on 
aura  :  i®  pour  l'effort  variable  transmis  à  l'autre  axe 

FVp  _         FcosI 
doc.         I  — sin*lcos*a' 

2»  pour  le  travail  élémentaire  de  cet  effort 

FRcosIrfg 

I  — sin'lcos'a' 

3"*  enRn  pour  le  travail  total  imprimé  dans  toute  l'étendue  de 
l'angle  a 

r""     FRcosIrfa  _,-,         /  langa\ 

Jq    I  — sin'lcos'a  \     °       cosl/' 

prenant  Tangle  a  =  271,  il  est  clair  que  la  quantité  de  travail 
relative  à  une  révolution  entière  de  l'arbre  MC  sera  F27rR; 
donc  ici  Veffort  moyen  qu'il  faudrait  appliquer  à  une  roue 
de  rayon  R,  montée  sur  cet  arbre,  a  précisément  pour  va- 
leur F;  ou,  si  l'on  veut,  R  est  le  bras  de  levier  moyen  de  la 
puissance  constante  F,  supposée  appliquée  à  ce  même  arbre; 
par  conséquent 

.„„  ,  FRcosI//a  «n  ^    /  cosl         \ 

FRrfa T-ri —  =  FR  rfa     1 r— i ;-  1 5 

I  — sin'lcos'a  \        i~sm4cos'a/ 

FR«-FRarc(iang=^) 

L27r      27:       \      °       cosl  y  J 


Digitized  by  VjOOQIC 


APPUQCtE   AUX  MACHINES.  l53 

expriment  les  écarts  respectifs  des  quantités  de  travail  élémen- 
taires et  totales,  par  rapport  à  celles  que  produirait  l'effort 
moyen  F,  pour  le  même  angle  a,  décrit  par  l'arbre  MC  ;  ce  qui 
donne,  pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  du 
premier  de  ces  écarts, 

FRrfa  (— ^— ï  h     FRrfa(i  — cosl) 
\cosl        /  \  ' 

respectivement. 
Quant  au  second  de  ces  écarts,  il  devient  nul  à  la  fois  pour 

1  3 

ot  =  o,     a  =  -7r,     a=^7r,     a  ==  -  tt,     «  =  27r, 

2  2 

et  il  atteint  ses  plus  grandes  valeurs  positives  ou  négatives 
dans  les  quatre  positions  intermédiaires  du  système,  déter- 
minées par  l'équation 


rf[«-arc(iang=l^)] 


cosi  '__ 

da  "  '       I  —  sin*lcos*a  "  "     ' 

qui  donne 

,    v/i  — cosl       ^  .    ,     . p 

cosa  =  ±: r— j —  1     tanga  --  ir:  y/cosl, 

et  par  conséquent,  pour  les  valeurs  du  maximum  de  l'écart 
demandées. 


F27r 


j.  j  arcftang  — =b  v^cosl)  _        \  ^"^  y^cosl/  1 

L  27r  27r  J 

74.  ^appréciation  des  plus  grands  efforts  et  des  irrégularités 
d'action  auxquelles  donne  lieu  le  joint  universel.  —  Suppo- 
sant, par  exemple, 

Ir=45»    ou    cosl  ==  sini  =  - v'2  1^=0,7071, 

ce  qui  a  lieu,  à  peu  près,  dans  le  cas  de  la  vis  d'Ârchimède, 
on  trouvera,  pour  la  mesure  du  plus  grand  et  du  plus  petit  des 
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écarts  de  la  quantilé  de  travail  élémentaire  sur  la  moyenne,  ou 
du  bras  de  levier  et  de  Teffort  variables  par  rapport  à  leur  va- 
leur moyenne, 

I 


cosl 


I  =:  0,4l4,       I  —  COSi  =3  0,2929, 


ce  qui  répond,  comme  on  voit,  à  des  variations  d'action  con- 
sidérables, et  prouve  que  les  axes  des  croisillons  peuvent 
éprouver  momentanément  de  très-grands  efforts  répondant 
aux  arcs 

a  =  o,     a  =  TT,     a  =  27r. 

Mais  on  ne  doit  pas  conclure,  pour  cela,  que  les  écarts  du 
travail  total  ou  de  la  force  vive  qui  lui  correspond,  par  rapport 
à  leur  valeur  moyenne,  soient  eux-mêmes  très-grands  :  en  ef- 
fet, la  dernière  des  formules  ci- dessus  donne,  pour  tes  nom- 
bres qui  mesurent  cet  écart  : 

-+-  o  ,02744,    répondant  à  l'angle    a  =  4o°  3'  4o", 

dont  la  tangente  est  égale  à  +  ^/cosl  =  0,8409; 

-+•  0,02744,    répondant  à  l'angle    a  =  i39*>56'2o'', 

supplément  du  précédent,  et  dont  la  tangente  est  égale  à 
,  —  v/cosl  =  —  o  ,8409  ; 

—  0,02744,  répondant  à  Tangle  i8o<>  +  4o°3'4o"=22o°  3'4o"; 
-h  0,02744»  répondant  à  l'angle  .360*»— 40° 3' 4o"=  3 19^56' 20". 

Ces  écarts  sont,  comme  on  le  voit,  moindres  que  ceux  qui 
ont  été  trouvés  (59)  pour  la  manivelle  à  double  effet. 

IV.  —  Applications  particulières  de  la  thëorie  des  volants. 

Considérations  générales  sur  remploi  et  sur  la  constniction 
des  volants. 

75.  Impossibilité  de  découvrir  une  règle  qui  soit  applicable 
à  rétablissement  de  toute  espèce  de  volant.  —  D'après  les 
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principes  généraux  exposés  au  n**  39  (Section  I)  sur  la  théorie 
des  volants,  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  saurait  trouver  une 
formule  unique,  qui  pût  servir  à  calculer  leurs  dimensions 
dans  tous  les  cas;  et,  à  cet  égard,  il  est  impossible  d'admettre 
les  règles  universelles  que  quelques  auteurs  praticiens  ont 
cherché  à  établir.  Chaque  genre  distinct  d'irrégularité  d'ac- 
tion des  puissances  et  des  résistances  en  exigera  une  en  par- 
ticulier, et  la  théorie  des  volants  ne  sera  complète,  pour  la 
pratique,  que  lorsqu'on  l'aura  appliquée  à  chaque  cas  spécial  : 
ainsi  le  volant  d'une  scierie  ne  peut  être  calculé  comme  ce- 
lui d'une  machine  à  vapeur,  d'un  laminoir,  etc.  C'est  pourquoi 
nous  nous  bornerons  à  montrer,  par  quelques  exemples  sim- 
ples, relatifs  aux  systèmes  à  manivelle,  la  manière  dont  on 
doit,  dans  chaque  cas,  procéder  à  la  solution  de  la  question  ; 
mais,  comme  celte  solution  ne  laisserait  pas  que  d'être  fort 
compliquée  si  l'on  voulait  avoir  égard  à  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  et  à  ce  qui  se  passe  dans  toute  l'étendue 
des  machines,  nous  devons  présenter  ici  quelques  réflexions 
propres  à  faire  éviter  des  difficultés  de  calcul  qui  seraient 
souvent  sans  objet  pour  le  but  qu'on  se  propose  dans  réta- 
blissement des  volants. 

76.  Simplification  qu'il  est  permis  d^ apporter  dans  beau- 
coup de  cas  au  calcul  des  volants,  —  D'abord  on  doit  admettre 
en  principe  ce  qui  a  été  dit  au  n<»  39  (Section  I),  que  le  volant 
est  placé  le  plus  près  possible  de  la  force,  qui  exerce  des  ac- 
tions irrégulières  (')  et  doit  assurer  l'uniformité  du  mouve- 
ment indépendamment  de  l'inertie  des  pièces  de  rotation  qui 
lui  succèdent  du  côté  opposé  à  cette  force;  car,  sans  cela,  ces 


(•)  Répartition  des  divers  volants  d'une  usine,  —  Pour  assurer,  en  toutes 
circoDstaDces,  Ja  bonne  marche  d'un  ensemble  de  machines,  il  suffit  de  faire 
en  sorte  que,  dans  les  cas  extrêmes  les  plus  défavorables,  l'écart  des  vitesses 
et  raccélération  no  dépassent  pas  les  limites  déterminées  (Note  du  n^  42,  Sect.  1). 
Si  T  représente  le  travail  transmis  à  la  vitesse  de  règle  &>,  oe  la  plus  grande  va- 
riation totale,  positive  ou  négative,  que  le  travail  moteur  puisse  éprouver  sans 
qoe  le  régulateur  intervienne  d'une  façon  efficace,  ^  la  plus  grande  variation 
du  travail  résistant,  il  est  clair  que  l'excès  maximum  de  la  force  vive  sur  la 
force  vive  normale  correspondra  au  cas  où  a  et  /3  coexisteront  et  seront  de  signes 
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pièces  pourraient  être  soumises  à  des  alternatives  d'actions 
nuisibles  ou  dangereuses. 

Ensuite  on  remarquera  que  les  résistances  passives,  quelle 
qu'en  soit  la  nature»  introduisant  dans  Téquation  des  forces 
vives  du  n*  38  (Section  I)  des  termes  qui  ne  peuvent  entrer 
que  positivement  dans  le  premier  membre  relatif  à  ces  forces 
vives  et  négativement  dans  l'expression  de  S,  elles  auront 
pour  effet,  dans  beaucoup  de  cas,  de  diminuer  les  plus  grands 
écarts  de  la  vitesse  ou  la  valeur  qu'il  serait  nécessaire  de  don- 
ner au  moment  d'inertie  du  volant,  si  ces  circonstances  n'a- 
vaient pas  lieu;  en  d'autres  termes,  elles  tendront,  par  elles- 
mêmes,  à  régulariser  le  mouvement  en  remplissant  ainsi  les 
fonctions  de  frein,  et  par  conséquent,  en  les  négligeant  dans 
de  pareilles  circonstances,  on  sera  certain  d'obtenir,  pour  le 
volant,  des  dimensions  plus  que  suffisantes. 

D'ailleurs  il  arrive  presque  toujours  que  les  résistances  pas- 


contraires.  II  est  toujours  prudent  de  faire  cette  hypothèse  eitrème;  car  la 
position  relative  des  diverses  machines  n*est  pas  constante,  elle  est  modifiée  à 
chaque  instant  par  la  déformation  des  organes  de  transmission,  et  surtout  par 
les  glissements  inévitables  des  courroies,  par  les  embrayages  ou  débrayages.  D'un 
autre  c6té,  les  variations  accidentelles  se  produisent  à  des  épo<{ues  qui  ne  peuvent 
pas  être  réglées.  D'après  la  théorie  exposée  au  u^  38,  Sect.  I,  la  force  vive  AU' 
qu'il  est  nécessaire  de  donner  au  système,  pour  lui  assurer  une  régularité  défi- 
nie par  /7,  est  déterminée  par  l'équation  Au'  =  /i(a  +  y3);  on  voit  qu'elle  est 
égale  à  la  somme  des  deux  forces  vives  égales  à  /la  et  à  n/3,  que  l'on  trouverait 

en  déterminant  séparément  un  volant  assurant  l'écart  -  à  la  machine  motrice 

soumise  à  un  travail  résistant  constant  et  k  la  variation  a  du  travail  moteur, 

et  un  autre  volant  assurant  le  même  écart  -  à  la  machine-outil,  recevant  un 

n 

travail  moteur  constant  et  soumise  à  la  variation  /3  du  travail  résistant.  On 
arrive  à  des  conséquences  analogues  en  étudiant  la  question  au  point  de  vue 
des  accélérations. 

Le  calcul  des  volants  peut  donc  toujours  être  fractionné  et  ramené  à  celui  de 
chaque  machine  isolée,  recevant  du  dehors  un  travail  constant  et  assujettie  seu- 
lement aux  variations  de  travail  qui  lui  sont  propres;  il  n'en  résulte  pas  qu'une 
même  machine  doive  avoir  le  même  volant  dans  toutes  les  installations,  car  les 
éléments  qui  servent  au  calcul  du  volant  d'un  appareil  donné,  c'est-ii-dire  les 
conditions  de  régularité  requises  et  le  mode  d'action  des  forces,  varient  dans 
chaque  cas  spécial  avec  la  nature  des  autres  machines  de  l'usine,  avec  Timpor- 
tanee  des  variations  accidentelles,  la  sensibilité  du  régulateur  employé;  ces  élé- 
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sives  les  plus  influentes  font  partie  intégrante  de  la  puissance 
motrice  ou  de  la  résistance  active,  ou  peuvent  être  comprises 
dans  les  mêmes  termes  de  l'équation  des  forces  vives,  de  sorte 
qu'on  peut,  sans  inconvénients,  négliger  la  considération  des 
résistances  passives  intermédiaires,  en  tenant  compte  seule* 
ment  de  leurs  valeurs  moyennes  ou  des  quantités  de  travail 
qu'elles  produisent  dans  chaque  révolution  de  la  machine, 
c'est-à-dire  en  ajoutant  ces  valeurs  moyennes  à  la  puissance  ou 
à  la  résistance  active. 

Enfln,  dans  d'autres  cas  très-compliqués,  où  Ton  aura  à  con- 
sidérer des  pièces  à  mouvement  alternatif,  on  se  verra  con- 
traint de  négliger  l'influence  de  l'inertie  de  quelques-unes  ou 
de  la  totalité  de  ces  pièces,  en  ne  tenant  ainsi  uniquement 
compte  que  de  l'irrégularité  d'action  même  de  la  puissance 
et  de  la  résistance,  ou  bien  on  sera  obligé  de  faire  quelque 


menu  doivent  donc  toujours  être  déterminés  par  une  étude  préliminaire. 
(Note  du  no  42,  Sect.  ï,  et  du  n»  35). 

Le  mode  d'opérer  qui  vient  d'être  indiqué  apporte  de  grandes  simplifications 
an  calcul  des  volants;  il  conduit,  en  outre,  à  la  répartition  la  plus  avanta- 
geuse des  volant»  sur  les  divers  arbres,  au  point  de  vue  de  l'état  moyen  des 
teosiona  dans  les  organes  de  transmission  et  des  oscillations  de  la  vitesse 
réeUe  résultant  des  déformations  élastiques.  ' 

En  se  reportant  à  la  Note  du  n^  46,  ou  peut  se  rendre  compte  de  l'importance 
d'une  bonne  répartition  des  masses  en  mouvement.  Si  les  forces  extérieures 
Tiennent  à  varier  en  même  temps  qu'elles  augmentent,  par  exemple,  le  premier 
effet  de  cette  modification  est  un  ralentissement  de  l'arbre  mené,  une  accélé- 
ration de  l'arbre  moteur,  quelles  que  soient  du  reste  les  valeurs  relatives  des 
variations;  lorsque  celles-ci  sont  de  peu  de  durée,  on  peut,  par  un  choix  con- 
venable des  masses,  c'est-à-dire  de  la  valeur  de  N,  augmenter  à  volonté  la  durée 
de  la  période  des  oscillations  et  la  rendre  assez  longue  pour  que,  au  moment 
où  la  perturbation  cesse,  la  tension  de  la  transmission  ne  soit  pas  encore  arrivée 
à  son  maximum  et  difl*ére  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de  sa  valeur  moyenne. 

Telle  est  la  raison  qui  conduit  à  placer  des  volants  sur  les  arbres  des  ma- 
chines-outils; il  faut  remarquer  que,  par  suite  de  l'emploi  de  ces  volants,  la 
diminution  du  travail  résistant,  au  moment  des  débrayages,  se  trouve  accompa- 
gnée d'une  diminution  de  la  masse  en  mouvement^  l'inverse  a  lieu  au  moment 
des  embrayages.  Ces  circonstances  concourent  pour  augmenter  les  irrégularités 
du  mouyement,  et  il  est  nécessaire  d'en  tenir  compte,  soit  en  calculant  en 
conséquence  le  volant  de  la  machine  motrice,  soit  mieux  en  établissant  des 
volants  spédanx  sur  les  transmissions,  dans  des  régions  voisines  de  celles  où 
se  produisent  les  intermîttanees  de  travail.  (K.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


l58  OOCftS  DK  HtCANIQUB 

supposition  qui  tende  h  simplifier  l'état  yariable  du  mouve* 
ment  de  la  machine,  comme  il  arriverait  pour  les  appareils 
des  n~  61  et  66  {Jig.  23  et  24),  si  l'on  supposait  la  bielle  BC 
sensiblement  verticale,  et  la  puissance  F  immédiatement  ap- 
pliquée à  l'extrémité  du  bras  DE  du  balancier,  ce  qui  s'écarte 
assez  peu  de  la  réalité,  dans  les  cas  ordinaires,  où  les  lon- 
gueurs de  celte  bielle  et  de  ce  bras  sont  environ  cinq  fois  ce- 
lui de  la  manivelle  AB. 

77.  Dispositions  les  plus  ordinaires  des  volants.  —  Pour  sa- 
tisfaire autant  qu'il  est  possible  aux  conditions  indiquées  au 
n®  39  (Section  I),  on  compose  ordinairement  les  volants  d*un 
anneau  en  fonie  {Jlg.  a8)  relié  au  moyen  de  bras,  en  même 

Fiff.  qS. 


matière,  ou  en  fer,  ou  en  bois,  à  un  noyau  central  monté  sur 
l'arbre  (  '  ).  Presque  toujours  la  section  de  Fanneau  dont  il  s'agit 

(*)  Systèmes  d'assemblage  des  nwlants.  ->  Lorsque  les  volante  lont  de  petite 
dimension,  ils  sont  ordinairement  fondus  d'une  piéee;  quand  ils  ont  an  iprand 
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est  rectangulaire 9  mais  on  lui  donne  quelquefois  aussi,  de 
même  qu'aux  bras,  une  forme  elliptique  allongée,  dans  la 
vue  de  diminuer  la  résistance  de  Tair;  nous  ne  connaissons 
aucune  expérience  qui  mette  en  état  d'apprécier  cette  ré- 
sistance dans  le  cas  dont  il  s'agit,  et  il  est  même  douteux 
que,  vu  la  continuité  de  l'anneau  et  la  succession  rapide  des 
bras  dans  un  même  espace,  la  forme  des  bras  et  de  l'anneau 
joue  un  si  grand  rôle,  que  s'il  s'agissait  de  surfaces  complète- 
ment isolées.  EnQn,  dans  des  machines  peu  puissantes,  on  se 
contente  souvent  de  placer  à  l'extrémité  de  bras  en  fer,  amincis 
dans  le  sens  du  mouvement,  des  masses  métalliques,  auxquelles 
on  donne  la  forme  lenticulaire,  toujours  dans  la  vue  de  dimi- 
nuer la  résistance  de  l'air;  mais  ces  derniers  dispositifs  doivent 
être  proscrits  à  cause  des  dangers  qu'ils  présentent. 

78.  Expressions  approximatives  et  simplifiées  du  moment 
d'inertie  et  de  la  force  vive  des  volants. —  Quoi  qu'il  en  soit, 
il  sera  toujours  facile,  au  moyen  des  règles  posées  à  la  fin  de 
cette  Section,  de  trouver  le  moment  d'inertie  2mr»  et  la  force 
vive  fjî^^mf^  (36,  Section  I)  d'un  pareil  système.  Considé- 
rons, en  particulier,  le  cas  des  volants  à  anneau  continu,  et 
nommant  P'ie  poids  de  cet  anneau,  R»  son  rayon  moyen,  V  sa 
vitesse  à  l'extrémité  de  Ri»  g'=9"*»8o9  l'accélération  de  la 
pesanteur,  on  aura  très-approximativement 

p/  nt  uf 

lmr^=z—K\     et     a3»2;mr'z=:  — w»R;  =  — V^ 
g  g  g 


diamètre,  les  rayons  sont  assemblés  {Jig,  a8)  à  Taide  de  boulons  et  de  cales  de 
serrage  sur  un  noyau  DE;  Vanneau  est  composé  de  plusieurs  segments,  qui 
sont  réunis  entre  eux  &  l'aide  de  prisonniers  intérieurs  trsTersés  par  des  gou- 
jons perpendiculaires  an  plan  du  volant;  ces  jonctions  se  font,  soit  dans  le  pro- 
longement des  rayons,  en  A  (fig.  39),  soit  dans  Tintervalle  compris  entre  les 
rayons,  en  B  {fi$,  28).  €es  deux  figures  indiquent  en  G  et  â5  deux  modes  fré- 
quemment employés  par  les  constructeurs  pour  Tassemblage  de  l'anneau  avec 
les  rayons. 

Les  Tolants  sont  souvent  utilisés,  en  dehors  de  leur  rôle  spécial,  comme  or- 
ganes de  transmission  de  mouvement;  la  surface  extérieure  de  la  jante  est  alors 
tournée  quand  le  volant  doit  recevoir  une  courroie,  ou  bien  garnie  de  dents 
quand  U  fait  fonction  de  roue  d'engrenage.  (K.) 
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Quant  aux  bras,  si  Ton  nomme  P''  leur  poids  total,  on  pourra, 
d'après  les  mêmes  règles,  prendre  irés-approximativement 

2mr*  =o,  325  — R% 
g 
et,  par  conséquent, 

p//  p" 

a)»2mr'  =  o,325  —  m»R»=:  o.BaS—  V^ 
g  g 

ce  qui  donne,  pour  la  force  vive  totale  du  volant 

(P'  +  o,325P")V' 

, 

g 

p 

que  nous  représenterons  simplement  par  -  V%  soit  qu'on 

veuille  tenir  compte  ou  non  du  moment  d*inertie  des  bras, 
qui,  au  surplus,  ne  saurait  guère  surpasser  le  ^  ou  le  j  de 
celui  de  Tanneau  entier. 

79.  Recherche  du  moment  total  des  forces  qui  tendent  à 
rompre  les  bras  des  volants  (  '  ).  —  Le  volant  est  principalement 
exposé  à  l'action  de  la  force  centrifuge,  qui  tend  à  séparer  vio- 
lemment les  bras  et  les  segments  dont  se  compose  l'anneau, 
et  à  l'action  de  la  force  motrice  ou  d'inertie  qui  naît  de  la 
variation  instantanée  du  mouvement  de  rotation,  et  tend  prin- 
cipalement à  rompre  les  bras  à  leur  encastrement  près  de 
l'arbre  et  de  l'anneau.  L'appréciation  de  l'une  ou  l'autre  de 
ces  actions  peut  être  soumise  à  un  calcul  rigoureux,  quand  la 
constitution  de  la  machine  à  laquelle  le  volant  se  trouve  ap- 
pliqué est  bien  connue. 

Conservant  toujours  les  mêmes  dénominations,  on  obser- 
vera que  (ù^rm  est  l'expression  de  la  force  centrifuge  d'un 
élément  de  masse  m,  situé  à  la  distance  r  de  l'axe,  tandis 

que  -^  rm,  pris  abstraction  faite  du  signe,  est  celle  de  sa  force 


(')  Consulter,  nu  sujet  des  conditions  de  résistance  des  volants,  le  Mémoire 
sur  les  votants  des  machines  à  vapeur,  par  M.  Resal.  {ji anales  des  Mines,  t.  I; 

187».) 
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motrice  ou  d'inertie  tangentielle  (n^  14,  Section  I),  dont  le 

moment,  par  rapport  a  Taxe,  a  amsi  pour  valeur  -yr''  '^i  ce 

qui  donne,  pour  calculer  à  un  instant  assigné  la  force  to- 
tale X,  qui,  agissant  à  Textrémité  du  rayon  moyen  R  de  Tan* 
neau,  ou  suivant  sa  circonférence  moyenne,  serait  capable  de 
faire  équilibre  à  l'action  des  forces  qui  naissent  de  la  variation 
instantanée  du  mouvement  de  rotation,  l'expression 

„       I  rfw  ^      ,       I   rf&i  (P'4-o,325P")  ^,      rfûj  PR 
K  dt  K  (it  g  '       dt    g 

en  considérant  toute  la  masse  du  volant  et  des  bras. 

En  assimilant  cette  force  à  un  effort  de  torsion,  agissant 
pour  rompre  les  bras  à  leur  encastrement,  avec  une  énergie 

mesurée  par  le  moment -r-  — î-j  il  sera  facile  d'appliquer  les 

principes  de  la  théorie  de  la  résistance  des  solides  (*)  à  la 
partie  de  la  question  qui  nous  occupe,  quand  on  aura  trouvé, 
pour  le  système  formé  par  l'arbre  du  volant,  et  des  pièces  qui 
-donnent  lieu  à  l'irrégularité  du  mouvement,  le  maximum  de 

la  valeur  -^  qui,  pour  un  instant  ou  une  position  quelconques» 

sera  donnée  (n*"*  36,  37  et  38  de  la  Section  I]  par  l'équation 

(A  +  B)ûirfw  =  (A  -4-  B)  ^  rfa  =  Frf/-  Qrf^  -...==  rfS; 

A  désignant  ici  spécialement  la  somme  des  moments  d'inertie 
des  pièces  à  mouvement  de  rotation  continu,  qui  font  partie  de 
l'arbre  du  volant;  B  une  somme  analogue  relative  aux  pièces 
oscillantes  du  système  et  dont  on  pourra  obtenir  la  valeur,  en 
fonction  de  l'angle  a  décrit  par  l'arbre  dont  il  s'agit,  à  l'aide 


(*)  Voir  le  résumé  des  Leçons  données  à  TÊcole  des  Ponts  et  Chaussées,  sur 
Tapplication  de  la  Mécanique  aux  constructions,  etc.,  par  M.  Narier.  Mous  fe- 
rons remarquer  à  ce  sujet  que,  comme  les  bras  se  trouTent  encastrés  aux  deux 
bouta,  il  conviendra  d'égaler  le  moment  de  la  puissance  à  la  somme. de  ceux 
des  résistances  qui  agissent  aux  deux  encastrements,  tout  en  conservant  à  cette 
poiasance  un  bras  de  levier  égal  à  la  longueur  de  ces  bras. 

Il 
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des  considérations  exposées  dans  les  n""'  6&>  et  suivants;  enfln  F 
représentant,  si  Ton  veut,  la  puissance  a  action  variable,  Q  la 
résistance  constante  qui  agit  sur  la  roue  motrice  de  l'arbre  du 

volant,  etc.  De  là  on  tirera,  pour  calculer  -i-) 
rfû)  doc  fia 


dt  A  H-  B 

Les  quantités  qui  entrent  dans  cette  expression  étant  toutes 
ou  constantes,  ou  fonctions  de  Tangle  a,  qui  fixe  la  position 
du  système,  on  n'aura  plus  qu'à  rechercher  son  maximum  par 
les  méthodes  ordinaires  ou  par  des  procédés  analogues  à  ceux 
des  n®'6i^  et  suivants,  déjà  Qités,  pour  obtenir  celui  de  la  force 
d'inertie  totale  X,  qui,  dans  le  cas  d'un  choc  ou  changement 
brusque  quelconque  de  vitesse,  pourra  acquérir  une  grande 
intensité,  dont  les  effets  devront  être  appréciés  d'après  les 
principes  qui  seront  exposés  dans  la  suite  de  ce  Cours. 

80.  Recherche  de  la  vitesse  limite  que  peuvent  recevoir  les 
volants^  eu  égard  à  l'action  de  la  force  centrifuge  sur  leur 
anneau  supposé  d'une  seule  pièce,  —  Relativement  à  l'action 
particulière  de  la  force  centrifuge,  on  remarquera  qu'il  peut 
se  présenter  plusieurs  modes  de  ruplure  selon  le  genre  de 
construction  adopté. 

En  premier  lieu,  si  l'on  suppose  l'anneau  d'une  seule  pièce, 
et  qu'on  le  considère  comme  soumis  uniquement  à  l'action  de 
la  force  centrifuge,  qui  tend  à  en  refouler  les  parties,  du  dedans 
au  dehors,  en  les  distendant  dans  le  sens  de  la  couronne,  on 
aura,  d'après  les  théories  connues,  en  nommant,  de  plus,  e  l'é- 
paisseur de  cette  couronne  ou  la  différence  de  ses  rayons,  et 
T  la  limite  des  efforts  que  l'on  veut  faire  supporter  aux  parties 
extérieures  de  l'anneau,  sur  le  mètre  carré  de  surface, 

ff  i   e 

o  ,  _^ 

2    K 
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pour  exprimer  les  conditions  de  l'équilibre  de  cet  anneau,  abs- 
traction faite  4e  l'action  de  la  pesanteur  et  de  la  résistance 
des  bras. 
On  prendra  seulement  pour  la  fonte  douce.  T=  3oooooo^« 

Et  pour  le  fer  malléable T=  laoooooo*'* 

afin  d*être  certain  que  l'élasticité  de  la  matière  ne  soit  pas 
altérée. 

Supposons  d'ailleurs  que  l'épaisseur  e  de  l'anneau  soit  très- 
petite  par  rapport  au  rayon^  comme  cela  a  toujours  lieu,  la  re- 
lation ci-dessus  deviendra 

5a)*Rî  =  5v;  =  T,    d'où    v,:==\/|t^ 

g  g  V  n 

ce  qui  indique  qu'il  existe  une  limite  absolue  de  la  vitesse 
moyenne  Vi  qu'il  n'est  pas  permis  de  dépasser,  quel  que  soit 
le  mode  de  construction  adopté.  Prenant,  pour  la  fonte  douce, 
11=  7100^»,  on  trouvera  V,  =  64",  38  par  seconde.  La  vitesse 
limite  sera  presque  double  pour  un  anneau  en  fer  forgé  et  bien 
soudé. 

81.  Force  nécessaire  aux  bras  des  volants  et  à  leurs  brides 
pour  résister  à  l'action  de  la  force  centrifuge.  —  Si  le  volant 
est  composé  de  plusieurs  segments  (fig.  ag)  retenus  à  leurs 
extrémités  par  les  bras,  il  faudra  décomposer  les  forces  cen- 
trifuges des  éléments  de  l'un  quelconque  de  ses  segments 
en  deux  autres  agissant,  à  ses  extrémités,  suivant  la  direction 
moyenne  des  bras  correspondants;  faire  la  somme  de  ces  com- 
posantes et  en  doubler  la  valeur  pour  obtenir  la  force  qui  tend 
à  rompre  chaque  bras  ou  la  bride  qui  l'unit  à  la  jante,  force  à 
laquelle  on  pourra  d'ailleurs  ajouter  le  poids  de  cette  jante, 
pour  tenir  compte  de  l'action  de  la  gravité  sur  la  partie  infé- 
rieure de  la  couronne. 

La  décomposition  dont  il  s'agit  sera  d'ailleurs  beaucoup  fa- 
cilitée par  le  principe  suivant,  très-aisé  à  établir  :  Si  un  corps, 
tournant  autour  d'un  axejixe^  est  décomposable  en  tranches 
planes  infiniment  minces  perpendiculaires  à  cet  axe,  et  dont 
les  centres  de  gravité  sont  situés  sur  une  droite  qui  lui  est  pa- 
rallèle,  le  corps  ayant  d'ailleurs  une  forme  et  une  situation 

II. 
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quelconques,  ou  sur  une  ligne  quelconque  comprise  tout  en- 
tière dans  un  plan  passant  par  cet  axe,  le  corps  étant  alors  di- 
visé symétriquement  par  un  certain  plan  perpendiculaire  à  ce 

Fig.  39. 


même  axe  et  qui  en  contient  le  centre  de  gravité,  la  force  cen- 
trifuge de  ce  corps  est  la  même  que  si  toute  sa  masse  était  con- 
centrée en  son  centre  de  gravité.  Ainsi  G  étant  le  centre  de  gra- 

vite  du  segment  AA,  -:-  son  poids,  sa  force  centrifuge  aura 

pour  intensité 


F    ,    sin-ja 
ig  a 


R., 


a  étant  l'arc  qui  mesure  l'angle  des  bras  dans  le  cercle  dont 
le  rayon  est  Tunité. 

On  aura  donc,  pour  la  force  qui  tend  à  faire  sortir  la  jante  de 
son  encastrement  en  A,  en  la  tirant  suivant  la  direction  du 
bras  correspondant, 


4û)' 


R.sinH<x  F 
cc^sincc    I 
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et  en  ajoutant,  comme  on  l'a  dit,  le  poids  d'une  jante  à  l'action 
de  la  force  centrifuge, 


I  4CJ    r-^ h  1  )  -^• 

\  agSiiia         )  I 


Mais,  comme  les  différentes  parties  des  brassent  elles-mêmes 
sollicitées  par  l'action  de  la  force  centrifuge,  on  fera  bien 
d'avoir  égard  à  cette  circonstance  pour  déterminer  la  section 
de  plus  facile  rupture  de  ces  bras  et  des  liens  ou  brides  qui 
les  unissent  aux  jantes,  s'il  arrivait  qu'on  n'eût  pas  augmenté, 
dans  un  rapport  convenable,  leur  grosseur  en  allant  de  la  cir- 
conférence au  centre. 

82.  Enfin  on  remarquera  que  la  rupture  de  l'anneau  peut 
aussi  s'opérer,  du  dedans  vers  le  dehors,  par  le  milieu  de 
chaque  jante  du  segment  distinct  AÂ,  qu'on  devra  alors  con- 
sidérer comme  une  pièce  posée  simplement  sur  deux  appuis 
inébranlables  à  ses  extrémités,  si  les  jantes  sont  détachées 
l'une  de  l'autre,  ou  comme  solidement  encastrée  à  ces  mêmes 
extrémités,  si  l'anneau  est  d'un  seul  morceau,  la  question  con- 
sistant alors  à  égaler  le  moment  de  la  force  centrifuge  totale, 
par  rapport  au  point  de  rotation  Â  des  parties  de  la  jante,  à 
ceux  des  forces  de  cohésion  qui  s'opposent  à  cette  rupture, 
ainsi  qu'enseigne  à  le  faire  la  théorie  de  la  résistance  des  so- 
lides (0. 

83.  Opinion  de  Tredgold  relative  à  la  solidité  des  anneaux 
et  des  bras  des  volants.  —  Selon  Tredgold  ('),  des  bras  en  fer 
ne  résisteraient  pas  à  l'effet  occasionné  par  un  arrêt  subit  d'un 
volant  ayant  une  jante  de  même  poids  qu'eux,  et  mû  avec  une 
vitesse  de  5"*,  5  par  seconde  ;  si  la  vitesse  doit  excéder  4  mètres 
par  seconde,  il  conviendrait  d'employer  des  bras  en  fer  mal- 
léable; une  vitesse  de  lo  mètres  à  la  circonférence  serait  à 
peu  près  l'extrême  limite  que  comporterait  un  volant,  même 
quand  l'anneau  serait  en  fer  ductile;  enfin  Tredgold  ne  pense 


(»)  Voir  rOarrage  déjà  cité  de  Navier. 

(')  Traité  des  machines  à  vapeur,  traduit  par  M.  Meller. 
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pas  qu'il  soit,  en  aucun  cas»  prudent  d'excéder  la  vitesse 
de  5"", 5.  Mais  ces  résultats,  pour  lesquels  l'auteur  renvoie  à 
son  Essai  sur  la  force  du  fer  fondu  (art.  261],  ne  paraissent 
pas  fondés  sur  des  données  bien  exactes  :  ils  sont  d'ailleurs 
contredits  par  les  faits;  car  on  voit  souvent  des  volants  de  la- 
minoirs de  5  à  6  mètres  de  diamètre,  et  qui  sont  assujettis  à 
de  fréquentes  et  fortes  variations  de  mouvement,  faire  jus- 
qu'à soixante  et  quatre-vingt-dix  tours  à  la  minute;  ce  qui  sup- 
pose une  vitesse  de  i5  à  aS  mètres  au  moins  par  seconde.  Les 
accidents  que  peut  occasionner  la  rupture  des  volants  doivent 
engager  les  constructeurs  à  donner  la  plus  sérieuse  attention 
au  degré  de  solidité  que  réclament  leurs  différentes  parties,  et 
justifient  les  indications  et  développements  que  nous  venons 
de  présenter  sur  la  manière  d'apprécier  les  effets  de  la  force 
centrifuge  et  de  Tinertie  dans  cet  appareil. 

Calcul  du  volant  des  manivelles  à  simple  ou  à  double  effet, 
dans  les  hypothèses  les  plus  simples. 

84.  Considérations  et  remarques  préliminaires.  —  Dans  ce 
qui  suit^  nous  nous  proposerons  de  trouver  les  dimensions  du 

Fig.  3o. 


volant  nécessaires  pour  assurer  l'uniformité  du  mouvement  de 
l'arbre  d'une  manivelle,  agissant  par  l'intermédiaire  d'une 
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bielle  à  direction  et  à  action  constantes,  conformément  aux 
suppositions  des  n^'  51  et  suivants,  et  en  négligeant  ainsi  le 
poids  et  l'inertie  des  pièces  du  système,  qui  possèdent  le  mou- 
vement alternatif.  Nous  admettrons  d'abord,  avec  Navier, 
qui,  le  premier,  a  traité  cette  question  dans  les  Notes  du 
tome  P'  de  Y  Architecture  hydraulique  de  Bélidor  (p.  388  et 
suiv.],  que  l'action  de  la  puissance  F  [Jig,  3o),  appliquée  à 
fa  manivelle,  est  employée  à  faire  élever  le  poids  Q  par  l'in- 
termédiaire d'une  roue,  de  rayon  r,  montée  sur  l'arbre  de  cette 
manivelle  ou  du  volant,  et  dont  nous  négligerons  d'ailleurs' 
l'inertie,  mais  nous  abandonnerons  ensuite  cette  hypothèse  par- 
ticulière et  nous  simplifierons,  plus  que  ne  le  fait  ce  géomètre, 
les  formules  déGniiives  qui  doivent  servir  aux  applications  nu- 
mériques ou  pratiques. 

85.  Manivelle  à  simple  effet  sollicitée  par  un  poids  con- 
stant, —  Considérant,  en  premier  lieu,  le  cas  où  la  puissance  F 
agit  seulement  en  descendant  dans  le  demi-tour  ECG,  et  con- 
servant toutes  les  dénominations  admises  dans  les  n^  51  et 
suivants,  on  posera  l'équation  de  condition 

26F  =  27rrQ    ou     6F  =  7:rQ, 

pour  exprimer  que  les  forces  F  et  Q  développent  des  quantités 
de  travail  égales  dans  chacune  des  révolutions  de  Tarbre  de  la 
manivelle,  de  manière  à  assurer  la  permanence  du  mouve- 
ment lorsque  le  système  aura  acquis  la  vitesse  moyenne,  ou 
de  régime,  qu'il  doit  conserver  et  que  nous  représenterons 
par  Q.. 

Le  moment  de  la  force  F,  pour  une  position  quelconque  de 
la  manivelle,  étant  FAsina,  et  celui  de  Q  étant  constam- 
ment Qr,  ces  deux  forces  se  feront  mutuellement  équilibre 
dans  les  positions  de  la  manivelle  pour  lesquelles  F6sina=Qr, 
ce  qui  donne,  à  cause  de  F6  =  7rrQ, 

sina=r  -  =  o,3i83, 
valeur  qui  répond  à  deux  angles  supplémentaires  EAB,  EÂB' 
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et  à  deux  rayons  AB^  AB'  symétriques  par  rapport  au  diamètre 
horizontal  CH. 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité  de  travail 

F(6  —  6cosa)  — Qra 

livrée,  par  ces  forces,  au  système,  à  partir  de  la  position  verti- 
cale AE  de  la  manivelle,  pour  laquelle  a  =  o,  atteindra,  ainsi 
que  la  vitesse  et  la  force  vive,  sa  valeur  minima  en  B  et  maxima 
en  B',  puis  décroîtra  constamment  avec  Tune  et  l'autre,  tant 
que  la  manivelle  décrira  Tare  B'GHB,  au  bout  duquel  elle 
reprendra  les  mêmes  valeurs  qu'auparavant,  en  atteignant  sa 
valeur  moyenne  vers  C  et  H;  et  ainsi  de  suite  alternativement, 
puisque  la  quantité  de  travail  imprimée  dans  un  tour  entier 
est  nulle  en  vertu  de  la  relation  F6  =  TrrQ. 

L'analogie  de  ces  considérations  avec  celles  qui  résultent  de 
la  discussion  établie  au  n"*  58  paraîtra  évidente  d'ailleurs,  si 
l'on  observe  qu'ici  le  système  est  censé  posséder  une  force 
vive  supérieure^  ou  tout  au  moins  égale,  au  maximum 

2F(6  — 6  cosa)  — 2  Qra, 

que  peuvent  imprimer  simultanément  les  forces  F  et  Q  appli- 
quées à  ce  même  système. 

Maintenant,  on  remarquera  que,  le  travail  développé  séparé- 
ment par  ces  forces  dans  l'intervalle  BCB'  étant 


BB'.Fr=26Fcosa=2ÔFi/i  — -i, 

pour  la  première,  et 

0.arcBCB'=Qr.2arc  fcos=:  i) 

pour  la  deuxième,  celui  qu'elles  auront  simultanément  com- 
muniqué à  la  machine  dans  ce  même  intervalle  aura  pour 
valeur 

<,6F  y/i  -  ^,  -  2  rQ  arc  (cos  =  ^) , 
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laquelle  devra  élre  égalée  à  la  moitié  de  la  force  vive  impri- 
mée au  poids  Q  et  au  volant  entre  la  position  du  système  dont 
il  s'agit. 
On  aura  donc,  d'après  le  n?  38  de  la  Section  I,  pour  déter- 

P  P 

miner  la  force  vive  -  Û»R*  ou  —V*  du  volant,  quand  on  se 

g  g 

sera  donné  le  rapport  '^  =  77  qu*on  veut  établir  entre  la  vitesse 

moyenne  et  l'excès  de  la  plus  grande 'sur  la  plus  petite  des 
vitesses  effectives  : 

PV»-f-  Qû'r^i  :  ^'ig^pF  \/ï  —  -,  -  rQarc  [cos  =  ~  )  h 

ce  qui  revient  à  Téquation  donnée  par  Navier,  à  la  page  890 
de  l'Ouvrage  cité.  On  démontrerait  aisément  d'ailleurs,  avec 
ce  géomètre,  qu'on  arrive  à  un  résultat  équivalent,  en  consi- 
dérant ce  qui  se  passe  dans  la  portion  de  tour  B'HB. 

86,  Recherche  de  la  force  d'inertie  totale  qui  sollicite  les 
bras,  —  Si  l'on  veut  obtenir,  pour  les  hypothèses  actuelles, 

l'expression  du  maximum  de  la  quantité  -j-»  qui  sert  à  cal- 
culer la  force  qu'il  convient  de  donner  aux  bras  du  volant,  pour 
leur  permettre  de  résister  aux  forces  d'inertie  qui  naissent  de 
la  variation  instantanée  du  mouvement,  on  remarquera  que  la 
quantité  de  travail  développée  sur  le  système,  pendant  qu'il 
décrit  Tangle  rfa,  est  Ffcsinarfa;  de  sorte  qu'on  a  générale- 
ment, pour  le  premier  demi-tour, 

rf(d_  Ffesing  — Qr_     (Fésina  — 00 
dt  ■"  ~Â  ""  ^      PR;-t-Or>  "  ' 

en  négligeant  toujours  le  poids  et  l'inertie  des  bielles  de  la 
manivelle,  etc.  Or  cette  expression  acquiert  sa  plus  grande 
valeur  absolue  pour  la  position  où  Ton  a 

I 
sina  =  i     ou    a=:-7r; 
2 
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ce  qui  donne,  pour  son  maximum,  la  quantité 

.et,  pour  la  force  d'inertie  totale  et  maximum  qui  agit  à  l'ex- 
trémité du  rayon  Ri, 

(Fft-Qr)PR 


X=^ 


PHJ-hQr' 


87.  Manivelles  à  double  effet.  —  Si  la  force  F  agissait  à  la 
fois  dans  les  deux  demi-tours  (52  et  59),  on  poserait 

46F  =  27rrQ     ou     26F=:7rrQ, 

et  toujours  F 6  sin a  =  Qr,  pour  déterminer  les  positions  d'é- 
quilibre, évidemment  au  nombre  de  deux,  dans  chaque  demi- 
tour,  et  symétriques  par  rapport  aux  diamètres  CH  et  £G;  de 
sorte  que  la  vitesse  et  la  force  vive  seraient  les  mêmes  pour 
les  points  B,  B',  et  ceux  qui  leur  sont  diamétralement  et  res- 
pectivenient  opposés  dans  le  demi-cercle  EHG.  On  n'aura  donc 
encore  à  s'occuper  que  de  ce  qui  arrive  dans  le  premier  demi- 
tour  £CG,  pourvu  que  l'angle  EAB,  dont  le  sinus  était  précé- 
demment -9  soit  remplacé  par  celui  dont  le  sinus  est  mainte- 

nant  égal  à  -9  en  vertu  des  équations  ci-dessus. 

TT 

D'après  cela,  on  obtiendra,  dans  les  hypothèses  actuelles  et 
en  conservant  les  mêmes  dénominations, 

PV»-+-QÛ»r'  =  2ng^    F6i/i-  i -rQarcfcos=  -j  L 

comme  Ta  également  trouvé  Navier,  à  l'endroit  cité. 
Quant  aux  valeurs  maxima  de  -1-  et  de  la  force  d'inertie  ('), 


(^)  Rapport  dfs  accéléraiiûÊU  maxima  des  manivelles  à  simple  et  à  double 
effet,  —  L'expression  de  raccélération  maxima,  en  fonction  de  F  et  de  Q,  reste 
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totale  X,  il  est  clair  qu'elles  resteront  les  mêmes  que  dans  le 
cas  précédent,  et  continueront  à  avoir  lîeu  pour  les  positions 
horizontales  de  la  manivelle  relatives  à  chaque  demi-révo- 
lution. 

88.  Simplification  des  formules  relatives  au  cas  où  le  poids 
est  remplacé  paie  une  force  quelconque ^  sans  inertie,  —  On 
remarquera  que  les  équations  et  les  expressions  qui  viennent 
d*être  exposées  se  rapportent  uniquement  au  cas  oii  la  force  Q 
est  un  poidâ  véritable,  dont  l'inertie  doit  Atre  prise  en  consi- 
dération, parce  qu'elle  contribue  à  régulariser  l'action  de  la 
force  F.  Si  Q  était  simplement  un  effort  constant  exercé  à  la 
circonférence  de  la  roue  du  rayon  r,  et  qu'on  négligeât  d'ail- 
leurs l'inertie  de  cette  roue,  comme  il  convient  de  le  faire,  le 
terme  QÛV»  devrait  disparaître  de  ces  équations,  qui  devien- 
draient respectivement  (  *  )  : 

i**  Pour  le  cas  des  manivelles  à  simple  effet,  pour  lesquelles 
on  a  Fé  =7rQr, 

PV'=io,8i09/i7rQr; 

la  même,  mais  il  faut  remarquer  que,  dans  le  premier  cas,  on  a 

F*  =  7rQr 
et,  dans  le  second, 

Les  accélérations  maxima  sont  donc 

"J"  ^  pnf     f^  a  (^  —  0»  .   PO"^  ï*  manivelle  à  simple  effet, 


dt 


—  ^...        .   ,  (  -  —  1  II     pour  la  manivelle  h  double  effet: 


si,  dans  les  deux  cas,  on  donne  le  môme  moment  d'inertie  aux  volants,  ces  ac- 
célérations sont  entre  elles  dans  le  rapport ou  environ  -r-*     (K.)     , 

(■)  Les  accélérations  maxima  deviennent  dans  cette  hypothèse  : 
T"  ^ ^^R«  (^  ""  0»      P****^  '*  manivelle  à  simple  effet, 

T  ~^  PR«  (  " —  0*    P^"**  ^*  manivelle  à  double  effet. 

'     '  (K.) 
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2*  Pour  le  cas  des  manivelles  à  double  effet,  où  ron  a 


rb=lQr, 


PV'=a,o645n7rQr. 


89.  Expression  de  la  force  vive  du  volant  en  fonction  du 
nombre  de  chevaux  de  force  et  des  révolutions  par  minute  de 
la  machine,  —  On  évalue  ordinairement,  dans  l'industrie,  la 
puissance  des  machines  par  le  nombre  des  chevaux  de  force 
que  développe  sur  elles  le  moteur,  et  leur  vitesse  par  le  nombre 
des  révolutions  du  récepteur  ou  de  l'opérateur  en  une  minute* 

2  TT/* 

Or,  m  étant  ce  dernier  nombre,  m  -z —  Q  sera  évidemment, 

00 

dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  quantité  de  travail  développée 
par  Q  ou  F  en  une  seconde,  prise  pour  unité  de  temps;  et  par 
conséquent,  si  l'on  nomme  N  le  nombre  des  chevaux  dynami- 
ques de  la  machine,  doni  chacun  équivaut  à  75  kilogramme- 
très  par  seconde  (7,  Sect.  I),  on  aura 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  ci-dessus  de 
la  force  vive  du  volant,  on  trouvera,  pour  le  cas  des  manivelles 
à  simple  effet, 

PV«=  24324 -N, 
^    ^  m 

et,  pour  celui  des  manivelles  à  double  effet, 

PV»=:4645~N{'). 
m 

Ces  formules  s'accordent  avec  les  résultats  obtenus  aux 
n"**  S8  et  suivants,  pour  prouver  les  avantages  inhérents  aux 


(')  Comparaison  de  la  régularité  des  manivelles  à  simple  et  à  double  effet. 
Si  les  deux  systèmes  de  manivelles  transmettent  le  même  travail  N,  font  le 
même  nombre  de  tours  m  et  sont  munis  de  Tolants  assurant  à  tous  deux  le 

même  écart  proportionnel  -,  les  variations  de  la  vitesse  de  la  manivelle  à 
n 
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manivelles  à  double  effet  pour  régulariser  le  mouvement  de 
la  machine  indépendamment  de  Faction  du  volant;  on  voit 
qu'elles  se  prêtent  facilement  au  calcul,  quand  on  connaît  les 
nombres  m,  n  et  N,  dont  le  dernier  doit  toujours  être  pris 
pour  le  nombre  des  chevaux  de  la  puissance  qui  représente 
toutes  les  résistances  réunies  agissant  sur  l'arbre  de  la  mani- 
velle, tandis  que  le  premier  ou  m,  qui  désigne  le  nombre  des 
révolutions  de  la  machine  par  minute»  se  rapporte  essentielle- 
ment à  ce  même  arbre  et  non  au  volant  que  Ton  établit  quel- 
quefois sur  un  arbre  différent,  afin  de  lui  donner  une  plus 
grande  vitesse. 

90.  Valeur  à  adopter  pour  le  nombre  n  qui  marque  le  degré 
de  régularité  qu'on  doit  obtenir.  •—  La  plus  petite  valeur  qu'on 
puisse  adopter  pour  le  nombre  n,  dans  les  expressions  ci-des- 
sus de  la  force  vive  du  volant,  est  relative  à  l'hypothèse  où  la 
vitesse  et  la  force  vive'minima  du  système  seraient  nulles,  ce 

qui  correspond  à  n  =  -»  puisqu'on  a  alors  (38,  Secl.  I  )  û  =:  -  ^ 

mais,  passé  ce  terme,  quelle  sera  la  valeur  à  adopter  pour  n? 
Cette  question  ne  peut  évidemment  être  résolue  que  dans 
chaque  cas  particulier,  et  d'après  les  données  d'expériences 
relatives  à  la  constitution,  au  genre  de  la  machine  et  à  son 
objet,  puisqu'il  faudra  mettre  en  balance  les  avantages  de  la 


simple  effet  sont  moins  brusques  que  celles  de  la  msniTelle  à  double  effet  ;  le 
rapport  des  accélérations  mazima  des  deux  systèmes  est,  en  effet, 

1T-T      46^5 


a 


=  0,716. 


Si  Ton  tient,  dans  les  deux  cas,  à  limiter  Taccélération  angulaire  à  la  mAme 
▼aleur,  il  faut  employer  des  volants  dont  les  poids  soient  dans  le  rapport 

^  "    =3,75;  quand  on  règle  l'écart  proportionnel  au  même  chiffre,  dans  les 

2 

deux  systèmes,  ce  rapport  est 


(K.) 
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plus  OU  moins  grande  uniformité  de  sa  vitesse  avec  les  incon^ 
vénients  qui  d'ailleurs  sont  inhérents  à  l'augmentation  des 
moments  d'inertie  et  des  poids. 

Afin  de  donner  au  moins  une  idée  de  la  valeur  de  n,  qui  doit 
être  adoptée  dans  l'établissement  du  volant  de  quelques  ma* 
chines  mues  par  des  manivelles,  nous  choisirons  pour  exem- 
ple celui  des  machines  à  vapeur,  spécialement  étudié  par  les 
auteurs  anglais,  qui  ont  donné»  pour  le  calcul  de  leurs  volants, 
des  règles  pratiques,  déduites  de  considérations  particulières, 
analogues  à  celles  que  nous  venons  d'e^fposer,  d'après  Na- 
vier,  mais  qui,  en  réalité,  sont  fondées  sur  des  principes  bien 
moins  satisfaisants  et  surtout  moins  rigoureux  ('). 

91.  Considérations  relatives  à  l'application  des  formules  qui 
précèdent  aux  machines  à  vapeur.  —  On  sait  que  les  machines 
à  vapeur  sont  mises  en  action  par  un  piston  agissant  par  Tin* 
termédiaire  d'un  système  analogue  à  ceux  qui  ont  été  décrits 
dans  les  n"**  61  et  suivants,  sur  l'arbre  d'une  roue  motrice  qui 
porte  un  volant  destiné  à  en  régulariser  le  mouvement.  Tantôt 
il  arrive,  comme  dans  les  machines  à  cylindres  oscillants 
d'Aitkin  et  Steel,  ou  dans  celles  à  guides  parallèles  de  Maud- 
slfl^,  etc.  (fig,  2à3),  que  le  mouvement  est  transmis  directement, 
du  piston  à  la  manivelle,  par  une  tige  ou  une  bielle  sans  balan- 
cier, et  tantôt  il  arrive,  comme  dans  les  machines  de  Watt,  de 
Woolff,  d'OlIver-Evans,  etc.  (Jtg.n/^),  qu'on  fait  usage  d'un  ba- 
lancier plus  ou  moins  puissant.  Dans  tous  les  cas,  les  choses 
sont  disposées  de  manière  ou  que  les  équipages  soient  en  équi- 
libre, ou  que  l'action  des  poids,  s'il  en  existe,  soit  atténuée 
autant  qu'il  est  possible,  par  rapport  à  celle  de  la  puissance 
*  qui  agit  sur  la  manivelle  et  qui  est  toujours  à  double  eflfet. 

Enûn  les  vitesses,  les  afhgles  de  rotation  et  de  déviation  de 
pHke's  oscillantes  sont  généralement  assez  faibles  pour  qu'on 
puisse,  dans  une  première  approximation,  supposer  que  les 
choses  se  passent  sensiblement  comme  si  la  tige  du  piston 


(*)  Consulter,  pour  la  détermination  des  volants  des  divers  systèmes  de  ma- 
chines à  vapeur,  à  Taide  de  procédés  graphiques,  les  Leçons  de  Mécanique 
pratique  {Z*  Ftittie),  par  M.  Morin.  (K.) 
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était  immédiatement  appliquée  à  la  manivelle  et  agissait  dans 
une  direction  constante,  ainsi  qu'on  Ta  supposé  dans  les  cal- 
culs qui  précèdent.  Néanmoins  les  frottements  et  les  forces 
d'inertie  qui  naissent  de  la  pression  et  du  changement  de  mou-  §. 
vement  de  ces  pièces  oscillantes  ne  peuvent  être  complète- 
ment négligés,  non  plus  que  les  variations  mêmes  de  la  force 
appliquée  aux  machines  dites  à  délente.  On  y  aura  sufflsam- 
ment  égard,  sous  le  point  de  vue  pratique  qui  nous  occupe 
en  supposant,  d'une  part,  ces  frottements  compris  (76)  dans 
l'action  ou  le  travail  de  la  puissance  et  de  la  résistance  ap|ili* 
quées  à  la  manivelle  et  à  la  roue  motrice  du  système;  de 
l'autre,  en  négligeant  la  force  vive  des  bras  du  volant  et  des 
autres  parties  de  son  arbre,  si  l'on  n'a  pas  à  craindre  que  çes'^ 
forces  d'inertie  exercent  une  certaine  influence;  enfin  en  rem- 
plaçant la  puissance  variable  par  la  valeur  moyenne  produisant  * 
le  même  travail  à  chaque  oscillation. 

92.  Signification  à  attribuer  au  nombre  n,  —  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  les  principes  qui  ont  été  exposés  précédemment 
et  aux  n^  38  et  suivants  de  la  Section  I,  sur  la  théorie  des  vo- 
lants, que  l'équation  relative  à  leur  établissement  demeurant,  ' 
dès  qu'on  néglige  l'inertie  des  pièces  oscillantes,  de  la  forme 
PV*=  ngS  =  ngKQ.27rr,  K  étant  une  fonction  purement  nu- 
mérique, qui  dépend  uniquement  de  la  nature  du  système  et 
de  la  loi  qui  suit  la  force  F,  par  rapport  à  l'espace  o\i  à  l'angle 
décrit,  on  aura  généralement 

m 

dans  les  conditions  précédemment  indiquées,  et  K'  représen- 
tant june  longueur  constante  ou  proportionnelle  à  g^  pour 
toutes  les  machines  d'une  même  espèce  ou  dans  lesquelles  le 
mode  d'action  des  forces  reste  le  même»  les  intensités  seules 
étant  changées. 

Ces  observations  peuvent  servir  à  justifier  les  applications 
qu'on  prétend  faire  des  formules  dont  il  s'agit,  et  à  montrer 
que,  sauf  les  cas  où  la  machine  rentre  sensiblement  dans  les 
hypothèses  adoptées,  le  facteur  n,  déduit  de  données  fournies 
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par  des  observations  directes,  peut  avoir  une  signification 
dans  le  fond  très-distincte  de  celle  qu'on  serait  tenté  de  lui 
attribuer,  de  sorte  qu'il  conviendrait,  dans  chaque  cas,  de  lui 
substituer  la  considération  du  produit  nK'  dont  la  valeur, 
conclue  de  l'expérience,  n'en  servira  pas  moins  utilement  à 
faire  l'établissement  du  volant  dans  les  machines  à  vapeur  de 
chaque  espèce,  en  se  rappelant  d'ailleurs  qu'il  ne  s'agit  ici, 
en  réalité,  que  du  cas  où  ce  volant  est  destiné  à  régulariser 
l'action  de  la  machine  à  vapeur  elle-même  et  non  celle  des 
autres  parties  du  mécanisme  interposées  entre  elle  et  l'opé- 
rateur. 

Venons-en  maintenant  aux  règles  pratiques  des  auteurs 
anglais. 

93.  Comparaison^  de  ces  formules  avec  les  règles  pratiques 
des  auteurs  anglais.  —  Oliver-Evans  {Manuel  de  l'Ingénieur 
mécanicien,  traduction  française,  page  i83)  adopte  en  principe 
que f  pour  obtenir  en  quintaux  le  poids  du  volant  d'une  ma-- 
chine  à  vapeur,  il  faut  multiplier  par  2000  le  nombre  de  ses 
chevaux  de  force,  et  diviser  le  produit  par  le  carré  du  nombre 
des  pieds  parcourus  en  une  seconde  par  Vanneau  du  volant. 

Cette  règle,  donnée  par  Murray  et  Wood,  rentre  dans  l'é- 
quation 

PV*  =  9436N, 

quand  on  la  traduit  en  mesures  françaises.  Elle  est,  comme 
on  voit,  indépendante  du  nombre  m  des  révolutions  de  la  ma- 
nivelle en  une  minute,  et,  sous  ce  rapport,  elle  ne  peut  géné- 
ralement être  adoptée  en  pratique.  Celle  qui  lui  a  été  substi- 
tuée par  Tredgold,  page  436  du  Traité  des  machines  à  vapeur, 
a  le  même  défaut  et  n'en  diffère  d'ailleurs  que  par  le  change- 
ment des  données  qu'elle  concerne.  D'après  la  théorie  adop- 
tée par  cet  auteur,  la  limite  des  variations  de  la  vitesse  y  se- 
rait supposée  le  r»  de  la  vitesse  moyenne,  résultat  qui  n'est 
point  admissible. 

L'équation  ci-dessus,  déduite  de  la  règle  adoptée  par  Evans 
et  comparée  à  l'équation 

m 
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du  n^  89,  relative  aux  manivelles  à  double  effet»  conduirait,  en 
supposant  qu'elle  s'applique  à  des  machines  de  Watt,  pour 
lesquelles  le  nombre  des  révolutions  de  la  manivelle  serait 
moyennement  i5  à  la  valeur  n  =  3o,2.  Enfin  des  observations 
faites  avec  soin  par  M.  Morin,  sur  des  machines  à  basse  pres- 
sion sans  détente,  établies  par  les  meilleurs  constructeurs  an- 
glais, dans  le  département  du  Haut-Rhin,  lui  ont  donné  une 
valeur  de  n  comprise  entre  87  et  45;  ce  qui  s'écarte  peu  du 
résultat  qu'on  déduit  d'une  autre  règle  pratique  que  Farey, 
auteur  anglais  d'un  Traité  sur  la  machine  à  vapeur,  non  encore 
traduit,  dit  avoir  été  généralement  suivie  par  Watt.  D'après 
cette  règle,  la  moitié  de  la  force  vive  du  volant  doit  être  prise 
égale  à3y']5fois  le  travail  développé-  dans  une  course  du  pis- 
ton; de  sorte  qu'on  a,  suivant  nos  notations, 

2  g-  '  m 

ce  qui  donne,  par  la  comparaison  avec  l'équation, 

PV'=4Ë45„N,    «  =  35,8, 
m 

ou  la  variation  de  vitesse  égale  à  jj  environ  de  la  vitesse  de 
régime.  Mais  il  est  évident  que  ce  nombre,  de  même  que  les 
précédents,  ne  s'applique  qu'aux  machines  qui  exigent  une 
très-grande  régularité  dans  le  mouvement,  comme  le  sont 
notamment  celles  employées  aux  filatures  de  laine  ou  de  co- 
ton; il  serait  évidemment  exagéré  pour  les  moulins  à  blé,  etc., 
dont  les  meules  remplissent  naturellement  la  fonction  de  vo- 
lant, et  cela,  d'autant  plus  que  cette  valeur  de  n  a  été  obtenue 
en  négligeant  la  force  vive  des  bras  du  volant,  qui  ne  laisse 
pas  que  d'être  considérable,  comme  on  l'a  vu  (78). 

94-.  Faleur  de  nou  nli!  dans  les  machines  de  Woolf  à  dé- 
tente et  à  deux  cylindres,  —  Pour  deux  machines  de  Woolf, 
à  détente  et  à  deux  pistons,  également  établies  dans  le  dépar- 
tement du  Haut-Rhin,  et  qui  ont  été  construites  en  Angleterre 
par  Hall,  H.  Morin  a  trouvé  dans  l'une,  de  la  force  de  4^  che« 
vaux,  n  =  32,  et  dans  l'autre,  de  ao  chevaux,  n~  a6;  mais, 

la 
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quoiqu'on  eût  déjà  rechargé  Tanneau  du  volant  de  cette  der- 
nière machine,  sa  marche  ne  paraissait  pas  encore  suflisam- 
ment  régulière  pour  l'objet  auquel  elle  était  destinée,  la  fila- 
ture du  coton;  l'autre,  au  contraire,  employée  à  filer  des 
numéros  très-élevés  ou  très-fins,  donnait  des  produits  excel- 
lents. 

La  différence  de  ces  nombres  avec  ceux  qui  précèdent  ne 
permet  pas  de  conclure  que  la  règle  suivie  par  les  construc* 
leurs  anglais,  pour  les  volants  des  machines  de  Woolf,  soit 
autre  que  celle  qu'ils  ont  adoptée  dans  le  cas  des  machines  de 
Watt;  car  il  règne  dans  le  résultat  d'observations  directes  du 
genre  de  celles  dont  il  s'agit,  notamment  dans  l'appréciation 
du  nombre  N,  de  trop  grandes  incertitudes  pour  en  con- 
clure d'une  manière  exacte  la  valeur  de  n  ou  plutôt  du  fac- 
teurnK'C). 

En  supposant  donc  qu'on  prenne,  d'après  Watt,  pour  le  cas 
des  machines  qui  exigent  une  très-grande  uniformité  de  mou- 
vement, 

nK'  =  4645  X  36  =  167220, 


(')  Frôlant  des  machines  couplées.  —  Les  auteurs  admettent  généralement 
que,  dans  le  calcul  des  volants,  lorsque  l'ouvrage  à  exécuter  est  le  même,  on 
doit  adopter  pour  n  la  môme  valeur,  qu'il  s'agisse  d*une  machine  simple  ou 
de  deux  machines  semblables  couplées  à  angle  droit.  Les  poids  des  Yolants, 
déterminés  conformément  à  la  théorie  exposée  dans  le  texte,  sont  donnés  par 
les  formules 

PV  =  4^4^  -  ^>     pour  u»^  machine  à  double  effet, 

P,  V  =    4^8  -"  N,    pour  deux  machines  couplées. 
Les  accélérations  maxima  sont 


et 

d? 


du         Qr  /ir        \  , 

dê^^ffC*  Va  ""  7'  P^"*"      première, 

=  <?^,(7V^-U»    pour  la  seconde. 


Si  les  deux  systèmes  de  machines  fournissent  le  même  travail  N,  et  font  le  même 
nombre  de  tours  m,  le  rapport  des  poids  des  volants  déterminés  comme  il  vient 
d'être  dit  est 

P,         468 

y  =  4645  =  °'*"'^' 
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el  observant  d'ailleurs  que  K^ne  saurait,  en  effet,  être  très- 
différent  dans  les  deux  systèmes  moteurs  que  nous  avons  en 
vue,  on  adoptera  généralement  pour  règle  de  pratique,  dans 
ces  cas,  l'équation 

m 

m  représentant  toujours  le  nombre  de  tours  de  la  manivelle 
par  minute,  lequel,  redisons-le,  peut  être  très-dislinct  de  ce- 
lui du  volant. 

Calcol  du  volant  en  tenant  compte  dn  poids  et  de  l'inertie 
des  pièces  oscillantes. 

95.  Cas  d'une  machine  sans  balancier,  —  Équation  des 
forces  vives,  —  Dans  la  solution  des  n®»  85  et  suivants,  relative 
à  rétablissement  des  volants  destinés  à  régulariser  le  mouve- 
ment des  manivelles,  on  a  négligé  entièrement  Tinfluence  de 

les  acoélératioDs  maxima  obtenues  avec  ces  volants  sont  dans  le  rapport 

f  ^4 -  1,856, 

u 

d'où  il  résulte  que  les  vailations  de  vitesse  se  font  bien  pius  brusquement,  dans 
ces  conditions,  pour  les  machines  couplées  que  pour  la  machine  simple.  Or 
les  accélérations  de  la  machine  motrice  se  transmettent  d'un  côté  à  la  transmis- 
sion et  par  suite  aux  outils,  de  l'autre  aux  organes  ordinairement  délicats  de  la 
machine  même  qui  prennent  le  mouvement  sur  Tarbre  du  volant,  aux  tiroirs, 
pompes,  régulateurs,  et  occasionnent  des  variations  de  tension,  des  secousses, 
des  chocs  dans  les  articulations.  11  est  indispensable  d'assurer  aux  machines 
couplées  un  fonctionnement  au  moins  aussi  régulier  qu'aux  machines  simples, 
pubque,  étant  construites  sensiblement  d'après  le  même  tracé,  les  premières 
ont,  eo  général,  des  dimensions  plus  faibles  qu'une  seule  machine  pouvant 
les  remplacer;  d'après  ces  considérations,  il  parait  convenable  d'adopter,  pour 
la  limite  des  accélérations  des  machines  couplées,  an  plus  la  même  valeur  que 
pour  la  machine  simple,  ce  qui  conduit  à  munir  les  premières  d'un  volant  qui 
soit  à  celui  qui  convient  h  la  machine  simple  dans  le  rapport 
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l'inertie  et  du  poids  des  pièces  qui  servent  à  leur  transmettre 
l'action  de  la  puissance  ou  de  la  résistance»  ce  qui  a  conduit 
naturellement  à  des  règles  fort  simples  et  analogues  à  celles 
des  auteurs  anglais;  mais  quoique  la  question,  lorsqu'on 
prétend  tenir  compte  de  cette  influence  et  du  véritable  état 
du  mouvement,  se  complique  au  point  de  rendre  les  résultats 
presque  inapplicables  à  la  pratique ,  nous  n'en  croyons  pas 
moins  devoir  indiquer  ici  la  marche  à  suivre  dans  ces  hypo- 
thèses générales,  et  donner  une  idée  de  la' manière  dont  on 
peut  surmonter  les  difficultés  que  présente  alors  la  solution 
effective  du  problème»  . 

Considérons,  en  premier  lieu,  l'appareil  du  n**  61  sollicité 
par  une  puissance  verticale  F,  constante  ou  variable,  positive 
ou  négative,  c'est-à-dire  agissant  dans  le  même  sens  que  la 
pesanteur  ou  en  sens  contraire,  sens  qui  restera  d'ailleurs  in- 
variable pour  une  même  demi-révolution  EBL  (Jig.  3i).  De 
plus,  la  force  Q  appliquée  tangeniiellement  à  la  circonférence 
d'une  roue,  de  rayon  r,  montée  sur  l'arbfe  de  la  manivelle  AB, 
sera  supposée  sensiblement  constante;  ce  qui  arrive  toujours 
dans  les  hypothèses  du  n""  39  de  la  Section  I,  où  Ton  admet 


on  a  TU  plus  haut  que  ce  rapport  est  seulement  o  ,1007,  si  Ton  calcule  les  Yolants 
de  manière  à  assurer  aux  deux  systèmes  le  même  écart  proportionnel.  (Mémoire 
sur  les  machines  en  mouvenMnt,  par  M.  Kreu,  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  24  juillet  i865.) 

Les  constructeurs  ont,  du  reste,  depuis  longtemps  reconnu  cette  nécessité  ; 
tandis  que,  dans  le  cas  des  machines  simples,  ils  adoptent  pour  n  la  valeur  3a, 
ils  Tont  souvent  au  delà  de  80  pour  les  machines  couplées.  D'autres  raisons  les 
ont  probablement  guidés  à  cet  égard  :  il  est  utile,  quand  on  couple  deux  ma- 
chines, de  se  réserver  la  possibilité  de  n'en  faire  fonctionner  qu'une,  en  cas 
de  réparation  de  l'autre.  Or,  en  supposant  même  que  l'une  des  machines  ne 
doive  faire,  quand  elle  marche  seule,  que  la  moitié  du  travail  total ,  son  bon 
fonctionnement  exige  un  volant  bien  plus  énergique  que  celui  des  deux  ma- 
chines couplées;  de  plus,  le  régulateur  peut  agir  eflScacement  quatre  fois  par 
tour,  dans  le  cas  des  machines  couplées,  deux  fois  lorsque  la  machine  est  simple; 
il  faut  donc,  dans  l'hypothèse  la  plus  favorable,  que,  avec  le  même  régula- 
teur, le  volant  puisse  compenser  les  effets  d'une  même  variation  de  trarail  se 
continuant  pendant  un  temps  qui,  pour  les  machines  couplées,  est  au  moins 
la  moitié  de  ce  qu'il  est  pour  une  seule  machine.  On  comprend,  d'après  ces 
observations,  que  le  volant  pour  les  machines  couplées,  calculé  d'après  les  règles 
ordinaires,  ait  été  reconnu  tout  à  fait  insuffisant.  (K.) 
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pour  quelques  cas  un  double  volant;  mais  son  action  sera 
constamment  opposée  à  celle  de  la  force  F,  et,  pour  fixer  les 
idées,  nous  admettrons  que  c'est  une  résistance  agissant  dans 
le  sens  contraire  de  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche;  ce 
qui  se  rapporte  au  cas  des  machines  à  vapeur  de  Mauds- 
lay,  etc. 

Fig.  3i. 


Cela  posé,  nommant  :  p  le  poids  de  l'équipage  agissant 
Cû  C  {fig.  3i),  q  celui  de  la  bielle  agissant  au  milieu  G  de 
celle  bielle;  w.  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  AB,  quand 
elle  prend  la  position  verticale  AE  et  qui,  par  hypothèse,  dif- 
fère très-peu  de  la  vitesse  moyenne  £2,  de  sorte  qu'on  pourra, 
sans  erreur  sensible,  substituer  Q,  k  &)«,  et  supposer,  dans  tous 
les  cas,  que  w.  est  une  quantité  donnée,  qui  redevient  la  même 
à  chaque  révolution.  Conservant  d'ailleurs  toutes  les  autres 
hypothèses  admises  dans  les  n*"*  6i  et  suivants,  et  supposant 
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le  poids  q  décomposé  en  deux  autres  -  q  agissant,  l'un  en  C, 

qui  s'ajoute  avec  p,  dont  la  vitesse  virtuelle  est  df,  l'autre 

en  B  ayant  pour  moment  virtuel  -^ftsinarfa,  et  qui  s'ajoute 

à  la  composante  du  poids  du  bras  ÂB  de  la  manivelle»  pour 
donner  une  somme  que  nous  représenterons  par  q\on  aura, 
dans  le  premier  demi-tour,  EBL,  d'après  le  principe  des  forces 
vives,  et  ce  qui  a  été  établi  aux  n®'  65  et  suivants, 

A(a..-o.;)+=T(|G'+l)«'-^(^/»4-l)«:+|M)V 
—  ^  /      (/^ -+- ~î  H- Fj  rf/^-h  2j'6  (i— cosa)  — 2Qra, 

puisque  la  valeur  de  G,  qui  entre  dans  le  moment  d'inertie 

2  G'  -h  I  de  la  bielle,  devient  -  /  pour  a  =  o  ou  <<>  =  eo«,  et  que 
ë  ^ 

p 
la  vitesse  de  la  masse  -  est 

g 

vitesse  qui  est  nulle  en  même  temps  que  a. 

96.  Valeur  de  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  pour  une 
position  quelconque.  --  On  simplifiera  un  peu  la  forme  de 
cette  équation  en  posant,  d'après  les  résultats  donnés  dans 
l'addition  à  cette  Section, 

8 

K  étant  un  nombre  qui  dépend  uniquement  des  dimensions 
de  la  bielle,  puis  en  menant  par  le  point  A  la  parallèle  AQ 
à  IG,  qui  divise  BO  en  deux  parties  égales  en  Q,  comme  IG  le 
fait  de  BC,  ce  qui  donnera,  par  les  triangles  semblables  ABQ, 
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BGI,  et  en  vertu  de  ce  que  Q  est  le  milieu  de  BO, 

n  m        kr.   W         BI  .^  b         BO 

GouIG  =  AQ^==^AQ,     ^  =  ^, 

2         i  2         I  a         I  - — a 

AQ  =-AB  -f--AO  -iBO  . 

Faisant,  en  effet,  ces  substitutions  dans  l'équation  dont  il  s'a- 
git, on  en  tirera  sans  difficulté 

expression  dans  laquelle  uo  peut  être  pris  égal  kQ,  eidf  k 

kOdoc  ou,  approximativement  (63),  à  isina -, da. 

Mais  comme  ordinairement  F  est  immédiatement  donné  en 
fonction  du  chemin  /,  décrit  par  le  point  C,  nous  laisserons 

sous  sa  forme  actuelle  l'intégrale    I     Fdf^  qui  représente  le 

travail  effectivementdéveloppé  par  la  force  F,  pendant  que  AB 
décrit  l'angle  a,  travail  qui  ne  deviendra  négatif  d'ailleurs  que 
quand  Q  changera  lui-même  de  signe  ou  deviendra  puissance. 
Pour  obtenir  la  valeur  de  &)  relative  à  la  seconde  demi-ré- 
volution LNE  de  la  manivelle,  il  ne  s'agira  que  de  supposer 

que  l'angle  a  croisse  de  o  à  27:,  l'intégrale   /     Vdf  crois- 
sant elle-même  indéfiniment,  si  elle  ne  devient  nulle,  puis- 


va- 


que  F  est  une  force  motrice,  et  (/i  +  -  q\  /conservant  la 

leur  qui  correspond  à  la  grandeur  de  /=  b-\-l  —  h,  qui  est 
essentiellement  positive. 

97.  Complication  de  la  solution  analytique  de  la  question 
des  volants^ dans  les  hypothèses  actuelles.  —  Cette  valeur  est, 
comme  on  voit,  calculable  pour  chacune  des  positions  de  la 
machine,  au  moyen  des  lignes  de  la  figure,  puisque,  par  hypo- 
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thèse,   f    fdf  est  elle-même  donnée  ou  calculable  par  les 

méthodes  de  quadrature  connues,  et  qu'on  a  pour  la  condition 
de  la  permanence  du  mouvemeni,  ou  de  (k)«  constant. 


XaîT 
Frf/, 


relation  qui  fait  également  connaître  la  force  constante  ou 
moyenne  Q  ;  mais  cela  suppose  que  le  moment  d'inertie  A  de 
l'arbre  de  la  manivelle  et  du  volant  soit  donné  a  priori,  et  ne 
peut  en  conséquence  s'appliquer  à  la  question  actuelle  où  il 
s'agit  de  l'établissement  même  de  ce  volant.  A  plus  forte  rai- 
son sera-t-il  impossible  de  conclure  de  cette  expression  de  &>' 
les  valeurs  explicites  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  des 
vitesses  angulaires  de  la  machine  ou  des  angles  a,  dont  la 
connaissance  est,  comme  on  Ta  vu,  indispensable  pour  opé- 
rer cet  établissement,  et  qui  dépend  d'ailleurs  d'une  équation 
transcendante  d'un  degré  très-élevé,  même  quand  on  sup- 
pose F  constant  et  qu'on  prend  approximativement  (62  et  63) 

77:2       .,  sin»a(/4-ftcosa)»       .        .  »*     »  *'    .  , 

f    -b(\  —  cosa)-f-  ~  y  sin'a,     df=bs\noL  (  n-  --  cosaj  rfa, 

^^  IkO  i(/-h  écosa)cosa 

Atanga       ,      ,               i  6^   .  , 
^  /-4-6cosa j-sin'a 

expressions  dont  là  dernière  se  déduit  immédiatement  de  la 
comparaison  du  rapport  des  sinus  aux  côtés  des  triangles  ABO 
et  ABC. 

98.  Méthode  des  tâtonnements  géométriques^  *-  Ainsi  l'a- 
nalyse ne  peut  ici  être  d'aucun  secours  pour  traiter  directe- 
ment I9  question  de  l'établissement  des  volants,  et  il  faut  né- 
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cessairement  faire  usage  de  la  méthode  des  iftlonnements 
géométriques,  fondée  sur  les  données  mêmes  de. la  flgure  (  ^). 
A  cet  effet,  on  se  donnera  arbitrairement  le  moment  d'iner- 
tie A  du  volant  et  de  son  arbre,  ou  plutôt  on  déterminera  une 
première  valeur  approchée,  d'après  la  règle  pratique  du  n^'QS, 

en  se  bornant  ici  à  prendre  n~ — 9  si  une  très-grande  régu- 
larité n'est  pas  nécessaire,  et  attendu  d'ailleurs  qu'on  tient 
compte  du  poids  de  l'inertie  des  pièces  oscillantes  du  sys- 
tème. Observant  ensuite  que  o),  est  sensiblement  égal  à  û  ou  à 

-^—  =  0,10472/11,  m  représentant  le  nombre  des  révolutions 

de  la  machine  par  minute,  on  se  proposera  de  rechercher,  à 
l'inverse,  quel  est  le  degré  de  régularité  effectif  qui  résulte 
de  l'adoption  de  cette  valeur  particulière  de  A,  ou  quel  est  le 
plus  grand  des  écarts  de  la  vitesse  angulaire  (ù  sur  la  vitesse 
de  régime  û,  lequel  sera  donné  (n**  38,  Section  I)  par  l'ex- 
pression 

(ù]  et  (ù\  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  fouv^ 
nies  par  l'expression  ci-dessus  de  (Os,  dans  une  révolution  de 
la  manivelle. 

Si  cet  écart  surpasse  sensiblement  la  limite  qu'on  veut  adop- 
ter pour  d,  ou  en  est  surpassé,  on  recommencera  les  opéra* 
tions  en  choisissant  une  valeur  plus  faible  ou  plus  forte  de  A, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  résultat  suffi- 
samment approché,  ce  qui  ne  pourra  être  fort  long,  d'après 
les  données  particulières  qu'on  possède  sur  les  limites  de  la 
solution,  et  si  Ton  a  soin  de  se  servir  de  la  règle  de  fausse 
position  ou  de  courbes  d'erreurs. 


(*)  M.  Resal  a  résolu  la  question,  en  tenant  compte  de  la  première  puissance 
des  termes  relatifs  aux  pièces  oscillantes  ;  dans  la  plupart  des  cas  de  la  pra- 
tique, l'inertie  des  pièces  à  Mouvement  alternatif  n'a  aucune  influence.  (Mé- 
moire sur  les  volants  des  machines  à  vapeur  à  détente  et  à  condensation,  par 
M.  H.  Resal,  Annales  des  Mines,  t.  I,  1873.)  (K.) 
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99*  Oonstruction  des  valeurs  de  la  vitesse  angulaire  du  sys- 
tème et  de  la  courbe  qui  en  donne  le  maximum  et  le  mini- 
mum.  —  Pour  obtenir  la  plus  grande  et  la  plus  petile  des  va- 
leurs de  (ù*  dont  il  s'agit,  on  construira  la  courbe  qui  a  pour 
abscisses  x  les  valeurs  successives  de  Tare  ba  depuis  a  =  o 
jusqu'à  a  =  aTT,  et  pour  ordonnées  j  celles  de  «%  qui  leur  cor- 
respondent dans  les  diverses  positions  de  la  manivelle.  Tous 
les  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  cette  frac- 

p 
tion,  y  compris  ceux  où  entre  A,  qui  est  de  la  forme  —  K],  étant 

o 

le  produit  d'un  nombre  par  un  poids,  et  le  carré  ou  le  rectangle 
de  longueurs  fournies  immédiatement  par  hjig.  Si,  on  les  ra- 
mènera à  ne  plus  exprimer  que  de  simples  distances  en  divi- 
sant, haut  et  bas,  la  fraction  par  le  produit  de  g  et  d'un  certain 
poids  n',  tel  que  loo  kilogrammes,  par  exemple,  afin  d'éviter, 
dans  quelques  cas,  d'opérer  sur  de  trop  grandes  lignes. 

Quant  à  l'intégrale  /    Fdf^  en  particulier,  qui  représente 

l'aire  du  trapèze  mixtiligne  JJ'CC,  appartenant  à  la  courbe 
J'C'M'y  ayant  pour  abscisses  les  valeurs  CJ  de/  et  pour  or- 
données  celles  CC  de  F,  on  l'obtiendra  facilement  par  les 
méthodes  de  quadrature  connues  ('). 

De  cette  manière  on  n'aura  plus  à  construire  que  des  quan- 
tités de  la  forme 

^(K-l)^,     ^A'K.-^i)^,     ^6(,__cos«),..., 

ce  qui  se  fait  très-simplement  par  des  troisièmes  ou  des  qua- 
trièmes proportionnelles,  en  prenant  une  fois  pour  toutes  à 
l'échelle  des  longueurs 


(*)  Fbir^  pour  les  diverses  méthodes  de  quadrature,  l'Introduction  à  la  Mé- 
canique industrielle  (3<*  édition). 
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qui  serviront  à  construire,  en  unités  de  pareille  espèce  ou  de 
toute  autre,  la  valeur  de  ^  =  to%  par  une  dernière  quatrième 
proportionnelle.  Mais»  aRn  d'éviter  la  confusion  des  lignes  et 
de  mettre  une  sorte  de  continuité  dans  les  opérations,  on  fera 
bien  de  construire  séparément  les  courbes  qui  ont  pour  or- 
données les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  &>%  afin  d'en 
conclure,  par  des  tracés  symétriques,  celles  qui  appartiennent 
à  la  courbe  cherchée.  La  même  symétrie  et  la  même  continuité 
devront  également  être  observées  dans  les  constructions  rela- 
tives à  chacun  des  termes  isolés  de  ce  numérateur  et  de  ce 
dénominateur,  de  manière  à  pouvoir  opérer  sur  les  données 
propres  de  la^^.  3i,  supposée  construite  à  une  échelle  con- 
venable. Il  est  d'ailleurs  inutile  d'insister  sur  ces  observations 
dont  le  but  et  l'esprit  sont  faciles  à  saisir. 

100.  Solution  plus  directe  de  la  question  au  moyen  de  deux 
seules  courbes  extérieures.  —  On  diminuera  beaucoup  le  nom- 
bre des  tâtonnements  ou  des  courbes  auxiliaires  qu'entraîne 
avec  elle  la  recherche  du  moment  d'inertie  A,  en  procédant 
ainsi  qu'il  suit. 

Représentons  par  9  et  vp  les  parties  variables  ou  fonctions 
de  x  =  ba  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  w';  par  Cû» 
et  e  leurs  parties  constantes  respectives,  ou,  plus  spécialement, 
posant 

-l^(.^cos«)-^^  jpj^  Fdf^.(E^y=.<f. 

de  sorte  qu'on  ait  simplement 

,      Cû*  -4-  9 

e-h^ 

on  obtiendra,  en  différentiant,  par  rapport  i  a  ou  x,  pour  ex- 
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primer  la  condition  du  maximum  et  du  minimum  de  »*,  l'é- 
quation 

(«  +  <}')?'-(CÛ'  +  <p)4-'  =  o,     ou     ^^^^^t, 

dans.laquelle 

^        da         W    ^^^"^       n'^^     Wd(x^        W         da 

j,.__rf+„^/K-M>'  BOdBÔ         (£^jf)AOrfÂÔ 
*~"rfa"~^'^       *^n'  Y    da    "^""^        n'  g~    doc   ' 

quantités  linéaires»  qu'il  sera  facile  de  construire,  comme  on 
le  montrera  plus  tard. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  à  la  fois  par  toutes  les 
valeurs  de  l'abscisse  x  =  ba,  qui  correspondent  à  un  maxi- 
mum ou  minimum  quelconque  de  a>%  relatif  à  des  valeurs  par- 
ticulières attribuées  aux  constantes  C,  e  ou  A,  on  voit  que,  si, 
pour  Tune  de  ces  dernières  valeurs,  les  abscisses  dont  il  s'agit 
étaient  connues,  il  sufBrait  simplement  de  les  substituer  dans 

la  fonction^  indépendante  de  A,  pour  obtenir  le  maximum 

ou  minimum  correspondant,  et,  par  conséquent,  si  l'on  con* 
struit  la  courbe  représentée  par  l'équation 

ses  ordonnées  représenteront  l'ensemble  des  maxima  ou  mi- 
nlma  relatifs  aux  différentes  valeurs  particulières,  qu'il  est  pos- 
sible d'attribuer  à  A,  et  auxquelles  correspondent  autant  de 
groupes  distincts  d'abscisses  de  cette  courbe,  qui,  s'ils  pou- 
vaient être  déterminés  au  moyen  de  chacune  de  ces  valeurs, 
conduiraient  immédiatement  à  la  solution  du  problème  pro- 
posé. Or  c'est  à  quoi  l'on  parviendra,  comme  on  va  le  voir,  par 
la  construction  d'une  nouvelle  courbe  auxiliaire  également 
indépendante  de  A. 
^n  effet,  l'expression  générale  de  &)^  peut  être  mise  sous  la 
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fome 

^_ ^, _^ (ç -£)^+^-4^ ^ ^, ^  «l+rz^îû', 

pour  laquelle 

Égalant  à  zéro  le  coefficient  différentiel  de  cette  expression, 
et  tirant  de  la  nouvelle  équation  de  condition»  ainsi  obtenue, 
la  valeur  de  la  constante  e,  qui  dépend  seule  de  A,  on  aura  la 
relation 

qui  lie  cette  valeur  à  celles  des  abscisses  a?  relatives  aux  maxima 
ou  minima  de  la  fonction  (ô\ 
Construisant  la  courbe  qui  a  pour  équation 

et  cherchant  les  abscisses  qui  correspondent  à  ses  intersections 
avec  une  parallèle  quelconque  à  l'axe  des  x  représentée  par 
l'équation 

A       I    ûf  i» 

•^  W      2  W  g 

elles  seront  précisément  celles  qui  appartiennent  à  la  valeur 
de  e  ou  de  A,  qu'on  aura  choisie  en  particulier,  et  dontiA  gran- 
deur fixe,  dans  la  première  courbe  ^  =  2-, ,  les  valeurs  des 

ordonnées  qui  représentent  le  maximum  ou  minimum  corres- 
pondant de  0)^  Prenant  enfin  la  différence  entre  la  plus  grande 
el  la  plus  petite  de  ces  ordonnées,  relative  à  cette  môme  valeur 
de  A,  elle  représentera  la  valeur  de  w^  —  wj,  d'où  l'on  conclura 
de  suite  celle  de  d  ou  de  n. 

101.  Construction  des  courbes  auxiliaires.  —  Ainsi  toute  la 
question  est  ramenée  à  construire  une  fois  pour  toutes  deux 
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courbes  auxiliaires  sur  les  mêmes  abscisseSi  et  dont  les  or- 
données respectives/,  et^-D  je  suppose,  sont  liées  entre  elles 

par  les  relations 

I  -4-  9 


-^ 


^ 

r» 


qui  serviront  à  conclure  directement  la  deuxième  oe  la  pre- 
mière par  des  procédés  graphiques  très-simples,  et  sur  les- 
quels il  est  inutile  d'insister  autrement  qu'en  faisant  voir  com- 
ment on  peut  obtenir  linéairement  les  valeurs  dés  coefficients 
différentiels  ou  des  termes  qui  entrent  dans  les  expressions 
de  Y  et  ^.  

Or  nous  savons  déjà  (63)  que  -4-  =  AO.  Quanta  --^ — >  --j — » 

on  se  rappellera  (65)  que  le  point  I  {Jig,  3 1  et  32)  est  le  centre 
de  rotation  instantané  de  la  bielle  ou  de  la  droite  BO,  de  sorte 


Fig.  33. 


I     y 


N'    C 


<-i^ 


que  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre  sur 
cette  droite  doit  être  considéré  comme  l'intersection  de  celle-ci 
dans  ses  positions  consécutives  ou  infiniment  voisines;  ce  qui 
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donnera  sans  difficulté  (^),  par  la  comparaison  des  lignes  de 
la  fîgure  relatives  à  ces  deux  positions  et  en  se  fondant  sur  les 
relations  déjà  établies  aux  n~  61  et  suivants, 

rfÂÔ  _  ÂÔ^  PO      rfSÔ  _  _  n^  ÇO 
da    ""   AC    PC'       rfa    ~      ^CB' 

Au  moyen  de  ces  données,  rien  ne  sera  plus  facile  ensuite  que 
de  construire  la  valeur  de  vp'  et  de  9'.  Prenant,  par  exemple, 
sur  le  prolongement  de  CA,  une  distance 

mesurée  à  Téchelle  du  dessin,  et  élevant  au  point  0  la  perpen- 
diculaire indéfinie  VOM  à  l'extrémité  OC,  qui  rencontre  AG^ 
en  M,  on  mènera,  par  ce  dernier  point,  la  parallèle  MN  à  G'O; 
ce  qui  donnera,  sur  AO,  le  segment  AN,  qu'on  portera  sur  CI 
de  C  en  N',  par  lequel  on  mènera  de  nouveau  la  droite  N'P 
rencontrant  le  prolongement  de  OA  en  un  point  X,  tel  qu'on 
aura 

^„  _  OP  OP  AO.AM         (p-4-i?) KO    AO  PO 

UA-  ç^  LW  —  çp      ^g,     -  2       jj,         g^    AC  PC 

valeur  du  second  terme  de  vp'. 


('  )  U  noos  suffira  ici  de  remarquer  que  G'PB'O'  étant  la  position  infiniment 
voisine  de  CBO  et  de  00",  l'arc  infiniment  petit  décrit  du  point  I,  comme 
centre,  avec  01  pour  rayon,  de  sorte  que  B'O"  =  BO,  on  a 

rfÂÔ  =  0O',    rfBÔ  =  — 00",    A<fot  =  BB'.    4^=  CC  =  AO^fa, 
00»  _BB^_  ce* 
01   ""  Bl   ""   Ci  ' 

et,  par  la  considération  des  triangles  infiniment  petiU  PCC,  POO',  OO'O", 

CC^sinCPC*       00*       «inOPO*       bîtiCPC/ 
CP  ~"  sinAGO  '      OP  ~  sinAOC  "^  sinAOC  ' 

0*0"  _  sinO'OO"  _  rosOIC 

00*  "  sinOO'O"  ~  SinAOC' 

relations  dont  on  déduira  immédiatement  les  expressions  rapportées  dans  le 
texte,  en  observant  d'ailleurs  que  01  cosOIC  =  AC,  etc. 
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Pour  construire  le  premier  ^  il  ne  s'agira  que  de  prendre 
sur  OM 


2(K-|)(,' 


r 


'élever,  à  rexirémilé  de  G'^B,  la  perpendiculaire  BV,  qui  don- 
nera, sur  le  prolongement  de  MO,  la  distance  OV  qu'on  portera 
de  C  en  V  sur  Cl  ;  menant  ensuite  CY  parallèle  à  BV,  AY  sera 
la  valeur  demandée,  et,  par  suite,  on  aura 

4;'=iOX-OYr=r-XY. 

On  trouvera  sans  doute  superflu  de  remarquer  que,  afin  d'éviter 
la  confusion,  on  devra  s'abstenir  de  tracer  d'une  manière  effec- 
live  les  lignes  de  construction,  qui  sont  simplement  ponctuées 
sur  la  figure  et  dont  les  extrémités  sont  seules  nécessaires  pour 
arriver  aux  résultats.  Quant  à  9',  sa  construction  ofl're  encore 

moins  de  difiiculté  que  celle  de  9  et  4'»  puisque  ~-  —  AO  et 
que  6  sin  a  est  le  sinus  de  l'arc  BE  =  6  a  =  X. 

102.  Maximum  de  l'effort  de  torsion  supporté  par  l'arbre 
du  volant  et  par  ses  bras.  —  S'il  s'agissait  de  traiter  la  ques- 
tion relative  à  la  solidité  qu'il  est  nécessaire  de  donner  aux 
bras  du  volant,  pour  qu'ils  puissent  résister  aux  efforts  de  tor- 
sion qui  tendent  à  les  rompre,  on  aurait,  comme  on  l'a  vu  (79), 
^   à  trouver  le  plus  grand  des  maxima  de  la  fonction 

/CÛM-9\ 

dt  ^^  1  doc       2  da  2  (  e  -h  d*  )' 

question  que  l'on  résoudra  d'une  manière  analogue  à  celle  qui 
concerne  l'établissement  même  du  volant,  mais  qui  n'exigera 
^  que  le  tracé  d'une  seule  courbe,  ayant  pour  ordonnées  les  va- 
leurs de  la  fonction  dont  il  s'agit,  puisque  C,  e  ou  A  sont  ici 
censés  donnés  a  priori  ou  connus,  d'après  les  précédentes 
recherches;  or  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer,  re- 
lativement à  ce  dernier  cas,  que  le  maximum  de  --p  sera  im- 
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médiatement  donné  par  la  moitié  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  que  forme,  avec  Taxe  des  abscisses,  la  tangente 
la  moins  inclinée  de  la  courbe,  qui  a  pour  ordonnées  les  valeurs 
de  la  fonction 


Ck)'  = 


que  nous  avons  enseigné  à  construire  (99),  et  dont  les  tan- 
gentes les  moins  inclinées  sur  l'axe  des  abscisses  x  corres- 
pondent évidemment  à  ses  différents  points  d'inflexion* 

Ayant  d'ailleurs  obtenu  ainsi  l'effort  maximum  de  torsion 
qui  agit  à  l'extrémité  des  bras  du  volant,  ou  la  somme  des 
moments  des  efforts  semblables,  qui  agissent  sur  chacune  des 
parties  matérielles  de  son  arbre  ou  de  la  manivelle,  il  sera  fa* 
cile  d'en  conclure  l'effort  maximum  supporté  par  un  autre 
point  quelconque  de  cet  arbre,  par  exemple  à  l'extrémité  du 
bras  de  la  manivelle,  sur  les  dents  d'engrenage  de  la  roue  mo- 
trice de  Q,  etc.,  ce  qui  est  nécessaire  pour  régler  les  dimen- 
sions de  ces  parties. 

103.  du  d'une  machine  à  balancier.  —  Si  l'on  se  proposait 
de  résoudre  les  mêmes  problèmes  pour  l'appareil  à  balancier 
(fig.  24  ),  qui  a  été  décrit  au  n*'  66,  les  observations  présentées 
dans  les  articles  suivants  permettraient  de  le  faire,  sans  aucune 
hésitation  et  par  une  marche  absolument  semblable  à  celle  qui 
a  été  suivie  précédemment.  Conservant,  en  effet,  toutes  les  dé- 
nominations admises  dans  les  n"»*  67,  70,  97,  nommant  de  plus 

K'P7' 

P'  le  poids  du  balancier, son  moment  d'inertie  par  rap- 

o 

port  à  l'axe  de  rotation  D  {Jig,  33),  qui  en  contient  toujours  le 
centre  de  gravité,  moment  qu'on  trouvera  au  moyen  des  règles 
exposées  à  la  fîn  de  cette  Section;  supposant  d'ailleurs  que  p 
représente  le  poids  de  l'équipage  agissant  en  F;  {q  la  compo- 
sante du'poids  de  la  bielle  BC,  qui  agit  en  jC,  pour  contre-balancer 
le  précédent,  et  auquel  on  peut  d'ailleurs  attribuer,  sans  erreur 
sensible,  la  même  vitesse  virtuelle  df;  enfin  F  la  force  mo- 
trice, déduction  faite  des  résistances  qui  l'accompagnent,  Q  la 
résistance  active  appliquée  à  la  roue  de  rayon  r,  et  augmentée 

i3 
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de  la  force  qui  ferait  équilibre  aux  frottements  inhérents  à 
l'arbre  de  la  manivelle»  etc.,  on  trouvera  sans  difficulté 

^»' zzTî =1 =ri » 

A5'-^-i7^'-^{K-:)9B0  -+-(KT'-+-iy)AO  -h;»DV 


Fig.  33.- 


expression  dans  laquelle  on  a  également 

pour  déterminer  Q,  dans  le  cas  où  F  agit  à  la  fois  en  descen- 
dant et  en  montant  (  '  ). 


(*)  Si  l'on  voulait  tenir  compte  du  frottement  exercé  sur  le  tourillon  du 
balancier,  qui  dans  certains  cas  peut  avoir  une  influence  appréciable,  on  remaf- 
querait  que  P'+f»  + 1^  —  qF  est  approximativement  la  pression  qu'il  supporte 
pendant  la  course  ascendante  du  point  F,  et  P'+^  +  ^7+  aF  celle  qu'il  sup- 
porte pendant  la  course  descendante,  de  sorte  que  l'on  aura  à  retrancher  du 
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104.  Recherche  des  quantités  dont  dépend  principalement 
la  solution  du  problème.  --  On  voit  que  la  valeur  de  a)%  rela- 
tive à  chacune  des  positions  du  système,  se  construira  par  les 
mêmes  procédés  que  celle  du  n®  95;  mais  la  recherche  de  la 
fonction 

+'- 

entraînera  ici  à  un  peu  plus  de  difficultés. 

Par  la  comparaison  des  triangles  semblables  AOK  et  DGK, 
formés  par  les  prolongements  des  côtés  AD  et  BC  du  quadri- 
latère ABCD,  on  obtiendra  d'abord 


(K  — 

'x)    rfBO'. 

(K'P'-f-- 

\<l) 

rfAO' 

P 

rfDv' 

gH' 

'    d<x 

gW 

dcc    ^ 

^n' 

da. 

^^      nw,AK       ,      ,AD       c/AO       ,AD    JDK 
DK  DK        da  jjj^^     da 


nomérateur  de  tu*  une  expression  de  la  forme 

2^^(P'-H/i-h;y>-U/*pJ    F^rf5=^) 
dans  le  premier  cas,  et  de  la  forme 

dans  1«  second,  fi  étant  le  coefficient  du  frottement  du  tourillon  (Section  III), 
p  son  rayon,  s  la  grandeur  absolue  ou  totale  de  Tare  du  frottement  relatif  à  la 
première  ou  à  la  seconde  période  et  qui  correspond  à  Tangle  «  décrit  par  la 
maLuivelIe. 

La  quantité  2fi{V''i'P'^iq)s  étant  très-facile  à  calculer  ou  à  construire 
pour  chacune  des  positions  du  système,  on  voit  que  la  seule  complication 
amenée  par  la  nouvelle  hypothèse,  dans  la   solution  du  problème,  consiste  à 

remplacer  l'intégrale  primitive   I    Yd/paT  j     ( '=*=K^  )  ^''Z»  <>»  *«  ^orce  F 

par  F  lidz-T^  \f  expression  également  très-facile  à  construire,  pour  chacune 

des  positions  du  système,  et  dans  laquelle  le  signe  +  répond  à  la  première 
période  du  mouvement,  et  le  signe  —  à  la  seconde.  Mais  on  reinarquera  que 
ces  résultats  supposent  P'-hp-^jç  constamment  supérieur  à  aF  et  que,  dans 
le  cas  contraire,  if  conviendrait  de  changer  le  signe  de  /a  et  de  prendre  s  algé- 
briquement, c'est-à-dire  de  supposer  négatifs  les  arcs  décrits  dans  la  deuxième 
période,  qui  devront  ainsi  être  retranchés  de  ceux  de  la  première  pour  obtenir 
la  valeur  absolue  de  i. 

f3. 
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puis,  eo  considérant  que  le  point  I  est  le  centre  instantané  de 
rotation  du  triangle  BCI,  et  que  le  pied  P  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  le  prolongement  de  BC  est  l'intersec- 
tion consécutive  de  cette  dernière,  dans  le  déplacement  infi- 
niment petit  du  systèmç 

rfDK_PK  cosKCD 
da    ""  PC  sinCKD     "^ 

d'où  il  sera  aisé  de  tirer,  par  la  comparaison  des  lignes  de  la 
figure, 

dm       .  ^  AD  PK  ^^,  -^„       .  ^  AD  PK       .  ^  PX 

AX  étant  une  parallèle  à  PD,  limitée  à  BK  :  on  aura  donc  fina- 
lement 

rfÂÔ'       77:»  PX 
r5«-="^0   Pî- 

Les  triangles  ADI  et  ABO  donnant 

rfAID  +  rf0-+-rfa  =  o,  B5'  =  ÂÔ'-f-ÂB*  — aAB.AOcosAlb, 
on  aura  pareillement 


-J--  —  --7 26COSAID  -^ aftsin  AID 

doL  da  da 


(.o.-> 


ce  qui  donne,  en  abaissant  la  perpendiculaire  B;>  sur  AO  pro- 
longée et  observant  que  DU  a  été  pris  égal  à  AO, 


rfBO'  An/   aPX  ,     „CU\ 

-^  =  -aA0(/,0^4-/,B^); 

enfin,  puisque 

il  viendra 

rfDV  _  DO;  rfÂU      AO  rfDÔ^ 
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or,  le  point  I'  étant  le  centre  de  rotation  instantané  du  trian- 
gle l'FE,  et  le  pied  P'  de  la  perpendicalaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  prolongement  de  EF  devant  être  considéré  encore 
comme  l'intersection  de  cette  dernière  droite  avec  sa  posi- 
tion jnQniment  voisine,  on  trouvera  sans  difficulté 

dbô'  _  DO'.AO  P'O'    *   „  FO; 
«i<x    ~       l        PT  ~  PT 

et,  par  suite, 

dm 


da 


^^DO'(d\0      AO'P'0'\ 
=  ^"^  — V-diT-^—  PTJ 
— »/PX      DV  P'0'\ 


expression  dans  laquelle  on  pourra  presque  toujours  négliger 
le  second  terme,  vis-à-vis  du  premier,  à  cause  de  sa  petitesse 

105.  Observations  générales,  —  Toutes  ces  valeurs  qui, 
dans  Texpression  de  vp',  doivent  être  divisées  par  de  certaines 
fractions  numériques  de  g-,  sont,  comme  on  voit,  susceptibles 
d'une  construction  fort  simple,  et  qu'on  pourra  abréger  de 
beaucoup  en  profitant  habilement  des  données  directement 
oiTcrtes  par  la  figure;  mais  il  doit  nous  suffire  ici  d'avoir  mis 
sur  la  voie  de  la  solution  graphique  du  problème  ordinaire, 
où  le  système  de  la  manivelle  du  balancier,  etc.  d'une  ma- 
chine .à  vapeur,  se  trouvant  établi  à  l'avance,  il  s'agit  seule- 
ment de  déterminer  le  moment  d'inertie  du  volant  qui  est  ca- 
pable de  maintenir  la  vitesse  de  rotation  de  l'arbre  de  la 
manivelle  entre  des  limites  déterminées.  Quant  à  la  question 
qui  consiste  à  régler  les  dimensions  mêmes  du  balancier,  de 
manière  à  corriger,  le  plus  qu'il  est  possible,  et  cela  indé- 
pendamment du  volant,  les  écarts  de  la  vitesse  variable,  par 
rapport  à  la  vitesse  de  régime,  nous  renverrons  au  savant  Mé^ 
moire  que  M.  Coriolis  a  inséré  dans  le  XXI*  Cahier  du  Journal 
de  V École  Polytechnique  (Sur l'influence  du  moment  d* inertie 
du  balancier  des  machines  à  vapeur^  etc.)^  en  faisant  remar* 
quer  que  les  considérations  analytiques  et  géométriques  qui 
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précèdent  pourront  servir  à  simplifier  et  à  compléter,  en 
quelques  points,  les  solutions  qu'il  a  indiquées,  et  dans  les- 
quelles il  a  négligé,  à  cause  de  la  complication,  l'influence  de 
l'inertie  de  la  bielle,  qui  néanmoins  offre  presque  toujours  un 
poids  très-grand,  capable  de  faire  équilibre  à  la  fois  à  celui 
des  pistons  et  de  leurs  yges. 


V.  —  Moyens  ofioiÈTEiQUES  de  teansmetteb  les  vitesses 

DES  PIÈGES  DANS   UN   EAPPOET   DONNÉ. 

106.  //  existe  trois  moyens  principaux  de  transmettre  les 
vitesses  dans  un  rapport  constant.  —  Dans  tes  considérations 
générales  sur  les  machines  (n~  22  et  29,  Section  I),  nous 
avons  vu  l'importance  qu'il  y  a  à  disposer  certaines  pièces, 
notamment  les  roues,  de  façon  qu'elles  se  tranmettent  la  vi* 
tesse  géométrique  dans  un  rapport  invariable  pour  toutes  les 
positions  du  système.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  les  con- 
ditions principales  du  tracé  de  ces  pièces,  afin  d'être  en  état 
de  déterminer  les  quantités  d'action  dues  aux  résistances  pas- 
sives qu'elles  introduisent  dans  les  machines  où  on  les  em- 
ploie :  c'est  principalement  dans  celte  vue  que  nous  allons 
exposer  succinctement  quelques  notions  sur  ce  sujet. 

On  connaît  trois  moyens  principaux  de  résoudre  la  question 
dans  le  cas  de  deux  roues  è  axes  parallèles  oxi  concourants: 
I®  par  le  contact  naturel  et  le  roulement  des  couronnes  ou 
tambours  de  ces  roues;  2°  par  l'emploi  de  chaînes  ou  de  cour- 
roies sans  fin  enveloppées  sur  ces  couronnes;  3*  par  Yengre^ 
nage  de  dents  ou  de  courbes  en  saillie  fixées  aux  couronnes. 

Commimication  dn  monTement  par  le  simple  contact 
ou  roulement  des  roues. 

107.  Les  couronnes,  ou  plutôt  les  cylindres  ou  cônes  ex- 
térieurs des  roues  {fig.  34)  se  développant  exactement  l'un 
sur  l'autre,  il  est  évident  que,  s'il  n'y  a  pas  de  glissement,  les 
arcs  élémentaires  décrits  à  chaque  instant  par  ces  cercles  en 
contact  seront  égaux  et  les  vitesses  angulaires  des  roues  se- 
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ront  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  et  constant  de  leurs 
rayons  respectifs. 

Fig.  34. 


Toute  la  difficulté  consiste,  comme  on  voit,  à  empêcher  le 
glissement(*)  :  il  est  donc  nécessaire,  lorsque  les  efforts  tan- 


(  '  )  Transmissions  par  simple  contact.  —  Les  transmissions  par  simple  contact 
sont  fréquemment  employées  aujourd'hui  pour  communiquer  le  mouvement  à 
certains  appareils  marchant  à  grande  vitesse.  La/ig.  35  représente  la  transmis- 
sion d'une  essoreuse;  un 
Fig.  35. 

i 


arbre  horizontal  qui  reçoit 
le  mouvement  par  une 
courroie  le  transmet  à  un 
arbre  vertical  placé  au 
centre  de  l'appareil;  le 
premier  arbre  porte  un 
cane  en  fonte  ba  parfaite- 
ment dressé;  sur  le  se- 
cond est  fixé  un  cône  cad 
formé  d'une  série  de  ron- 
delles en  cuir  ou  en  papier, 
fortement  serrées  les  unes 
contre  les  autres  entre 
deux  pièces  en  fonte  c^  ad 
et  taillées  en  cône  sur 
le  tour;  le  contact  des 
deux  cônes  est  assuré  par 
une  pression  exercée  en  g 
sur  l'extrémité  de  l'axe 
horizontal  qui  peut  se  dé- 
placer légèrement  dans  le  sens  de  sa  longueur  ;  la  pression  est  obtenue  par 
la  manœuvre  d'un  petit  volant  w'  monté  sur  une  vis.  Cette  disposition  permet 
de  faire  progressivement  les  embrayages  et  les  débrayages  et  d'éviter  ainsi  les 
chocs  violents  qui  se  produiraient  à  de  grandes  vitesses,  et  qui  seraient  des- 
tructeurs si  le  mouvement  était  transmis  par  engrenages.  (K.) 
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geniiels  des  roues  doivent  être  considérables,  de  faire  presser 
convenablement  les  circonférences  des  couronnes.  Cet  effet 
s'obtient  par  des  ressorts,  des  coins,  des  vis  de  pression,  des 
leviers  agissant  sur  les  axes  ou  sur  les  coussinets  qui  sup- 
portent les  tourillons.  On  peut  imaginer  une  foule  de  disposi- 
tions propres  à  atteindre  le  but.  Dans  certaines  usines  d'An- 
gleterre, on  revêt  extérieurement  les  roues  de  bandes  de  cuir 
de  buf/le  qui,  par  leurs  aspérités,  offrent  une  sorte  d'engrè- 
nement,  et  qui  s'usent  fort  peu  par  l'action  du  roulement. 

Ce  système  paraît  pouvoir  être  employé  sans  inconvénient 
dans  les  cas  où  les  forces  agissent  d'une  manière  uniforme  et 
régulière  sur  les  machines,  la  vitesse  des  roues  et  la  pression 
qui  a  lieu  sur  elles  étant  exactement  constantes;  il  a  été  em- 
ployé pour  donner  le  mouvement  aux  tire-sacs  de  certains 
moulins  qui  présentent  beaucoup  de  douceur;  mais  lorsque, 
comme  il  arrive  dans  le  plus  grand  nombre  des  machines,  la 
puissance  ou  la  résistance  exerce  des  efforts  variables  sur  les 
roues,  lorsqu'il  y  a  des  secousses,  des  changements  brusques 
de  vitesse,  on  conçoit  qu'il  serait  fort  difficile  de  s'opposer 
au  glissement,  à  moins  de  comprimer  fortement  les  roues  et 
d'augmenter  les  résistances  passives,  ce  qui  serait  manquer  le 
but  qu'on  cherche  à  atteindre  dans  l'emploi  de  ce  système. 

Gommnmcation  dn  mouTement  par  courroies  oa  par  chaînes. 

108.  La  disposition  par  laquelle  on  fait  mouvoir  les  roues  uni- 
formément au  moyen  de  cordes  ou  courroies  sans  fin  donne 
lieu  aux  mêmes  réflexions  que  celles  que  nous  avons  déji 
faites  pour  les  roues  qui  se  conduisent  par  le  simple  attache* 
ment,  et  elle  offre  de  pareils  inconvénients;  celte  disposition 
est  principalement  utile  dans  le  cas  où  il  s'agit  de  transmettre 
le  mouvement  à  une  certaine  distance,  et  c'est  ce  qui  fait  que 
l'usage  en  est  assez  généralement  répandu  ('). 

La  transmission  par  courroie  permet  de  suspendre  ou  de 
communiquer  à  volonté  le  mouvement;  sur  l'arbre  mené  C 


(^)  Foir  les  notes  relatWes  aux  IransmiBsions  par  courroies  dans  la  Section  III. 

(K.) 
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(fig.  36)  sont  placées  deux  poulies  égales.  Tune  fixe  A,  Tautre 
folle  À\  en  regard  du  tambour  T  monté  sur  Tarbre  menant  C; 

Fig    36. 


la  courroie  est  amenée  sur  l'une  ou  Tautre  des  poulies  à  l'aide 
d'un  levier,  terminé  par  une  fourche  qui  embrasse  la  courroie, 
et  dont  la  disposition  varie  suivanl  les  besoins. 

Les  moyens  de  maintenir  la  tension  des  courroies  sont 
analogues  à  ceux  dont  il  a  été  question  pour  les  roues  mues 
par  le  simple  conlact,  c'est-à-dire  qu'ils  consistent  à  rendre 
mobile  l'un  des  axes  de  roue;  mais,  comme  cette  mobilité 
présente  des  difficultés,  ou  est  impossible  dans  certains  cas, 
on  emploie  (yî^.  37)  des  poulies  ou  rouleaux  de  tension  A, 

FÎ0.  37. 


qui  ont  pour  objet  de  presser  sur  la  corde  ou  sur  la  courroie; 
cette  pression  est  produite  ordinairement  par  un  poids  Q 
placé  sur  l'un  des  bras  d'un  levier  QOA. 
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109.  Forme  à  donnera  la  jante  des  roues.  —  On  sait  qu'en 
faisant  usage  des  cordes  sans  (in  ('],  on  doit  creuser  une 
gorge  à  la  circonférence  des  roues,  et  que  lorsqu'on  emploie 
des  courroies  on  doit  au  contraire  (Jig.  ^o)  donner  une  cer- 
taine convexité  au  profil  extérieur  de  la  jante  AB  de  la  roue 
pour  empêcher  la  courroie  de  glisser,  ce  qui  arriverait  infailli- 


Fig.  38. 


(■)  Transmissions  par  câbles  en  fil  de  fer,  —  Ce  mode  de  transmission  a  été 
employé  pour  la  première  fois  en  i85o  par  MM.  Hirn 
frères,  au  Logelbach,  prés  Colmar;  la  théorie  ne  pré- 
sente aucune  différence  essentielle  avec  celle  des  trans> 
missions  par  courroies;  au  point  de  Yue  pratique,  les 
câbles  permettent  de  transmettre,  à  des  distances  qui 
dépassent  souvent  i  kilomètre,  des  travaux  considé- 
rables, dans  des  cas  où  les  frais  d'installation  et  les 
résistances  passives  rendraient  tout  autre  système  inap- 
plicable. 

Les  câbles  se  composent  ordinairement  de  plusieurs 
torons  formés  chacun  de  fils  de  fer  enroulés  autour 
d'une  &rae  en  chanvre;  ces  torons,  généralement  au 
nombre  de  six,  sont  groupés  autour  d'un  toron  central, 
ou  autour  d'une  &me  en  chanvre  de  bonne  qualité. 
Dans  le  but  de  réduire  la  tension  des  câbles  pendant  la 
marche,  et  par  suite  la  section  et  le  poids  qu'il  est  né- 
cessaire de  leur  donner,  on  se  sert  de  poulies  de  fort 
diamètre,  marchant  à  grande  vitesse  ^fig-  38).  On  fixe 
à  3o  mètres  environ  la  vitesse  à  la  circonférence  qu'il  est  prudent  de  ne  pas 
dépasser. 
Dans  la  jante  en  fonte  de  la  poulie  ^fig*  Sg)  est  pratiquée  une  gorge  bah*  au 
fond  de  laquelle  est  ménagée  une  rainure  en  queue  d'hironde  dans 
laquelle  on  mate  une  bande  de  gutta-percha;  quelquefois  on  em- 
y  .r    ploie  le  cuir,  le  bois  ou  la  ficelle;  c'est  cette  bande  qui  porte  le 

Ik       ^       câble'  a  et  donne  naissance  à  une  adhérence  suifisante  pour  éviter 
jjm^        le  glissement. 

■|H  Souvent  on  pratique,  sur  une  même  jante,  deux  gorges  parâl- 

nHl^        lèles  {fig,  38),  qui  permettent  d'efiiectuer  la  transmission  par 
Jw  n  deux  câbles. 

jf!  n  Lorsque  la  transmission  a  une  grande  longueur,  on  soutient  le 

"  V  câble  par  un  certain  nombre  de  galets  intermédiaires  établis  sur 
des  supports  solides  dont  la  distance  varie  avec  le  diamètre  du 
câble  et  l'altitude  des  poulies  extrêmes.  Ce  système  de  transmission  présente 
des  avantages  sérieux  dans  les  usines  où  il  est  nécessaire  d'éloigner  les  ateliers 
des  machines  motrices,  et  surtout  des  foyers;  l'administration  des  Manufac- 
tures de  l'État  vient  d'en  faire  une  application  importante  &  la  poudrerie  ré- 
cemment construite  à  Sevran.  (K.) 


.  Fig.  39. 
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blement  dans  le  cas  où  l'on  y  pratiquerait  une  gorge;  quel- 
quefois cependant  on  termine  le  proQI  de  la  jante  par  une 
droite. 

Fig.  40. 


Lorsqu'on  se  sert  de  chaînes,  la  forme  de  la  jante  varie  avec 
la  nature  de  la  chaîne  employée  (fig.  4>  et  4^)'  ^^  ^^  P^^^  ^^ 

Fig.  4i. 


reste  en  faire  usage  que  lorsque  le  mouvement  n'est  pas  trop 
irrégulier  ou  qu'on  Ta  rendu  à  peu  près  uniforme  par  l'emploi 
du  volant;  il  existe  effectivement  des  scieries  à  mouvement 
alternatif  et  même  des  martinets,  où  l'on  fait  usage  de  ces 
moyens  pour  communiquer  la  vitesse,  mais  alors  on  place 
des  volants  sur  l'arbre  de  la  manivelle  et  sur  celui  des  cames. 
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Lorsqu'on  se  volt  obligé  d'employer  des  chaînes  pour  com- 
muniquer le  mouvement  à  des  roues  sollicitées  par  de  grands 
efforts  irréguliers,  et  que  l'on  a  des  raisons  de  craindre  que 
les  chatnes  ne  glissent,  on  arme  les  circonférences  des  roues 
de  pointes  ou  dents  qui  entrent  dans  les  vides  des  maillons. 
Comme  il  est  essentiel  d'éviter  la  tension  sur  les  deux  branches 
de  la  chaîne,  on  fait  l'une  d'elles  un  peu  plus  longue  que 
l'autre,  et  l'on  a  soin  de  régler  convenablement  l'espacement 
des  dents  et  des  maillons.  Lorsqu'on  supprime  les  dents,  on 
doit  tout  au  moins  faire  la  couronne  de  la  roue  en  fer  ou  en 
fonte  de  fer  pour  s'opposer  au  glissement.  Dans  tous  les  cas, 
on  ne  peut  trop  recommander  de  centrer  exactement  les  gorges 
ou  cylindres  extérieurs  des  poulies  et  des  roues^  en  les  repas- 
sant au  tour,  montées  sur  leurs  axes  propres. 

CoBunnnication  da  moavement  par  engrenages. 

110.  IVoms  des  diverses  parties  dont  se  compose  un  engre- 
nage. —  Le  moyen  le  plus  généralement  adopté  pour  com- 
muniquer le  mouvement  de  rotation  d'un  arbre  à  un  autre 
consiste  dans  l'emploi  de  roues  dont  les  jantes  sont  garnies 
de  saillies,  qui  s'engagent  réciproquement  les  unes  entre  les 
autres  et  rendent  ainsi  le  mouvement  de  l'une  des  pièces  so- 
lidaire de  celui  de  l'autre.  Ce  dispositif  est  ce  qu'on  nomme 
un  engrenage* 

Les  diverses  parties  dont  il  se  compose  prennent,  selon 
leurs  formes,  leurs  dimensions  et  leur  usage,  des  noms  qu'il 
est  nécessaire  de  connaître. 

De  deux  roues  qui  engrènent  l'une  avec  l'autre,  la  plus 
grande  se  nomme  roue  ou  rouet^  et  la  plus  petite  pignon.  Les 
saillies  au  moyen  desquelles  elles  se  conduisent  s'appellent 
dents;  lorsqu'elles  ne  font  pas  corps  avec  la  roue,  comme 
cela  arrive  pour  les  roues  en  fonte  garnies  de  dents  en  bois, 
on  les  désigne  quelquefois  sous  le  nom  é'alluchons. 

Au  lieu  de  pignons,  on  emploie  souvent  un  système  corn* 
posé  de  deux  plateaux  circulaires  qu'on  nomme  tourteaux^ 
placés  parallèlement  l'un  à  l'autre  sur  un  arbre  tournant  et 
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réunis  par  des  cylindres  en  bois  ou  en  métal  nommés  /k- 
seaux;  l'appareil  entier  s'appelle  lanterne. 

Lorsque  l'engrenage  doit  produire  un  mouvement  alternatif 
ou  intermittent,  les  dents  ont  des  dimensions  particulières, 
ordinairement  beaucoup  plus  grandes  que  dans  l'engrenage 
continu»  et  elles  prennent  alors  le  nom  de  cames. 

Les  dents  des  deux  roues  s'engageant  les  unes  entre  les 
autres,  il  doit  exister  entre  celles  d'une  même  roue  un  inler- 
yalle  suffisant  pour  le  passage  de  celles  de  l'autre  roue;  cet 
intervalle  s'appelle  le  creux. 

Quand  les  axes  des  deux  roues  à  faire  conduire  l'une  par 
l'autre  sont  parallèles  et  que,  par  suite,  les  faces  de  ces  deux 
roues  sont  comprises  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
leurs  axes,  on  dit  que  l'engrenage  est  plan.  Lorsqu'au  con- 
traire ces  axes  se  coupent,  on  a  ce  que  l'on  nomme  un  en- 
grenage  d'angle  ou  engrenage  conique,  par  suite  de  la  forme 
qu'on  lui  donne. 

111.  Conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  engre^ 
nages.  —  Le  tracé  et  les  dimensions  des  dents  d'engrenage 
doivent  satisfaire  aux  trois  conditions  suivantes  :  i®  que  le 
mouvement  soit  transmis  d'une  roue  à  l'autre  suivant  une  loi 
donnée;  2,^  que  les  dents  aient  la  solidité  nécessaire  pour  ré- 
sister aux  efforts  connus  qu'elles  doivent  transmettre;  3®  que 
la  quantité  de  travail  consommée  par  le  frottement  des  dents 
les  unes  sur  les  autres  soit  un  minimum. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  cette  Section,  que  de  la 
première  condition,  et  nous  allons  rappeler  succinctement  les 
règles  que  l'on  suit  pour  la  remplir. 

112.  Conditions  du  tracé  des  engrenages.  —  De  la  condi- 
tion que  les  vitesses  restent  dans  des  rapports  constants  il 
résulte,  pour  les  engrenages,  une  conséquence  qui  sert  de 
base  à  leur  tracé*  En  effet,  si  nous  considérons  les  centres  des 
deux  roues  C,  C' {Jtg.  ^i),  et  que  nous  partagions  la  ligne 
qui  les  réunit  en  deux  parties  C/  et  C'^,  qui  soient  dans  un 
rapport  donné,  les  cercles  de  rayons  C/  et  C'/  se  toucheront 
en  t,  et,  si  les  roues  sont  poussées  l'une  contre  l'autre  par 
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uà  effort  suffisant,  il  en  résultera  que,  quand  Tune  des  deux 
tournera  autour  'de  son  centre  »  elle  entraînera  l'autre  dans 

Fig.  43. 


son  mouvement  et  qu'elles  rouleront  l'une  sur  l'autre  sans 
glisser;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  mouvement  des  tambours 
décrits  au  n*"  107. 

Si  donc  on  nomme  &>  et  tù'  les  vitesses  angulaires  respec- 
tives des  cercles  C/ et  C'r,  les  arcs  développés  dans  le  roule- 
ment de  l'une  des  circonférences  sur  l'autre  seront  égaux  de 
part  et  d'autre,  et  l'on  aura 


wXCi  =  w'xC'/, 


d'où 


CJt 

c7' 


c^ est-à-dire  que  les  vitesses  angulaires  seront  dans  un  rapport 
constant  et  inverse  des  rayons. 

Réciproquement,  pour  que  les  vitesses  angulaires  restent 
dans  un  rapport  constant,  il  faut  que  le  point  /  partage  la  ligne 
des  centres  en  deux  parties  inversement  proportionnelles  à 
ces  vitesses.  Ainsi  toute  forme  de  dent  d'engrenage  doit  être 
telle,  que  le  mouvement  se  transmette  d'une  roue  à  l'autre, 
comme  si  les  deux  cercles  C^  et  C'/  roulaient  l'un  sur  l'autre 
sans  glisser,  et  réciproquement. 

Ces  cercles  C^  etC/,  dont  les  rayons  sont  en  raison  inverse 
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des  vitesses  angulaires»  se  nomment  par  cette  raison  cercles 
proportionnels^  mais  le  plus  souvent  on  les  appelle  cercles 
primitifsy  parce  qu'ils  servent  de  point  de  départ  au  tracé. 

113.  Conséquence  qui  sert  de  base  au  tracé.  —  Il  suit  de  ce 
qui  précède  que  si  amb  et  a'mb'  {PI.  I^fig.  i)  sont  les  courbes 
de  deux  dents  montées  sur  les  roues,  dont  Ct  txCt  sont  les 
rayons  primitifs  et  que  ces  courbes  satisfassent  par  hypothèse 
à  la  condition  de  l'uniformité  du  mouvement,  la  normale  corn.- 
mune  en  m  aux  deux  courbes  devra  passer  par  le  point  /.  En 
effet,  puisque  le  mouvement  doit  être  transmis  de  la  même 
manière  que  si  les  deux  cercles  C/  et  C'/  roulaient  l'un  sur 
l'autre,  il  s'ensuit  que,  quand  la  dent  amb  poussera  la  dent 
almb\  le  point  m  tendra,  dans  le  premier  instant,  à  décrire  un 
petit  arc  de  cercle  tangent  à  l'une  et  à  l'autre  courbe,  et  que 
par  conséquent  la  normale  en  m,  qui  est  à  la  fois  commune 
à  ce  petit  arc  et  aux  deux  courbes,  passera  parle  point  /. 

On  parvient  encore  a^Ia  même  conséquence  en  remarquant 
que>  la  résistance  opposée  par  la  roue  conduite  à  l'effort  N 
exercé  par  la  roue  conductrice  lui  étant  égal  et  contraire,  les 
quantités  de  travail  élémentaires  que  développent  ces  deux 
efforts,  dirigés  suivant  la  normale  commune  mtj  doivent  être 
égales,  ce  qui  donne 

NxCKrfe  =  NCK'de', 
d'où 

CK  _de'       ù/ 
C'K""  rfÔ  ""  w' 

(ù  et  6>'  étant  les  vitesses  angulaires  des  roues,  qui  doivent, 
par  hypothèse,  rester  dans  un  rapport  constant. 
Or  on  a  de  plus,  par  les  triangles  CK/  et  C'K'^ 

JCK^_C/_«/    • 
C'K'~"C'/~'  w' 

donc  le  point  /  de  rencontre  de  la  noritiale  commune  mt  doit 
partager  la  ligne  CC  en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  vitesses  angulaires  et  rester  le  même  pour 
toutes  les  positions. 
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llil^.  Première  méthode  du  tracé,  —  Ceci  conduit  immédia- 
iement  à  une  solution  graphique  très-simple  du  problème  des 
engrenages;  car  l'une  des  courbes»  cunb  par  exemple,  étant 
donnée  à  volonté,  puisque  l'autre  courbe  à  déterminer  doit 
être  telle  que  le  mouvement  ait  lieu  comme  si  les  cercles 
roulaient  Tun  sur  l'autre,  il  suffira  de  faire  rouler  le  cercle  Cl 
sur  la  circonférence  du  cercle  C!  t  et  de  tracer  sur  le  plan  de 
celui-ci  les  positions  successives  de  la  courbe  amb.  La  suite 
des  intersections  de  ces  courbes  ou  leur  enveloppe  sera  la 
courbe  cherchée  a'mb*,  puisque,  à  chaque  instant,  elle  doit 
être  tangente  à  amb  ;  mais  cette  méthode,  très-simple  en  dé- 
monstration, conduirait,  dans  la  pratique,  à  des  difQcultés 
d'exécution  dont  la  suivante  est  exempte. 

115.  Méthode  généraie  pour  le  tracé  des  engrenages,  — 
Étant  donnée  une  courbe  amb  {PL  I^Jtg.  2),  formant  le  profil 
des  dents  montées  sur  le  cercle  Cm,  cherchons  la  forme  à 
donner  à  la  courbe  €£mb\  ou  le  profiià  donner  aux  dents  de 
la  roue  Cm,  pour  que  ces  deux  courbes,  en  se  poussant  Tune 
l'autre^  satisfassent  à  la  condition  que  les  deux  cercles  primi- 
tifs tournent  autour  de  leurs  axes,  comme  s'ils  roulaient  Tun 
sur  l'autre.  Pour  cela,  portons  de  part  et  d'autre  du  point  m, 
correspondant  à  la  ligne  des  centres  CC,  des  arcs  m\,  ms,..., 
égaux  en  longueur  sur  chacun  des  cercles  primitifs.  Il  est  clair, 
d'après  la  condition  à  laquelle  les  courbes  sont,  par  hypothèse, 
assujetties,  que  les  points  de  division  correspondants,  i.i, 
2.2,. . .,  viendront  successivement  en  contact  les  uns  avec  les 
autres.  Traçons  les  courbes  de  dents  correspondant  à  ces 
divisions,  ce  qui  revient  à  considérer  leurs  positions  succes- 
sives. Soient  mit,,  mnx  avant  la  ligne  des  centres,  mn\  mn" 
après  cette  ligne,  les  normales  aux  points  de  contact,  et  ob- 
servons que  ces  lignes  seront  les  rayons  de  cercles  tangents, 
aux  deux  courbes,  au  point  de  contact  et  que,  la  courbe  amb 
étant  donnée,  il  sera  toujours  facile  d'obtenir  leurs  longueurs 
à  l'aide  du  compas. 

Or,  si  nous  supposons,  pour  ne  pas  compliquer  la  Ggure,  que 
la  courbe  cherchée  a'mb'  soit  construite  en  d^myb\^  puis,  qu'à 
partir  du  point  m»,  où  elle  coupe  le  cercle  primitif  C'mi,  nous 
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portions  de  part  et  d'autre  des  arcs  m^  i^  mi2, . . .  égaux  aux  di- 
visions précédentes;  que  des  points  i,  a,. . .,  avec  des  rayons 
égaux  aux  longueurs  m/ii,  mit,,...  des  normales  obtenues» 
comme  nous  venons  de  le  dire,  nous  décrivions  des  arcs  de 
cercle,  il  est  évident  que  ces  arcs  seront  tangents  à  la  courbe 
cherchée.  En  opérant  ainsi  de  part  et  d'autre  du  point  m,  et 
avec  les  longueurs  des  normales  qui  conviennent  à  chaque 
point  de  division,  nous  aurons  ainsi  une  suite  d'arcs  de  cercle 
dont  la  courbe  cherchée  formera  l'enveloppe,  ce  qui  la  déter- 
minera. 

116.  Pour  obtenir  les  longueurs  des  normales  correspon- 
dant aux  diverses  positions  de  la  dent  amb,  il  n'est  pas  né- 
cessaire de  tracer  la  figure  comme  nous  l'avons  indiqué.  Il 
sufGi  de  la  considérer  dans  une  position  quelconque  et  de  por- 
ter, à  partir  du  point  où  elle  coupe  le  cercle  primitif,  des  arcs 
égaux  aux  divisions  adoptées  pour  l'autre  cercle  et,  de  tous  les 
points  I,  2,...  comme  centres,  de  tracer  des  arcs  de  cercle 
tangents  à  la  courbe  et  dont  les  rayons  seront  les  longueurs 
cherchées  des  normales,  puis  d'achever  le  reste  de  la  construc- 
tion, comme  il  vient  d'être  dit. 

117.  Observations  sur  la  manière  dont  les  dents  se  condui- 
sent. —  On  remarquera  dans  la  Jig.  2  que  les  centres  des 
cercles  tangents,  menés  à  la  partie  am  ou  a' m  de  la  courbe 
intérieure  au  cercle  primitif,  sont  situés  d'un  autre  côté  du 
point  m  que  ceux  qui  correspondent  à  la  partie  extérieure  mb 
ou  mb\  et  que  la  portion  de  la  courbe  donnée  amb,  qui  con- 
duira mb\  est  la  partie  am  intérieure  au  cercle  Ct,  depuis  le 
premier  moment  de  la  prise  des  dents  jusqu'à  l'instant  où  les 
points  m  et  m'  sont  parvenus  en  /,  et  qu'au  delà  de  cette  po- 
sition c'est  la  partie  mb  de  la  courbe  amb  qui  conduira  la  por- 
tion intérieure  a!  m, 

La  portion  mb,  mb'  des  courbes  des  dents,  extérieure  aux 
cercles  primitifs,  se  nomme  la  face  des  dents,  et  la  portion 
intérieure  ma,  ma'  s'appelle  le  flanc;  le  résultat  que  nous 
venons  de  remarquer  s'énonce  en  disant  que  la  face  d'une 
dent  conduit  le  flanc  de  l'autre,  et  réciproquement* 

■4 
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118.  Application  de  cette  solution  générale  à  des  courbes 
quelconques.  —  Le  tracé  que  nous  venons  d'indiquer  s'ap- 
plique à  toutes  les  formes  de  dents  que  Ton  peut  se  donner; 
mais,  si  la  solution  du  problème  est  géométriquement  possible 
pour  une  courbe  quelconque,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la 
solution  pratique.  Il  suit,  en  effet,  de  Tobservation  précédente 
que,  si  la  courbe  donnée  amb  était  telle  que  les  centres  des 
cercles  tangents  à  ses  deux  portions  extérieures  et  intérieures 
se  trouvassent  d'un  même  côté  du  point  m\  les  deux  parties 
correspondantes  de  la  courbe  a'mb*  se  trouveraient  aussi  du 
même  côté  du  point  m,  et  que,  bien  qu'on  pût  les  tracer  sur 
le  papier,  on  ne  pourrait  les  exécuter  matériellement,  parce 
qu'elles  se  pénétreraient.  Il  faudrait  donc  opter,  dans  ce  cas, 
entre  l'une  ou  l'autre  des  deux  parties,  c'est-à-dire  renoncer 
à  faire  conduire  les  roues  avant  et  après  la  ligne  des  centres,  et 
comme  il  est  toujours  plus  convenable,  comme  on  le  verra  par 
la  suite,  de  faire  engrener  les  dents  après  la  ligne  des  centres 
qu'avant,  il  faudra  supprimer  la  portion  de  courbe  qui  condui- 
rait avant,  ou  le  flanc  de  la  roue  conductrice  et  la  face  de  la 
roue  conduite.  Les  circonstances  que  nous  venons  d'indiquer 
se  présentent  notamment  dans  le  cas  où  l'on  emploie  des  lan- 
ternes et  dans  celui  des  engrenages  intérieurs. 

Il  peut  aussi  arriver  une  autre  circonstance  de  nature  à  faire 
rejeter  les  courbes  trouvées,  quoique  géométriquement  elles 
satisfassent  à  la  question,  c'est  quand  l'une  des  courbes  est 
concave  en  tout  ou  en  partie;  cette  forme  offre  en  effet  les 
inconvénients  d'exposer  à  des  arc-boutements,  de  conserver 
davantage  les  corps  étrangers  qui  pourraient  s'Introduire  entre 
les  dents,  enfin  elle  présente  des  difficultés  d'exécution. 

C'est  par  ces  divers  motifs  que  les  géomètres  se  sont  atta- 
chés à  des  solutions  particulières  de  la  question,  en  choisis- 
sant celles  qui  offrent  le  plus  de  facilité  pour  l'exécution;  nous 
allons  les  rappeler  successivement. 

119.  Engrenage  à  épicycloXdes..—  L'engrenage  le  plus  gé- 
néralement adopté  est  celui  dont  les  dents  ont  la  forme  de 
courbes  épicycloTdales;  le  tracé  s'opère  de  la  manière  sui* 
vante  : 
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Soient  CC  (PL  /,  Jlg,  3)  la  ligne  des  centres,  Cr  el  Ct  le 
rayon  des  cercles  proportionnels  ou  primitifs.  Si  Ton  fait  rou- 
ler intérieurement  aux  cercles  des  rayons  Ct  ei  Ct  d'autres 
cercles  ayant  ces  rayons  pour  diamètres,  un  point  quel- 
conque m  du  cercle  mobile  parcourra  le  rayon  correspon- 
dant à  la  position  oii  ce  point  m  était  celui  du  contact  des 
deux  cercles.  En  effet..  /  étant  le  point  de  contact,  les  arcs  tm 
et  tt'  développés  par  le  roulement  des  deux  cercles  Tun  sur 
l'autre  sont  égaux  en  longueur  et,  par  suite,  le  premier  est 
d'un  nombre  de  degrés  double  du  second.  Les  angles  tC't' 
et  tCm^  qui  ont  respectivement  pour  mesure,  l'un,  dans  le 
cercle  de  rayon  Ct,  le  nombre  de  degrés  contenus  dans  tt\ 
l'autre,  dans  le  cercle  de  diamètre  Ct,  la  moitié  du  nombre 
de  degrés  de  tm,  sont  égaux  et  les  lignes  Ct'  et  Cm  se  con- 
fondent. 

Cela  posé,  les  mêmes  cercles  qui  ont  pour  diamètre  Ct 
et  Ct,  en  roulant  respectivement  sur  les  cercles  primitifs  de 
rayons  Ct  et  C^,  engendreront,  par  l'un  quelconque  de  leurs 
points,  une  épicycloïde  dont  le  tracé  s'obtiendra  (PI.  I,Jig.  4), 
d'après  la  méthode  générale,  par  l'enveloppe  des  arcs  de  cercle 
successivement  décrits  des  points  équidlstants  i,  2,  3,. . .  des 
cercles  Ct  ei  Ct  comme  centres,  et  avec  les  rayons  ti,  t:t, 
13,...  égaux  aux  cordes  des  arcs  de  mêmes  longueurs  ti, 
/2,  r3,. . .  des  cercles  de  diamètre  Ct  elCt. 

Or,  dans  ces  deux  mouvements  des  cercles  de  diamètre  Ct 
eiCt,  un  point  décrivant  quelconque  m  engendre,  à  partir 
d'un  même  point  de  contact  /,  extérieurement  à  l'un  des  cercles, 
une  épicycloïde,  et  intérieurement  à  l'autre  un  rayon  tangent  à 
cette  épicycloïde,  de  sorte  que  la  courbe  est  la  face  d'une  dent 
et  le  rayon  le  flanc  correspondant  de  celle  de  l'autre  roue,  et 
réciproquement.  Il  est  évident,  en  effet,  que,  dans  une  position 
quelconque,  le  rayon  Cm  est  tangent  en  m  a  la  courbe  fm, 
puisque,  dans  le  roulement  autour  de  t,  le  point  décrivant  ih 
tend  à  parcourir  un  petit  cercle  élémentaire,  à  la  fois  tangent 
à  l'une  et  à  l'autre  en  m,  et  qui  a  pour  normale  la  ligne  tm. 

Ce  tracé,  satisfaisant  donc  à  la  condition  que  la  normale 
passe  sans  cesse  par  le  point  t,  la  vitesse  sera  transmise  dan» 
un  rapport  constant,  comme  l'exige  la  question. 

'4. 
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On  voit  d*ai]leurs  que  le  point  décrivant  se  trouve  toujours 
à  Tintersection  de  l'arc  im  et  du  rayon  Ct',  mené  à  l'extrémité 
de  l'arc  tt'z=tm,  et  que,  par  conséquent,  en  décrivant  de  C 
comme  centre  avec  Cm  comme  rayon  un  arc  de  cercle,  il  fixera, 
pour  chaque  contact  des  cercles,  la  position  absolue  du  point 
décrivant  sur  le  petit  cercle  tangent.  La  courbe  se  trouve  donc 
ainsi  décrite  par  enveloppe  et  par  points,  et  comme  les  dis- 
tances des  points  de  contact  aux  centres  C  et  C  des  roues 
sont  données  par  les  longueurs  Cm  =  C2,...,  on  voit  qu'avant 
ou  après  la  ligne  des  centres  les  points  de  contact  se  rappro- 
chent respectivement  des  centres  C  et  C  à  mesure  que  le  con- 
tact a  Heu  plus  loin  de  cette  ligne  et  que,  par  conséquent, 
TincHnaison  de  la  normale  m  sur  la  ligne  CC  varie  et  augmente 
de  plus  en  plus,  à  mesure  que  le  contact  a  lieu  plus  loin  de  CC. 
La  direction  de  cette  normale  étant  celle  des  efforts  exercés 
par  les  dents  l'une  sur  l'autre,  il  s'ensuit  que  ces  efforts,  dé- 
terminés, par  exemple,  pour  une  force  ou  résisunce  donnée 
agissant  à  la  circonférence  des  cercles  primitifs,  avec  une  in- 
tensité constante,  doivent  augmenter  à  mesure  que  le  point 
de  conuct  se  rapproche  davantage  des  centres  C  et  C,  ou  que 
le  contact  a  lieu  plus  loin  de  la  ligne  des  centres,  ce  qui  montre 
que,  dans  l'engrenage  à  épicycloïdes,  les  efforts  exercés  par 
les  dents  sont  nécessairement  variables  et  plus  grands  vers  les 
extrémités  des  dents. 

120.  Nombre  de  dents  qui  doivent  être  en  prise  à  la  fois.  ^ 
Il  est  nécessaire  et  il  suffit,  pour  la  continuité  du  mouvement, 
qu'il  y  ait  toujours  deux  dents  en  prise  à  la  fois,  et  l'on  satisfait 
ordinairement  à  cette  condition  en  disposant  l'engrenage  de 
manière  que  chaque  dent  cesse  d'agir  lorsque  celle  qui  la  suit 
arrive  à  la  ligne  des  centres,  et  la  longueur  des  dents  se  trouve 
alors  limitée;  car  l'arc  //'  étant  égal  au  pas,  et  m  étant  le  point 
de  contact  correspondant  déterminé,  ainsi  que  nous  venons 
de  le  dire,  il  suffira  de  couper  la  dent  en  ce  point,  pour  être 
sûr  qu'elle  n'agira  pas  au  delà  de  l'étendue  prescrite;  c'est  ce 
que  l'on  fait  en  décrivant  du  centre  C  un  cercle  de  rayon  Cm, 
qui  limite  toutes  les  dents  de  la  roue  C.  La  partie  utile  du 
flanc  serait  aussi  limitée  par  le  cercle  décrit  du  centre  C  avec 
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le  rayon  Cm;  mais,  pour  que  les  dents  puissent  passer  libre- 
ment dans  les  creux,  il  faut  prolonger  le  flanc  un  peu  plus  loin  : 
nous  indiquerons  tout  à  l'heure  sa  limite  inférieure,  après 
avoir  déterminé  la  forme  de  l'autre  face  de  la  dent. 

121.  Les  dents  doivent  être  d'une  forme  symétrique  pour 
pouvoir  agir  dans  les  deux  sens.  —  Dans  presque  toutes  les 
machines,  les  roues  d'engrenage  sont  exposées  à  être  contre- 
menées,  soit  accidentellement,  soit  périodiquement.  Il  est 
donc  indispensable  que  les  dents  soient  construites  de  ma- 
nière à  pouvoir  conduire  ou  être  conduites  alternativement 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre  :  c'est  pourquoi  on  leur  donne  la 
même  forme  dans  les  deux  sens.  Si  l'exécution  était  parfaite, 
il  suffirait  évidemment  que  le  creux  fût  égal  â  l'épaisseur  de  la 
dent;  mais,  attendu  qu'il  est  impossible  d'obtenir  cette  per- 
fection, on  a  soin  de  donner  au  creux  un  peu  plus  de  largeur 
que  répaisseur  de  la  dent.  Il  suffit  que  cet  excès  soit  au  plus 
<I6  iV  ^  TT  d^  l'épaisseur,  et,  dans  les  engrenages  taillés  ou 
ajustés,  soit  à  la  lime,  soit  par  des  procédés  mécaniques,  on 
peut  le  réduire  à  y^*  D'après  cela,  le  pas,  qui  est  la  somme  de 
l'épaisseur  et  du  creux,  sera  égal  à  2,10,  2,084  ou  ^>^^  ^^  1'^* 
paisseur  de  la  dent. 

La  division  des  cercles  primitifs  et  la  subdivision  du  pas 
étant  exécutées,  on  terminera  la  dent  des  deux  côtés  par  deux 
courbes  de  face  et  par  deux  flancs  symétriques,  et  la  longueur 
des  courbes  ou  la  saillie  des  dents  sur  le  cercle  primitif  sera, 
comme  nous  l'avons  dit,  limitée  aux  cercles  de  rayon  Cm  et  Cm. 
Pour  avoir  la  profondeur  du  creux,  on  déterminera  la  rencontre 
de  ces  cercles  avec  la  ligne  des  centres  en  n  et  n',  et  en  prenant 
respectivement  en  deçà  de  ces  points  iii=:ii'A=:o",oo5  envi- 
ron, on  aura  les  rayons  intérieurs  CA  et  Ci  du  creux  de  chaque 
dent;  on  sera  sûr,  par  cette  disposition,  qu'il,  y  aura  toujours 
un  jeu  suffisant  pour  le  passage  des  dents. 

122.  Jrc-boutements,  leurs  inconvénients,  —  On  remarquera 
que,  quand  la  roue  conduit  le  pignon,  avant  la  ligne  des  cen- 
tres, la  somme  des  lignes  Cm  et  Cm  étant  plus  grande  que  CC, 
s'il  arrivait  que  quelque  aspérité  des  dents  s'opposât  à  leur 


Digitized  by  VjOOQIC 


2l4  COURS  DE   MÉCANIQUE 

mouvement,  il  pourrait  y  avoir  arc-boutement  ei  par  suite  rup- 
ture,  tandis  qu'après  la  ligne  des  centres,  les  points  de  con- 
tact s'éloignant  toujours,  les  distances  Cm  et  Cm  tendent  à 
augmenter,  et  rien  ne  s'oppose  à  la  séparation  des  dents.  Ce 
danger  des  arc-boutemenis  est  d'autant  plus  grand  que  les  dents 
engrènent  plus  loin  avant  la  ligne  des  centres. 

C'est  pour  l'éviter  que  les  anciens  constructeurs  avaient 
adopté  l'usage  de  faire  conduire  les  roues  Tune  par  l'autre, 
exclusivement  après  la  ligne  des  centres;  mais  diverses  consi- 
dérations ayant  conduit  à  diminuer  beaucoup  l'épaisseur  des 
dents,  et  par  suite  leur  saillie,  en  augmentant  au  contraire  leur 
longueur  parallèlement  à  l'axe,  les  engrenages  actuels  ne  pren- 
nent plus  qu'à  une  petite  distance  avant  et  après  la  ligne  des 
centres,  et  cette  circonstance,  jointe  à  la  perfection  que  l'on 
apporte  aujourd'tiui  à  leur  exécution,  fait  disparaître  toute 
crainte  d'accidents;  aussi  est-on  actuellement  dans  l'usage  de 
faire  conduire  les  roues  autant  avant  qu'après  la  ligne  des 
centres. 

123.  Inconuénients  de  l'engrenage  à  épicy^cloïdes.  —  Les  in- 
convénients de  l'engrenage  à  épicycloTdes  sont  : 

i^  Que  l'intensité  des  pressions  exercées  sur  les  dents  aug- 
mente à  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne  davantage 
de  la  ligne  des  centres,  ce  qui  tend  à  les  faire  user  inéga- 
lement; 

2"*  Que  le  tracé  des  dents  de  l'une  des  roues  dépendant  du 
rayon  du  cercle  primitif  de  l'autre  roue,  on  ne  peut  faire 
conduire  par  une  même  roue  des  pignons  de  différents  dia- 
mètres; 

3<»  Que  si  les  axes  des  roues  éprouvent  le  moindre  dépla- 
cement, tout  en  restant  parallèles,  l'engrenage  n'est  plus 
exact. 

124.  Engrenage  à  développantes  de  cercle,  —  Une  autre  so- 
lution du  problème  des  engrenages,  exempte  de  ces  inconvé- 
nients, est  celle  où  Ton  donne  aux  dents  la  forme  de  dévelop- 
pantes de  cercle.  Elle  est  fondée  sur  la  construction  suivante  : 

Par  le  point  t{PL  Iffig.  5),  qui  paruge  la  ligne  des  centres 
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ce  en  deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  vi- 
tesses dont  les  roues  doivent  être  animées,  menez  une  ligne 
KiK'  inclinée  sur  CC;  puis  des  points  C  et  C  abaissez  des  per- 
pendiculaires CK  et  C'K'  sur  cette  ligne,  et  décrivez  des  cer- 
cles dont  ces  perpendiculaires  soient  les  rayons.  La  ligne  KK' 
sera  évidemment  une  tangente  commune  à  ces  deux  circonfé- 
rencesy  et  si  l'on  enroule  respectivement  les  parties  ^K  et  tK' 
sur  les  cercles  CK  et  C'K',  le  point  /  décrira  les  développantes 
de  l'un  et  de  l'autre  de  ces  cercles. 

Si  Ton  conçoit  maintenant  que  l'une  des  courbes  pousse 
l'autre,  cette  action  aura  toujours  lieu  suivant  la  normale  com- 
mune, et,H;omme  les  normales  à  chacune  des  deux  courbes 
doivent  être  tangentes  au  cercle  développé,  il  est  évident  que 
celle  qui  est  commune  aux  deux  courbes  sera  la  tangente  KK^ 
Ainsi,  dans  cet  engrenage,  le  point  de  contact  restera  toujours 
sur  la  même  ligne,  qui  sera  la  normale,  et  par  conséquent  l'ef- 
fort exercé  sur  l'une  des  dents  sera  constant  pendant  toute  la 
durée  du  contact. 

Les  roues  devant  se  conduire  dans  les  deux  sens,  avant  et 
après  la  ligne  des  centres,  les  dents  auront  la  même  forme 
des  deux  côtés,  et  afin  d'éviter  que,  par  le  rapprochement 
des  courbes,  leur  extrémité  se  trouve  trop  affaiblie,  il  faut 
donnera  leur  tangente  commune  KK'  la  plus  faible  inclinai- 
son possible.  On  y  parviendra  par  la  construction  suivante, 
en  s'imposant,  par  exemple,  la  condition  que  les  dents  agis- 
sent de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centres  et  à  une  distance 
égale  au  pas  que  l'on  suppose  connu.  A  partir  du  point  t  de 
contact  des  cercles  primitifs,  prenez  sur  celui  du  pignon 
l'arc  tt  égal  au  pas,  menez  le  rayon  G  t'  et  du  points  abaissez 
surC't'  une  perpendiculaire,  qui  sera  la  tangente  commune 
cherchée.  Il  est  clair,  en  effet,  que  la  dent  du  pignon,  parve- 
nue à  une  distance  égale  au  pas,  sera  poussée  par  son  premier 
élément  et  ne  pourra  plus  l'être  au  delà.  Il  conviendra  d'ail- 
leurs de  prendre  l'inclinaison  de  la  tangente  un  peu  au-dessus 
de  cette  limite,  quand  on  le  pourra  faire  sans  que  les  dents 
deviennent  trop  faibles  au  bout,  afin  de  parer  à  de  légers  dé- 
fauts de  pose. 

Quant  à  la  longueur  totale  des  dents,  on  la  déterminera  fa- 
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cilement  en  les  traçant  dans  la  position  extrême  où  elles 
doivent  agir  avant  et  après  la  ligne  des  centres  et  les  coupant 
a  cette  distance  par  des  arcs  de  cercle  concentriques  aux 
roues.  Quoique  les  dents  n'aient  pas  de  flanc  rectiligne,  il  est 
nécessaire  de  leur  mener  deux  rayons  tangents  à  leur  nais- 
sance,  qui  limitent  le  creux»  en  donnant  à  celui-ci  ia  profon- 
deur convenable  pour  le  jeu  de  Tengrenage. 

125.  Observation  sur  le  cas  où  la  distance  des  axes  varie. 
— ^  On  remarquera  que  si,  par  un  défaut  de  pose  de  la  machine 
ou  par  Tusé  des  coussinets,  la  distance  des  deux  centres  C 
et  C  venait  k  varier,  les  dents  agiraient. néanmoins  suivant 
une  normale  commune,  dont  l'inclinaison  seulement  serait 
différente  de  celle  qui  aurait  été  fixée  et  que  les  efforts  trans- 
mis resteraient  encore  dans  un  rapport  constant,  de  sorte  que 
l'engrenage  à  développantes  conserverait,  même  dans  ce  cas, 
la  propriété  de  produire  toujours  des  efforts  constants  sur  les 
dents,  qui,  par  conséquent,  s'usent  plus  uniformément  dans 
cet  engrenage  que  dans  tous  les  autres. 

Le  tracé  de  la  courbe  du  pignon  ne  dépend  que  de  son 
rayon  et  de  l'inclinaison  de  la  tangente;  on  voit  donc  que, 
celle-ci  étant  déterminée,  par  exemple,  pour  le  plus  petit  des 
pignons  qu'une  roue  devra  conduire,  il  sera  facile  de  déter- 
miner les  arcs  à  développer  et  par  suite  les  courbes  de  dents 
pour  autant  de  pignons  de  rayons  différents  que  l'on  voudra. 

Ces  avantages  doivent  faire  préférer,  dans  beaucoup  de  cas, 
l'engrenage  à  développantes  à  celui  dont  les  courbes  sont  des 
épicycloïdes;  mais,  si  l'on  exécute  le  tracé,  on  reconnattque 
dans  le  premier  mode,  quand  les  rayons  des  roues  sont  très- 
petits,  l'extrémité  des  dents  s'affaiblit  beaucoup  par  la  con- 
vergence des  courbes;  ce  qui  est,  dans  certains  cas,  un  grave 
inconvénient  qui  doit  le  faire  rejeter  et  que  présente  beau- 
coup moins  le  tracé  par  les  épicycloïdes. 

126.  Tracé  €ulopté  par  les  constructeurs.  —  Nous  venons 
d'indiquer  les  deux  solutions  géométriques  le  plus  en  usage 
pour  le  tracé  des  engrenages;  mais,  quoique  leur  exécution 
soit  fort  simple,  les  praticiens  ont  adopté  une  méthode  en- 
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core  plus  expéditive,  qu'il  importe  de  connaître  et  qui  s'ap- 
plique spécialement  à  l'engrenage  à  épic^cloîdes.  Nous  avons 
vu  que  ces  courbes  pouvaient  être  considérées  comme  les 
enveloppes  d'une  suite  d'arcs  de  cercle,  décrits  des  divers 
points  de  leur  circonférence  comme  centres,  avec  des  rayons 
égaux  aux  cordes  correspondantes  du  cercle  générateur.  Il 
suit  de  là  que,  sur  une  certaine  étendue,  la  courbe  se  confond 
sensiblement  avec  les  cercles  correspondants,  et,  comme  on 
limite  nécessairement  les  arcs  de  contact  à  une  petite  portion 
de  la  courbe,  on  pourra  dans  la  plupart  des  cas  ordinaires  de 
la  pratique  lui  substituer  un  des  arcs  de  cercle  tangents.  On 
reconnaît,  en  effet,  par  le  tracé  exact,  qu'en  choisissant  con- 
venablement le  centre  du  cercle,  que  l'on  veut  substituer  à  la 
courbe,  il  se  confond  dans  toute  la  partie  utile  avec  cette 
courbe,  à  moins  de  l'épaisseur  d'un  trait  fin  de  tire-ligne. 
Cette  exactitude  est  certes  bien  suffisante  pour  la  pratique  et 
justifie  l'emploi  de  cette  méthode  expéditive. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  où  les  cercles  ne  sont  pas 
trop  petits  par  rapport  aux  dimensions  des  dents  et  où  par 
conséquent  la  courbure  est  un  peu  rapide,  on  prend  ordi- 
nairement pour  centre  dé  la  courbe  la  naissance  de  la  dent 
suivante  sur  le  cercle  primitif,  et  pour  rayon  le  pas  de  l'en- 
grenage mesuré  sur  ce  même  cercle.  Lorsque  des  pignons 
très-petits,  destinés  à  transmettre  des  efforts  considérables, 
devront  avoir  des  dents  très-épaisses,  et  que  la  courbure  de- 
vra être  très-sensible,  on  pourra  déterminer  le  centre  et,  par 
suite,  le  rayon  du  cercle  destiné  à  remplacer  la  courbe  par  la 
condition  qu'il  passe  par  la  naissance  et  l'extrémité  ou  le  der- 
nier point  de  contact,  qui  est  toujours  facile  à  déduire  de  l'am- 
plitude adoptée  pour  le  contact  de  part  et  d'autre  de  la  ligne 
des  centres.  En  effet,  en  élevant  une  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  ligne  qui  joint  ces  deux  points,  elle  rencontrera  la  cir- 
conférence du  cercle  primitif  en  un  point  qui  sera  le  centre 
cherché,  et  le  rayon  sera  donné  immédiatement. 

Cette  méthode  pratique  n'est  d'ailleurs  évidemment  appli- 
cable qu'au  cas  où  les  dents  ont  peu  de  longueur. 

Nous  avons  passé  sous  silence  le  tracé  des  dents  des  roues 
qui  doivent  conduire  des  lanternes,  parce  qu'il  rentre  immé- 
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diatement  dans  la  solution  générale  en  regardant  le  cercle  de 
base  des  fuseaux  comme  la  courbe  donnée.  On  reconnaîtra 
d'ailleurs,  en  l'exécutant,  que  les  dents  ne  peuvent  se  con- 
duire qu'après  ou  avant  la  ligne  des  centres,  et  qu'il  conviendra 
toujoursd'adopterla  première  disposition,  afin  d'éviter  les  arc- 
boutements,  qui  s'opposent  aussi»  par  conséquent,  à  l'emploi 
des  lanternes  comme  roues  conductrices.  Cet  inconvénient, 
ainsi  que  les  dimensions  considérables  que  l'on  est  obligé  de 
donner  aux  fuseaux  et  aux  dents  de  ce  genre  d'engrenage, 
doit  le  faire  proscrire  de  toute  construction  soignée. 

.127.  Engrenages  coniques  ou  sphériques,  —  Passons  aux  en- 
grenages  coniques  ou  des  roues  d'angle,  pour  lesquels  toute 
la  difficulté  consiste  à  transporter  dans  l'espace  ce  que  nous 
avons  dit  pour  le  cas  du  plan. 

La  position  des  axes  CS,  C'S  étant  fixée,  on  divisera  l'an- 
gle CSC,  compris  entre  eux,  en  deux  autres  CST,  C'ST,  dont 
les  sinus  soient  réciproquement  comme  les  vitesses  de  rota- 
tion à  imprimer  à  ces  axes;  en  faisant  tourner  ces  angles  au* 
tour  des  axes  respectifs  qui  leur  correspondent,  on  aura  ainsi 
les  cônes  priniitifs,  se  touchant  suivant  l'arête  commune  TS. 
C'est  sur  les  bases  circulaires  de  ces  cônes,  prises  au  milieu 
de  la  largeur  de  la  couronne  qui  porte  les  dents,  qu'on  fait  or- 
dinairement la  division  de  l'engrenage.  Cela  posé,  tout  ce  que 
nous  avons  pu  dire  pour,  le  cas  des  roues  comprises  dans  un 
plan  sera  applicable  à  l'espace,  pourvu  qu'on  remplace  les 
lignes  droites,  dont  il  a  été  question,  par  des  plans  passant  par 
le  sommet  S  des  cônes,  et  les  lignes  courbes  par  des  cônes 
ayant  ce  même  point  pour  sommet.  Ainsi,  par  exemple,  pour 
que  les  surfaces  coniques  des  dents  en  se  poussant  puissent 
imprimer  des  vitesses  uniformes  aux  roues,  il  sera  nécessaire 
que  le  plan  normal  de  l'arête  commune  de  contact  de  ces  sur- 
faces passe  par  l'arête  de  contact  ST  des  cônes  primitifs;  les 
courbes  épicycloYdes  des  dents,  relatives  au  cas  du  plan,  se- 
ront remplacées  par  des  cônes  épicycloYdes  produits  par  le 
mouvement  d'une  arête  de  l'un  des  cônes  primitifs  roulant  sur 
l'autre  cône  primitif;  et,  si  l'on  considère  simplement  les  cer- 
cles de  base  CT,  C'T,  que  l'on  peut  appeler  les  cercles  prîml- 
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lifSy  les  choses  se  passeront  encore  d'une  manière  analogue 
sur  la  sphère  qui  renferme  ces  cercles  et  dont  S  est  le  centre; 
seulement  les  droites  seront  remplacées  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  et  les  épicycloïdes,  les  développantes  planes,  etc.,  de 
viendront  des  épicycloTdes,  des  'développantes  sphériques,  etc. 
D'après  cette  analogie,  qui  règne  entre  les  deux  cas  du  plan 
et  de  l'espace,  il  devient  inutile  d'entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails sur  la  manière  de  disposer  les  engrenages,  selon  les  di- 
verses  circonstances;  il  est  évident  que  toute  la  difficulté  réside 
dans  les  opérations  graphiques  nécessaires  pour  tracer  les  dif- 
férentes courbes  ou  surfaces  de  dents,  d'après  les  principes  de 
la  Géométrie  descriptive.  Or  je  ferai  remarquer  que  la  rigueur 
qu'on  apporterait  ici  dans  le  tracé,  en  suivant,  par  exemple,  les 
méthodes  indiquées  dans  l'ouvrage  de  M.  Hachette,  que  cette 
rigueur,  dis-je,  ne  conduirait  pourtant  qu'à  des  résultats  fort 
incertains,  vu  la  multiplicité  des  opérations  nécessaires  pour 
obtenir  le  tracé  d'une  surface  de  dents,  ou  même  d'un  seul 
point  de  sa  courbe  de  base;  il' me  semble  que  le  procédé  qui 
suit  est  suffisamment  exact  pour  la  pratique,  et  n'offre  pas  ces 
inconvénients. 

138.  Solution  simplifiée  et  suffisamment  exacte  du  pro^ 
blême  des  engrenages  coniques.  —  On  remarquera  que  les 
couronnes  ou  jantes  qui  portent  les  dents  ou  fuseaux,  etc.,  sont 
et  doivent  être,  en  général,  terminées,  du  côté  opposé  au 
sommets  des  cônes (^îg*.  44)»  P^i*  d'autres  surfaces  coniques 
mnpT,  m'n'p'T^  dont  les  sommets  S,,  S',  sont  sur  les  axes  SC  et 
SC^  des  roues,  et  dont  les  arêtes  S,T,  S\T,  comprises  dans  le 
plan  de  ces  axes,  sont  perpendiculaires  à  l'arête  de  contact  ST 
des  cônes  primitifs,  en  sorte  qu'elles  forment  le  prolongement 
l'une  de  l'autre,  et  sont  comprises  dans  le  plan  perpendiculaire 
à  ST  et  tangent  à  la  fois  aux  cônes  (S,),  (S',)  :  c'est  sur  la  sur- 
face de  ces  cônes  que  l'on  applique  les  panneaux  des  dents, 
et  qu'on  vérifie  le  tracé  général  de  l'engrenage  ;  or  je  remarque 
que,  vu  le  peu  d'étendue  qu'occupe,  sur  ce  cône,  le  profil  de 
la  courbe  d'une  dent  et  de  celle  qui  la  conduit,  on  peut,  sans 
erreur  sensible  pour  la  pratique,  regarder  la  petite  portion 
des  surfaces  coniques  (Si),  (S',)  correspondant  à  ces  dents, 
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comme  se  confondant  avec  le  plan  tangent  SiTS',,  lorsqu'elles 
se  poussent  en  T,  où  a  lieu  leur  contact  mutuel. 

Fig.  44. 

^^H 


Cela  posé,  développant  donc  les  deux  surfaces  de  cônes  (S.) 
et  (S',)  sur  le  plan  langent  commun  dont  il  s'agit  (PL  II,fi%>  6), 
ce  qui  n'offre  aucune  difficulté,  puisqu'on  a  la  longueur  des 
arêtes  et  le  périmètre  des  bases,  et  observant  que,  dans  ce  dé- 
veloppemenl,  les  longueurs  dans  le  sens  des  arêtes  et  les  lar- 
geurs dans  le  sens  des  cercles  méridiens  concentriques  aux 
sommets  ne  sont  nullement  altérées,  on  ramènera  de  suite  le 
problème  des  engrenages  coniques  à  celui  des  engrenages  cy- 
liodriques;  car  les  cercles  primitifs  des  dents  sur  la  surface 
des  cônes  seront  devenus,  sur  le  développement,  des  arcs  de 
cercle  tangents  entre  eux,  et  qu'on  pourra  regarder  comme  les 
cercles  primitifs  des  deux  roues  planes  à  tracer  par  les  mé- 
thodes ci-dessus,  selon  le  genre  d'engrenage  que  l'on  désire 
adopter.  On  aura  ainsi  obtenu  tous  les  panneaux  nécessaires 
pour  tracer  les  dents  sur  la  surface  des  cônes  limites  (Si) 
et  (S'J;  d'après  quoi,  on  exécutera  facilement  les  dents  tout 
entières. 
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On  pourra  d'ailleurs  préparer  un  nouveau  panneau  déve* 
loppé  pour  la  surface  conique  qui  termine  intérieurement  la 
couronne  du  côté  de  S.,  laquelle  a  ses  arêtes  parallèles  à  celles 
des  premiers  cônes  limites,  et  donne  pour  les  dents  des  pro- 
fils ou  figures  exactement  semblables,  en  sorte  qu'il  suffira  de 
réduire  les  premiers  panneaux  dans  un  rapport  convenable, 
qui  est  celui  des  arêtes  ST  et  ST'. 

129.  Dimensions  des  diverses  parties  des  engrenages.  —  A 
ces  détails  sur  le  tracé  des  engrenages  nous  nous  bornerons 
à  ajouter  quelques  mots  relatifs  à  la  manière  de  déterminer  les 
proportions  des  dents. 

La  largeur  des  dents  {Jig.  45),  parallèlement  à  Taxe  de  ro- 


tation ou  dans  le  sens  des  génératrices  des  cônes,  est  ordinai- 
rement égale  à  quatre  fois  leur  épaisseur^  mesurée  sur  la 
circonférence  primitive,  quand  la  vitesse  à  cette  circonfé- 
rence n'excède  pas  i^'ySo.  On  la  porte  à  cinq  fois  cette  épais- 
seur quand  la  vitesse  est  plus  grande,  pour  compenser  les 
effets  plus  grands  de  l'usure.  Enfin,  quand  les  dents  d'engre- 
nage sont  exposées  à  être  mouillées,  et  par  conséquent  à  être 
souillées  de  sable,  qui  en  augmente  l'usure,  on  leur  donne  en 
largeur  jusqu'à  six  fois  l'épaisseur. 

La  saillie  des  dents  sur  l'anneau  qui  les  porte  est  déterminée 
par  le  tracé,  lorsqu'on  se  donne  l'angle  suivant  lequel  elles 
doivent  agir  avant  ou  après  la  ligne  des  centres.  Toutefois,  la 
résistance  à  la  rupture  étant  en  raison  inverse  de  cette  lon- 
gueur, elle  doit  être  renfermée  entre  certaines  limites.  Il  con- 
vient qu'elle  n'excède  pas  i,5o  fois  l'épaisseur  à  la  circonfé- 
rence primitive,  ou,  si  le  tracé  donne  une  plus  grande  saillie. 
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il  faudra  d'abord  rechercher  si,  en  augmentant  un  peu  la  lar- 
geur,  on  ne  pourrait  pas  diminuer  Tépaisseur  ou  le  paS|  et  par 
suite  la  saillie  ;  puis,  si  ce  moyen  ne  suffit  pas,  il  faudrait  se  bor- 
ner à  ne  faire  agir  les  dents,  avant  et  après  la  ligne  des  centres, 
que  jusqu'à  une  dislance  où  elles  atteindraient  la  saillie  limi- 
tée. Il  est  rare,  du  reste,  que  l'on  éprouve  quelque  difficulté 
à  ce  sujet. 

Ces  proportions  entre  la  largeur,  la  saillie  et  l'épaisseur  une 
fois  établies,  il  ne  restera  plus  à  déterminer  que  l.*épaisseur, 
et,  d'après  l'observation  des  dimensions  adoptées  par  les  meil- 
leurs constructeurs,  elle  peut  être  déduite  des  formules  sui- 
vantes, dans  lesquelles  on  exprime  par 

b  l'épaisseur  en  centimètres,  mesurée  à  la  circonférence  pri- 
mitive; 

P  l'effort  en  kilogrammes  exercé  par  l'une  des  roues  sur 
l'autre  : 

Pour  les  dents  en  fonte 6  =  o,io5^; 

Pour  les  dents  en  bronze  ou  en  cuivre. .  6  =  o,  i3i  ^ ; 
Pour  les  dents  de  charme,  de  racine,  de 

poirier  et  de  sorbier  (') 6  =  o,i83v/P" 


(*)  Des  roues  à  dents  de  bois.  —  On  garnit  souvent  Tune  des  deux  roues  de 
dents  de  bois,  surtout  quand  la  transmission  marche  vite;  le  bois  est  beaucoup 
plus  élastique  que  la  fonte,  et  l'on  obtient  ainsi  des  transmissions  moins  saoca» 
dées  et  qui  font  moins  de  bruit  pendant  la  marche.  Un  autre  avantage  consiste 
en  ce  que,  en  cas  de  rupture  d'une  dent  de  bois,  les  chances  de  détérioration 
de  tout  l'engrenage  sont  moindres  que  lorsque  les  dents  sont  en  fonte,  et  le 
remplacement  de  la  dent  cassée  se  fait  plus  rapidement  et  à  moins  de  frais.  1) 
faut  avoir  soin,  dans  une  semblable  réparation,  de  donner  à  la  dent  neuve  le 
profil  qu'ont  en  ce  moment  les  autres  dents  de  la  roue  qui  ont  été  plus  ou 
moins  amincies  par  le  fonctionnement,  sans  quoi  le  jeu,  en  éfet  endroit,  ne 
serait  pas  le  même  que  sur  le  reste  de  la  roue,  et  il  pourrait  se  produire  des 
arc-boutements;  le  plus  souvent  la  rupture  d'une  dent  est  un  indice  que  l'en- 
semble devient  trop  faible  par  suite  de  l'usure,  en  sorte  qu'il  y  a  alors  avan- 
tage à  remplacer  toutes  les  dents  à  la  fois,  avec  leur  profil  primitif. 

Dans  ce  genre  d'engrenage,  il  est  indispensable  4«  tailler  les  dents  en  fonte, 
ou  du  moins  d'enlever  à  la  lime  toutes  les  aspérités;  il  faut  également  dresser 
avec  soin  l'intérieur  des  mortaises  de  l'autre  roue,  afin  que,  lors  de  l'enfonce- 
ment, les  fibres  du  bois  ne  soient  pas  déchirées.  (K.) 
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En  nommanty  de  plus, 

/  la  largeur  en  centimètres, 
s  la  saillie, 

on  aura,  selon  les  cas  désignés  ci-dessus, 

/=:46,    /=56    ou    l  =  6b    et    j=:i,5o6    au  plus; 

et  si  l'on  nomme  a  le  pas  de  l'engrenage  et  que  le  jeu  dans  le 
creux  soit  Qxé  à  •—■  de  l'épaisseur  b  de  la  dent,  on  aura 

Ces  relations  sufQront  donc  pour  déterminer  toutes  les  pro- 
portions d'un  engrenage,  quand  les  dents  des  deux  roues  se- 
ront de  même  matière.  Si  les  substances  étaient  différentes,  et 
que  les  dents  de  l'une  des  roues  fussent  en  fonte  et  celles  de 
l'autre  en  bois,  ainsi  que  cela  arrive  souvent,  on  aurait  de 
même,  pour  l'épaisseur  b'  des  dents  en  bois, 

6'=o,i*83v^P 

et,  pour  celle  des  dents  en  fonte, 

b'=o,io5\/P. 

La  largeur  /  des  dents  devant  être  la  même,  on  la  prendrait 
pour  les  deux  roues  égale  à 

et  le  pas,  qui  doit  aussi  être  le  même,  serait 
a  =  6-f  i,i6'=2,84fc. 

Lorsque  les  dents  sont  en  métal,  on  les  coule  ordinairement 
d'une  seule  pièce  avec  l'anneau  qui  les  porte,  et  l'on  donne 
alors  à  cet  anneau  la  même  largeur  parallèle  à  Taxe  qu'aux 
dents,  et  pour  épaisseur,  dans  le  sens  du  rayon,  l'épaisseur  des 
dents  mesurée  sur  le  cercle  primitif. 

Si  les  dents  sont  en  bois  et  enchâssées  dans  un  anneau  en 
fonte,  percé  de  mortaises,  cet  anneau  a  une  largeur  égale  à 
celle  des  dents,  augmentée  d'une  fois  leur  épaisseur  de  part 
et  d'autre  de  la  mortaise,  et  dans  le  sens  du  rayon  son  épais- 
seur est  celle  des  dents. 
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D'après  ces  règles  pratiques,  qui  ne  s'appliquent  qu'aux  en* 
grenages  qui  ne  sont  pas  exposés  à  des  chocs,  les  dimensions 
des  dents  sont  faciles  à  déterminer  dans  chaque  cas,  ainsi  que 
le  pas  a  ou  l'intervalle  des  dents  consécutives  de  milieu  en 
milieu. 

Lorsque  les  rayons  R  =  C  /  et  R'  =  C  /  seront  donnés,  on  de- 
vra avoir,  en  appelant  respectivement  m  et  m' les  nombres  de 
dents  des  roues  C  et  C\ 

/na  =  27rR     et    m'a  =2TrR', 

d'où  l'on  tirera  m  et  m'. 

Mais  comme  ces  nombres  doivent  être  entiers,  et  qu'il  con- 
vient même,  dans  beaucoup  de  cas,  pour  la  facilité  des  assem- 
blages, qu'ils  soient  divisibles  par  le  nombre  de  bras  de  chaque 
roue,  on  devra  prendre  pour  m  le  nombre  entier  inférieur  et 
à  la  fois  divisible  par  le  nombre  de  bras  de  la  roue  et  par  le 
rapport  de  R  à  R',  et  l'on  déduira  de  la  relation 

ma  =  2  7rR 

une  nouvelle  valeur  du  pas  un  peu  supérieure  à  celle  que  l'on 
avait  d'abord  trouvée,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvénients.  On  aura 

ensuite 

,      mR' 
m  =  -^ 

pour  le  nombre  de  dents  du  pignon,  qui  sera  ainsi  nécessaire- 

ji 
ment  un  nombre  entier,  puisque  le  rapport  ^  est  contenu  un 

nombre  exact  de  fois  dans  m  (*). 


(*)  Observation  sur  le  nombre  de  dents.  —  II  arrive  souvent  que  toutes  les 
dénis  d'une  roue  ne  présentent  pas  la  même  dureté,  que  même  elles  différent 
légèrement  du  tracé,  surtout  quand  elles  sont  neuves  et  qu'elles  n'ont  pas  été 
retaillées.  Pour  atténuer  les  inconvénients  de  ces  imperfections,  il  convient 
de  Taire  en  sorte  que  chacune  des  dents  de  l'une  vienne  engrener  succesaivepient 
avec  toutes  celles  de  l'autre,  et  pour  cela  de  choisir  des  nombres  m  et  mf  pre- 
miers entre  eux,  ce  qui  est  toujours  possible  quand  on  dispose  de  quelque  lati- 
tude dans  le  choix  du  rapport  des  vitesses  des  deux  arbres.  (K.) 
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Des  cames.  * 

130.  Cames  des  marteaux.  —  Les  considérations  qae  nous 
avons  exposées  sur  les  formes  les  plus  ordinaires  des  engre- 
nages s'appliquent  facilement  aux  divers  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter,  et  notamment  aux  cames  destinées  à 
transmettre  des  mouvements  intermittents. 

Ainsi  les  cames,  animées  d'un  mouvement  de  rotation  con- 
tinu {Jig.  46)>  qwi  doivent  communiquer  à  un  levier  Ct  un 

Fîg.  46. 


mouvement  de  rotation  alternatif  intermittent,  autour  du  cen- 
tre C%  auront  la  forme  d'une  épicycloYde  engendrée  par  le  rou- 
lement du  cercle  de  diamètre  C'/  sur  le  cercle  Ct,  corres- 
pondant à  la  pièce  animée  du  mouvement  continu,  le  point  /, 
partageant  toujours  la  ligne  CC  en  deux  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  vitesses  angulaires  à  transmettre. 
Cette  courbe  agira  sur  un  flanc  rectiligne  dirigé  suivant  le 
rayon  passant  par  C  et  poussera  à  partir  de  la  ligne  des  centres. 

131.  Cames  des  pilons,  —  Si  la  came  devait  soulever  un  pi- 
lon ou  produire  un  mouvement  rectiligne  (PL  II,  Jig.  7),  le 
diamètre  Ct  devenant  infini,  la  courbe  de  la  dent  serait  une 
développante  de  cercle.  Connaissant,  dans  ce  cas,  la  quantité 
dont  la  tige  doit  marcher  pendant  la  durée  du  contact,  et  la 
portion  de  la  circonférence  correspondant  à  ce  contact,  on 
en  déduira  facilement  le  rayon  du  cercle  à  développer  pour 
produire  le  mouvement  donné.  Il  faudra  d'ailleurs  donner  à  la 

i5 
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courbe  une  espèce  de  flanc,  pour  livrer  passage  à  la  tige  et 
servir  en  quelque  sorte  de  creux. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  l'examen  des  cas  parti- 
culiers qui  peuvent  se  présenter,  et  dont. la  solution  rentrera 
toujours  facilement  dans  la  méthode  générale  que  nous  avons 
exposée. 
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ADDITIONS 

RBLATIVBS  AUX  VALEURS  DB  DIVERS  MOMENTS  d'INERTIE   ('). 


Fij^icipes  généraux. 

132.  Moment  d* inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque,  —  Nommant, 
en  général,  tt  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  M  le  volume 
total  d*un  corps,  I  son  moment  d*inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque, 
f  =  MK^  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  passant  par 
son  centre  de  gravité,  dont  la  distance  au  précédent  sera  représentée 
par  </,  on  aura,  d'après  un  principe  connu, 

I  =  Mr/»H-/  =  M(rf'-+-K»), 

ce  qui  indique  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à  un  axe 
quelconque,  est  égala  son  moment  par  rapport  à  un  axe  parallèle  passant 
par  son  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  son  volume  par  le  carré 
de  la  distance  entre  les  deux  axes. 

Il  résulte  en  particulier  de  ce  principe  que,  si  la  distance  dont  il  s^agit 
est  très-grande,  par  rapport  aux  distances  des  molécules  9u  corps  à  Taie 
passant  par  son  centre  de  gravité,  le  moment  d'inertie  relatif  à  Taxe 
quelconque  sera  sensiblement  mesuré  par  le  produit  du  volume  M  et  du 
carré  de  la  distance  d  du  centre  de  gravité  à  cet*axe. 

i33.  Considérations  relatives  aux  corps  décomposables  en  tranches 
minces  parallèles  et  symétriques,  —  Considérant  un  corps  décomposé  en 
tranches  planes  parallèles,  infiniment  minces,  dont  Tune  quelconque  a  &>> 


(^)  Ifous  ne  considérons  dans  ce  qui  suit  que  des  corps  homogènes,  ce  qui 
nous  permet  de  prendre  Télément  de  Tolume  pour  l'élément  de  masse,  de  sorte 
que,  g=^^^,9o%  représentant  Taccélération  de  la  pesanteur  et  n  le  poids  de 

Vanité  de  volume  ou  la  densité,  on  devra  multiplier  par  —  tous  les  résultats, 

c'est-à-dire  la  valeur  de  la  somme  Smr*,  dans  laquelle  m  serait  l'élément  de 
volume  placé  à  la  distance  r  de  l'axe. 

i5. 
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pour  aire  et  de  pour  épaisseur,  mesurée  sur  une  droite  perpendiculaire 
à  ces  tranches  ;  soient  p  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  trandie 
particulière  à  un  axe  de  rotation  quelconque,  et  i  le  moment  d'inertie  de 
Taire  w  par  rapport  à  un  axe  parallèle,  mené  par  ce  centre,  on  aura, 
d'après  ce  qui  précède,  en  observant  que  f^de  est  son  volume  et  ide  son 
moment  d'inertie,  par  rapport  à  la  parallèle  dont  il  s'agit. 


1  =  Iftàde-^   hde; 


quantité  qu'on  obtiendra  par  une  seule  intégration,  entre  les  valeurs  de  e 
qui  appartiennent  aux  limites  du  corps,  quand  6>  et  i  seront  connus  en 
fonction  de  cette  même  distance  e  pour  une  position  quelconque  de  la 
tranche. 

Cette  considération  sera  principalement  applicable  aux  corps  décompo* 
sables  par  des  sections  parallèles  égales  ou  semblables  et  semblablement 


Lorsqu'un  corps  est  engendré  par  un  proQl  constant,  qui  se  meut  per- 
pendiculairement à  une  courbe,  en  môme  temps  que  le  centre  de  gravité 
de  Taire  «>  de  ce  profil  décrit  les  éléments  {Is  de  cette  courbe,  on  peut 
de  même  décomposer  le  moment  d'inertie  du  vohime  infiniment  petit  w^, 
compris  entre  deux  profils  consécutifs  :  i*"  dans  le  moment  d'inertie  p^tads 
relatif  à  Taxe  de  rotation  donné  ;  a**  dans  le  moment  d'inertie  qui  se  rap- 
porte à  une  parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité  de  «>.  Or,  si  la  dis- 
tance de  ce  centre  au  point  qui  en  est  le  plus  éloigné  demeure  toujours 
fort  petite,  par  rapport  à  sa  distance  p  de  Taxe  de  rotation,  et  si  d'ailleurs 
les  longueurs  totales  des  courbes  décrites  par  ce  point  et  par  ce  centre 
sont  très-peu  différentes ,  on  pourra  négliger  le  dernier  de  ces  moments 
d'inertie  par  rapport  au  premier,  de  sorte  qu'on  aura  simplement 


l 


=  wJpV^; 


c'est-à-dire  que  le  moment  d'inertie  du  corps  sera  mesuré,  à  très-peu 
près,  par  le  produit  de  Taire  constante  de  son  profil  par  le  moment 
d'inertie  de  sa  directrice. 

Ces  considérations  sont  principalement  applicables  aux  verges  droites 
ou  courbes,  prismatiques  ou  cylindriques,  dont  les  profils  constant 
offrent  des  dimensions  trèsrpetites,  par  rapport  à  leur  étendue  et  à  leur 
distance  de  Taxe  de  rotation. 

134.  Solides  de  révolution.  —  Soient  y  le  rayon  et  ity^  Taire  d'une  sec- 
tion quelconque  faite  dans  une  surface  de  révolution,  perpendiculaire* 
ment  à  son  axe  de  figure;  dx  Tépaisseur  de  la  tranche  infiniment  mince 
qui  lui  correspond,  mesurée  sur  Taxe  dont  il  s'agit,  on  aura,  en  prenant 
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cet  axe  pour  axe  de  rotation  et  intégrant  entre  les  limites  qui  corres- 
pondent  à  ses  extrémités 

et,  si  Ton  prend  pour  axe  de  rotation  une  droite  quelconque  située,  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  figure,  à  une  distance  d  de  cet  axe,  on 
aura,  en  supposant  que  l'abscisse  x  de  la  section  ity*  'soit  mesurée  à 
partir  du  plan  dont  il  s'agit, 


I  =  j  Çy'dx  -+-  TT  Çx^y-'djc  -4-  Mrf' 


quantités  qu'on  obtient  par  de  simples  intégrations,  en  d)servant  qae  x 
est  l'ordonnée  correspondant  à  Fabscisse  x  dans  le  profil  générateur  de 
la  sorfooe  proposée. 

On  se  rappellera  d'ailleurs  qu'on  a  ici ,  pour  calculer  le  volume  M  du 
corps  et  TalMcisse  x^^  de  son  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure, 


M  =  itjx^dx,    X,  =  ^j^J  'dx. 


135.  Corps  pour  lesquels  il  existe  un  axe  de  symétrie,  —  On  arrive  à 
des  résultats  analogues  pour  les  corps  qui  ont  un  axe  de  symétrie  et  dont 
les  sections  perpendiculaires  à  cet  axe  sont  semblables  entre  elles;  mais, 
dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  il  arrive  de  plus  que  l'axe  de  figure 
et  toute  droite  perpe^idiculaire  à  cet  axe  en  l'un  quelconque  de  ses  points 
sont  des  axes  principaux  d'inertie,  ayant  pour  moments  respectifs  les 
valeurs 

-  j  J*dx,      TT   /  y*dx  -h  TT  jx^ydx. 

Or  il  résulte  d'un  autre  principe  connu  que,  en  prenant  précisément  le 
centre  de  gravité  pour  le  point  dont  il  s'agit ,  il  devient  possible  de  cal- 
culer le  moment  d'inertie  des  surfaces  de  révolution  par  rapport  à  un  axe 
entièrement  arbitraire. 

136.  Observation  relative  aux  axes  et  plans  principaux,  —  En  géné- 
ral, tout  plan  qui  divise  un  corps  en  deux  parties  symétriques  est,  comme 
on  sait,  un  pàm  principal,  c'est-à-dire  qu'il  contient  au  moins  deux  des 
axes  principaux  de  ce  corps;  deux  plans  de  symétrie  pareils  s'entre^ 
coupent  donc  suivant  un  axe  principal,  et  trois  plans  pareils  suivant  trois 
axes  principaux ,  qui  sont  à  angles  droits ,  lorsque  le  corps  n'a  pas  une 
infinité  d'axes  principaux,  et  contiennent  nécessairement  le  centre  de  gra- 
vité du  corps,  dans  le  cas  de  symétrie  dont  il  s'agit. 
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137.  Expression  générale  du  moment  d* inertie,  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  passant  par  l'intersection  de  trois  axes  principaux,  — 
Nommant  A ,  B  et  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  trois  ases 
principaux  rectangulaires,  «,  6, 7  les  angles  qu'ils  forment  respectivement 
avec  une  droite  quelconque  passant  par  leur  intersection  commune,  on 
aura  (Mécanique  de  Poisson,  t.  II,  p.  56)^  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  de  rotation, 

I  =  A  cos'a  -h  B  cos' 6  -h  G  cos^'/. 

Après  avoir  ainsi  rappelé  les  principales  propositions  à  Taide  desquelles 
on  peut  simpliGer  la  recherche  des  moments  d'inertie  dans  chaque  cas, 
nous  passerons  à  Texposition  des  résultats  concernant  divers  corps,  et 
que  nous  nous  contenterons  simplement  d'énoncer,  en  commençant  par 
ceux  qui  concernent  les  lignes  ou  verges  à  sections  constantes  très-petites 
et  les  aires  ou  disques  minces. 

Moments  d'inertie  des  lignes  on  verges  à  section  très-petite. 

i38.  Ligne  droite,  —  Nommant  L  la  longueur  de  la  ligne  droite  ou 
courbe  considérée,  et  /  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque, on  a  : 

Pour  le  moment  d'inertie  d'une  droite,  de  longueur  L,  par  rapport  à 
un  axe  passant  par  son  milieu  et  formant  avec  elle  l'angle  a, 

/  =  -Jjsin'aL*; 

Pour  celui  de  la  même  droite,  par  rapport  à  un  axe  quelconque  paral- 
lèle au  précédent,  et  qui  est  situé  à  la  distance  d  de  son  centre, 

/  =  rf>L-+-VîSin'aL». 

139.  Arc  de  cercle.  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  de 
longueur  s  et  de  rayon  r,  par  rapport  au  diamètre  passant  par  Tune  de 
ses  extrémités, 

'=7(^-  ^sina^), 
ce  qui  donne  pour  la  circonférence  entière 


Pour  celui  du  même  arc,  par  rapport  à  un  axe  parallèle  au  diamètre 
dont  il  s'agit,  et  qui  est  situé  à  une  distance  a  en  dessous, 

/  =f  «'h )  ^  ~  Y  sinaj  H-  2^r'(i  —  cos^). 
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Lorsque  l'axe  se  troavera  situé  du  côté  de  Tare  s,  par  rapport  an  dia- 
mètre, il  faudra  changer  le  signe  de  a.  Ces  mômes  formules  conduiront 
d'ailleurs,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  à  l'expression  du 
moment  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  quelconque. 

140.  Jrcs  doubles  de  parabole,  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  arc 
de  parabole  ^ ,  divisé  symétriquement  par  Taxe  et  ayant  la  longueur  b 
pour  corde  ou  double  ordonnée,  et  la  longueur  a  pour  abscisse ,  comptée 
du  sommet  de  la  courbe,  ce  moment  étant  pris  : 

i"*  Par  rapport  à  Taxe  a, 

._  1       b*    ,         I  b'  (^'-uGa')'. 

'  "■      4  X  64  fl*  ^  "^  "*"  4  «'         64        ' 

%"*  Par  rapport  à  une  droite  quelconque,  perpendiculaire  à  n  et  située 
i  la  distance  C  du  sommet  de  la  courbe,  vers  son  intérieur, 

I   ,        ,  - 1  ^        '^«')^ 

'  =  (  1-+-:: •-+-= — n-r  -r  -  U'f  —  l  a  - -h  :r-  -=  —  -  \- tt » 


._/       JL?^  1      a'  b'\   ,        /   c        i   b*      a\(AM-iC 

"\'"*"3acfl«"*"3iT64<^='  ?;''*~  Vrt"^3i?~3;         64 

expressions  dans  lesquelles 


le  signe  log  étant  celui  des  logarithmes  népériens. 

Lorsque  b  sera  plus  petit  que  fa  et  c>  ja,  on  pourra  se  contenter  de 
prendre 

Pour  la  première i  =  iab*, 

Pour  la  deuxième /  =r  c*f  —  -  (  —  —  i  )  a*, 

b^  ,       a 

«* ^=^^-^8^^^«8S- 

141.  Jrcs  simples  de  parabole.  —  Prenant  la  moitié  de  ces  mêmes 
valeurs  de  <,  on  aura  les  moments  d'inertie  de  chacun  des  demi-arcs  de 
parabole  limités  au  sommet,  d'où  il  sera  facile  ensuite  de  conclure  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  arc  quelconque,  par  rapport  à  Tare  de  la  courbe  et  à 
l'ordonnée  passant  par  Tune  de  ses  extrémités,  etc.;  ajoutant  enfin  entre 
eux  les  moments  pris  par  rapport  à  deux  droites,  qui  se  coupent  ainsi  à 
angle  droit,  on  aura  le  moment  d'inertie  de  l'arc  proposé,  par  rapport  i 
la  perpendiculaire  à  leur  plan,  passant  par  leur  intersection  commune,  ce 
qui  est  évident. 

Par  exemple,  dans  le  cas  ci-dessus  d'un  arc  de  parabole  s  symétrique- 
ment divisé  par  l'axe  de  figure,  le  moment  d'inertie  relatif  à  la  perpendi- 
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culaire  an  piaa  de  cette  parabole,  et  passant  à  ia  distance  c  de  son  som- 
met, est 

,    /         i   nb^  7      «'^*\       ^/         I    b^\^  f%c       7   b^       A 

ou  plus  simplement 

-■'-^(ï-èS-i)'  "  '<*" 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  également  au  cas  des  lignes  droites, 
des  arcs  de  cercle,  etc.,  et  partant,  si  Ton  prend  ces  différentes  courbes 
pour  les  directrices  d'un  profil  constant ,  qui  cheminerait  le  long  de  ces 
mêmes  courbes,  en  leur  demeurant  perpendiculaire  en  son  centre  de 
gravité,  puis  que,  supposant  Taire  du  profil  très-petite  par  rapport  aux 
dimensions  des  courbes  et  à  leur  distance  à  Taxe  de  rotation,  on  les  mul- 
tiplie par  les  moments  d'inertie  trouvés  par  les  méthodes  qui  précèdent, 
on  obtiendra  le  moment  même  d*inertie  du  volume  engendré  par  rapport 
à  Taxe  dont  il  s'agit. 

Moments  d'inertie  des  aires  planes  on  disqnes  minces. 

142.  Cercle,  —  En  nommant,  en  général ,  A  Paire  considérée  et  i  son 
moment  d'inertie,  on  a  pour  le  moment  d'inertie  d*un  cercle  de  rayon  r, 
par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres, 

'        4    -  •^'^  ' 

pour  celui  d'une  couronne  circulaire,  dont  r'  et  r"  sont  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  rayon,  r,  le  rayon  moyen,  /  =  r'  —  r*  la  largeur,  ce  moment 
étant  pris  également  par  rapport  à  un  diamètre , 

I  /• 

si  l'on  peut  négliger  la  fraction  7-7  vis-i-vis  de  l'unité,  cette  expression 

se  réduit  à 

*  —  ï^^i  ï 

pour  celui  d'un  quart  de  cercle  de  rayon  r,  par  rapport  à  un  axe  paral- 
lèle à  l'un  de  ses  rayons  extrêmes,  et  qui  en  est  situé  à  la  distance  c, 
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les  signes  supérieurs  appartiennent  au  cas  où  Taxe  est  situé  du  côté  de  la 
concavité  du  quart  de  cercle,  et  les  lignes  inférieures  à  celui  où  il  l'est 
du  côté  de  la  convexité. 

i43.  EiUpse,  >-  Pour  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  dont  a  et  6 
sont  des  demi-axes  principaux,  on  a  : 
i""  Par  rapport  au  diamètre  a  a, 

a"*  Par  rapport  au  diamètre  'kby 

3*  Par  rapport  à  un  diamètre  quelconque  formant  T angle  a  avec  %a^ 

i=  |A(a'sm'a-h6'C08'a). 

i44.  Segment  de  parabole,  -^  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  segment 
de  parabole  limité  par  une  corde  de  longueur  6,  perpendiculaire  à  son 
axe  de  symétrie  de  longueur  a,  ce  moment  étant  pris  par  rapport  à  l'axe  a, 

145.  Rectangle,  ~  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  rectangle  dont  les 
côtés  sont  a  et.^,  on  a  : 

1*  Par  rapport  à  Taxe  principal ,  passant  par  son  centre  et  les  milieux 
des  côtés  a, 

a*  Par  rapport  à  Taxe  perpendiculaire  sur  le  milieu  des  côtés  b^ 

i=:J^bi^=^Xa'; 
3^  Par  rapport  à  un  axe  quelconque,  formant  l'angle  a  avec  le  côté  a, 
i  =  ■JyA(a'8in*a  -+-  é'cos*a). 

146.  Trapèze.  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  trapèze  ayant  un  axe 
de  symétrie  de  longueur  a,  perpendiculaire  aux  côtés  parallèles  b  et  b'  : 

1*  Par  rapport  à  l'axe  o, 

ft*  Par  rapport  au  côté  b, 
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ObBeirations  généralos. 

i47.  Moment  dUnertie  polaire,  —  Si  Toa  ajoute  entre  eui  les  momeots 
d'inertie  d'ane  même  aire,  relati£3  à  deux  axes  qui  se  coupent  à  angle  droit 
dans  son  plan,  on  obtiendra  le  moment  d'inertie  de  cette  aire  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  plan ,  au  point  de  la  rencontre  commune 
des  axes,  moment  que  M.  Persy,  dans  son  Cours  sur  la  stabilité  des  con- 
structions, nomme  polaire,  attendu  qu'il  se  rapporte  aussi  à  un  point  du 
plan  pris  pour  pôle. 

Multipliant  le  moment  ainsi  obtenu  par  l'épaisseur  du  prisme  droit,  qui 
aurait  pour  base  l'aire  À  considérée,  on  aura  l'expression  rigoureuse  du 
moment  d'inertie  du  volume  de  ce  prisme. 

148.  Prismes.  —  En  général,  si  l'on  multiplie  les  différents  moments 
d'inertiOy  qui  viennent  d'être  trouvés,  par  l'épaisseur  du  prisme  ou  disque, 
qui  a  l'aire  proposée  pour  base,  on  obtiendra  le  moment  d'inertie  même 
de  ce  disque,  avec  un  degré  d'approximation  d'autant  plus  grand  que 
cette  épaisseur  sera  plus  petite  par  rapport  aux  dimensions  moyennes  de 
l'aire  correspondante. 

Dans  le  cas  des  figures  compliquées,  il  faudra  les  partager  en  d'autres 
plus  simples,  en  observant  que  les  moments  d'inertie  s'ajoutent  et  se 
retranchent  comme  les  aires  elles-mêmes. 

Enfin,  si  Ton  combine  les  données  de  cet  article  avec  celles  de  l'article 
qui  précède,  relatif  aux  simples  lignes,  on  obtiendra,  en  vertu  du  prin- 
cipe du  n°  i33,  les  moments  d'inertie  des  volumes  de  surfacos  engendrées 
par  des  profils  constants,  etc. 

Moments  d'inertie  des  corps  on  volâmes  à  dimensiOBS  quelconques. 

149.  Cylindre  à  base  circulaire,  —  Pour  un  cylindre  droit  à  base  circu- 
laire dont  r  est  le  rayon  et  a  la  longueur  parallèle  à  Taxe  de  figure  : 

i""  Par  rapport  à  cet  axe 

I=i7rffr*  =  iMr»; 

ta""  Par  rapport  à  une  droite  située  dans  le  plan  de  Tune  des  bases,  à 
la  distance  d  de  Taxe  de  figure, 

I  =  ^  r*a  ^  ^rV-h  7rr«flrf»=  —  (3r»-f-  4fl'+  lar/M. 
4  3  la^  ' 

150.  Jante  ou  anneau  de  réwflution.  —  Pour  une  jante  ou  anneau' de 
révolution  à  section  rectangulaire  dont  /  est  la  largeur  parallèle  à  l'axe, 
e  l'épaisseur  dans  le  sens  du  rayon,  enfin  r^  le  rayon  moyen,  on  a  : 
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i""  Par  rapport  à  cet  axe 

7^^  Par  rapport  à  une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  de  Tune 
des  bases,  à  la  distance  d  de  Taxe  de  figure, 

Dans  le  cas  de  ^  <^r,,  on  peut  négliger  le  terme  en  «de  ces  dernières 
expressions,  qui,  sous  cette  forme  simplifiée,  deviennent  en  môme  temps 
applicables  à  des  anneaux  dont  la  section  par  l'axe  a  un  profil  quelconque, 
et  dont  la  plus  forte  épaisseur  est  également  moindre  que  le  |  du  rayon 
moyen,  c'est-à-dire  de  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  section 
à  l'axe. 

iîH.  Tronc  de  cône  plein,  —  Pour  un  tronc  de  cône  plein  à  bases  cir- 
culaires dont  r  et  r'  sont  les  rayons,  a  étant  la  hauteur  ou  l'intervalle 
entre  ces  bases,  r,  =  ^(r-+-  r')  le  rayon  moyen  et  /=  r  —  r'  la  diffé- 
rence des  rayons,  on  a  : 

1°  Par  rapport  à  Taxe  de  figure 


fà=^ita 7— 


xar]  I  IH r  h 


ou  approximativement,  quand  /est  <ir, 

7"*  Par  rapport  à  une  droite  quelconque,  située  dans  le  plan  de  l'une  des 
à  la  distance  d  de  Taxe  de  figure. 


,  /     i  r     1  ^\  ,    .      ,  /     1  /     i  n\  .    ud* 

*         '   \       a  r*      8or;y    '      ^         '\       ar,       lorj/  3 

ou  avec  une  approximation  suffisante  quand  /est  <î''p 

A  Taidede  ces  formules,  on  trouvera,  par  de  simples  soustractions,  celles 
qui  concernent  les  troncs  de  cônes  évidés,  les  anneaux  tronconiques,  etc.; 
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à  l'égard  de  ces  derniers,  on  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  rapport- 

sera  le  même  pour  le  cône  intérieur  et  le  cône  extérieur,  si  ces  cônes  ont 
même  sommet;  ce  qui  simplifie  beaucoup  les  calculs  dans  ce  cas. 

152.  Segment  de  paraboloïde  de  réwdution,  —  Pour  un  segment  de  para- 

boloïde  de  révolution  compris  entre  le  sommet  et  une  section  circulaire 
quelconque,  de  rayon  r,  située  à  la  distance  a  de  ce  sommet  : 
I*  Par  rapport^à  Taxe  de  figure, 

a'  Par  rapport  à  une  perpendiculaire  quelconque  à  cet  axe,  élevée  en 
son  centre  de  gravité  situé  à  la  distance  f  a  du  sommet, 

A  l'aide  de  ces  formules  on  trouvera  facilement  (135,  136  et  137)  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  segment  de  paraboloïde  compris  entre  deux  sections 
quelconques  et  par  rapport  à  un  axe  arbitraire  donné. 

153.  Ellipsoïde  et  sphère,  —Pour  un  ellipsoïde  quelconque  dont  a,  6,  c 
sont  les  trois  axes  principaux,  par  rapport  à  Taxe  a, 

Pour  la  sphère  entière  dont  r  est  le  rayon,  par  rapport  à  un  diamètre 
quelconque, 

154.  Parallélépipède  rectangle,  ^  Pour  un  parallélépipède  rectangle 
dont  a,  6,  c  sont  des  longueurs  d'arêtes  : 

1**  Par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  et  parallèle  aux  arêtes  r, 

o!*  Par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  Tarète  r,  passant  par  le  milieu  de 
la  face  qui  a  6  et  <r  pour  côtés, 

S"*  Par  rapport  à  Tarète  c  el)e-môme> 

155.  Cylindres  ou  prismes  droits  à  base  quelconque.  —  Pour  un  cylindre 
ou  prisme  droit  à  base  quelconque,  dont  A  est  Taire  des  sections  con- 
stantes et  /  la  longueur: 
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i^  Par  rapport  à  l'axe  £i,  qui  contient  tons  les  centres  de  gravité  de  ses 
sections,  et  en  nommant  i  le  moment  d'inertie  polaire  (  i  47)  de  ces  sections, 

I=i7; 

a""  Par  rapport  à  un  axe  b  perpendiculaire  au  précédent,  en  son  milieu, 
c'estrà-dire  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  /  représentant  alors 
le  moment  d'inertie  des  sections  constantes  A  du  prisme,  par  rapport  à 
un  axe  parallèle  à  ^,  passant  par  leur  centre  de  gravité, 

156.  Prisme  droit  à  base  de  trapèze,  —  Pour  un  prisme  droit  à  bases 
de  trapèze  dont  by  b'  sont  les  côtés  parallèles,  a  la  hauteur  perpendicu- 
laire à  la  fois  sur  les  milieux  de  ces  côtés,  enfin  c  la  distance  entre  les 


i""  Par  rapporta  la  droite  qui  contient  les  milieux  des  arêtes  ou  côtés 
b  des  bases, 

[b-^b')rb^-hb'^  [b-^W)-] 

n^  Par  rapport  à  la  droite  parallèle  à  6  et  perpendiculaire  à  la  précé- 
dente, en  son  milieu, 


3°  Par  rapport  à  Taxe  de  symétrie  du  prisme  perpendiculaire  aux  droites 
précédentes,  en  leur  intersection  commune, 

l  =  ijM(%c'-hb'H-b''). 

157.  Prisme  droit  à  base  parabolique.  —  Pour  un  prisme  droit  de  hau- 
teur c,  dont  les  bases  sont  des  segments  de  parabole,  limités  par  une 
corde  de  longueur  b,  perpendiculaire  à  Taxe  de  figure  et  distante  de  la 
quantité  a  du  sommet  : 

i*^  Par  rapport  à  la  droite  qui  contient  les  milieux  des  arêtes  ou  cordes 
b  des  bases, 

2®  Par  rapport  à  la  droite  perpendiculaire  à  la  précédente,  en  son  mi* 
lieU;  dans  le  plan  de  la  corde  b, 
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3''  Par  rapport  à  Taxe  de  symétrie  du  corps  perpendiculaire  aux  deux 
droites  précédentes, 

158.  Observation  relative  au  cas  où  les  axes  de  rotation  ne  seraient  pas 
perpendiculaires  à  V axe  de  fif^ure .  —  Ces  derniers  articles  sont  princi- 
palement relatifs  aux  bras  des  balanciers  et  des  roues,  aux  côtes  ou  ner- 
vures saillantes  qui  servent  à  renforcer  ces  bras,  les  arbres  tournants,  etc. 

Or  il  est  à  remarquer  que  bien  qu'on  ait  supposé  les  axes  de  rotation 
perpendiculaires  à  l'axe  de  figure,  dans  le  plan  même  de  Tune  des  bases, 
néanmoins  rien  ne  sera  plus  facile  que  d'obtenir  par  une  simple  soustrac- 
tion ou  addition  de  moments  d'inertie  ce  qui  concerne  des  perpendicu- 
laires situées  à  une  distance  quelconque  de  cette  base. 

Cette  remarque  s'applique  d'ailleurs  à  l'article  qui  suit  ainsi  qu'à  plu- 
sieurs de  ceux  qui  précèdent. 

159.  Prisme  trapézoïde,  —  Pour  le  prisme  trapézoïde  tronqué  symé- 
triquement aux  deux  bouts,  représenté  en  projection  verticale  et  hori- 
zontale par  les  trapèzes  ABB'A',  CDD'C  (fig.  47)  coupés  symétriquement 


Fig.  47. 


par  l'axe  00'  et  dont  les  plans  respectifs  sont  censés  se  confondre  avec 
ceux  qui  divisent  ce  prisme  même  en  parties  symétriques  (  *  ),  on  aura,  en 
désignant  respectivement  par  b  et  b\  c  etc'  les  arêtes  parallèles  AB  et  A'B', 
CD  et  (l*ïi\  et  nommant  de  plus  a  la  longueur  de  l'axe  de  symétrie  00', 
mesurant  l'intervalle  entre  les  deux  faces  parallèles  du  prisme  : 


(*)  06  corps  peut  être  considéré  comme  une  sorte  de  pyramide  à  base  rec- 
tangulaire tronquée,  mais  dont  les  faces  non  parallèles  et  opposées,  au  lieu  de 
converger  à  un  sommet,  se  couperaient  à  des  distances  quelconques  de  la  base. 
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I*  Par  rapport  à  Thorizontale  menée  par  le  point  0,  parallèlement  aux 
arêtes  C  et  C'  et  perpendiculaire  sur  l'axe  0(y, 

l=J^i^(c'l/-^-icb)-hi^a'(cb'-i'bc') 

^^ac[b'*-^%bb"-h^b'h'-hib')-hj{jac\b*'i-'Ab'b^^Zbb'*'hâb'*); 

a*  Par  rapport  à  la  verticale  menée  par  le  point  0,  parallèlement  aux 
arêtes  b  et  b'  et  perpendiculaire  sur  Taxe  00', 

l=l^(c'b'-hicb)-hifa'(cb'-^bc') 

résultat  qui  se  déduit  sur-le-champ  du  précédent,  à  cause  de  la  symétrie. 
On  a  de  même,  pour  calculer  le  volume  du  corps, 

M  =ia[b(^c^c')-hb'(%c'-hc)], 

i60.  Simplification  des  formules  précédentes  pour  les  cas  ordinaires, 
—  Ces  formules,  qui  se  rapportent  spécialement  à  certains  bras  de  roue 
et  aux  manches  des  gros  marteaux,  peuvent  élre  simpli6ées,  attendu  que, 
dans  le  cas  d'application,  les  différences  b^b\  c  -^c'  sont  ordinaire- 
ment d*assez  petites  fractions  des  dimensions  moyennes  |(6  +  ^')  i  y  (^ + ^)- 
Posant  en  effet 

\(b-^b')^b^,    b^b'^nb,,    i(c-hc')  =  c„    c-^c'^mc^, 
b-b'  c--c' 

b-i-b  c  -h  c 

il  viendra,  pour  les  deux  cas  traités  plus  haut, 

!•  1  =  ^^,c,^{ao  — 5m  — 5/î-»- a/iî/i) 

-h âT7C, ^; û[ao( i -+- |/i*) -h  5/w/ï  H- j/n/i'], 

et 

M  =  ab^c^(l-h^mn)\ 

»•  *I=:^^,c,fl*(ao  — 5//Î  — 5/1-4- am«) 

'^j{^b^c]a[io{i-h\m*}-+-  5mn  +7/Ï/W']. 

On  reconnaît  que  net  m  étant  plus  petits  que  Tunité,  si  c^  est  une  petite 
fraction  de  a,  la  valeur  des  seconds  termes  des  expressions  de  I  devient 
complètement  négligeable  devant  celle  des  premiers. 

Applications. 

i61.  Marteaux  de  forge.  —  Lorsqu'on  aura  à  calculer  les  moments 
d'inertie  des  pièces  qui  entrent  dans  la  composition  des  machines,  il  ne 
s'agira  que  de  rapporter  les  formes  de  chacune  de  leurs  parties  distinctes 
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à  quelqu'une  de  celles  qui  viennent  de  nous  occuper,  ce  qui  se  fera,  aoit 
en  décomposant  le  corps  proposé  en  divers  éléments,  soit  en  y  ajoutant 
ou  en  en  retranchant  certaines  parties  dont  les  moments  d'inertie  soient 
faciles  à  calculer,  etc. 
Soit,  par  exemple,  le  marteau  de  forge  B  [fig.  48) ,  fixé  à  Textrémité 

Fig.  48. 


lA-M 


f 


iizil 


du  manche  en  bois  CB,  qui  tourne  sur  les  pivots  coniques  du  collier  de 
hurasse  A  ;  on  calculera  d'abord  le  volume  M  et  le  moment  d'inertie  I 
des  deux  parties  du  manche,  par  rapport  à  Taxe  A,  au  moyen  des  formules 

M  =  €i^,c,(n--ïV'w«),    l=-^b^c^a^(20-^  5m~-  5/n-  awwi) 

du  numéro  précédent,  dont  les  résultats  devront  être  multipliés  respec- 
tivement parle  poids  n et  la  masse  -  de  l'unité  de  volume  du  bois,  pour 

o 

obtenir  le  poids  et  le  moment  d'inertie  véritables  des  parties  du  manche 
dont  il  s'agit. 

On  calculera  pareillement  les  valeurs  de  M  et  I  relatives  au  collier 
en  fonte  A  et  aux  deux  cônes  de  ses  pivots  par  les  formules  des  n~  ijSO  et 
151,  qui  donnent  ici,  en  nommant  /*„  e,  /  le  rayon  moyen,  Tépaisseur  et 
la  largeur  totales  du  collier,  r  le  rayon  commun  des  bases  des  deux  cônes, 
a,  a'  leurs  hauteurs  ou  saillies  âur  ce  collier  : 

Pour  le  collier,  en  négligeant  |^^ 

M  =  27rr,<?/,     I  =  iM(a/^-h3r;); 

Pour  les  cônes  réunis, 

Quant  au  marteau  en  fonte  B,  on  peut  l'assimiler  à  un  parallélépipède 
rectangle  dont  h  serait  la  hauteur,  /  la  largeur  et  e'  l'épaisseur  réduites, 
qu'on  obtiendra  approximativement  par  le  tracé  de  la  figure  ou  sur 
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place  même,  en  menant  à  vue,  sur  le  plan  de  sa  tôle,  les  parallèles  ab^ 
c</ symétriques  par  rapport  à  Taxe  vertical  BB',  et  qui  retranchent  vers 
la  partie  supérieure  un  peu  plus  qu'elles  n'ajoutent  vers  la  partie  infé- 
rieure du  profil  ;  nommant  d'ailleurs  h'  et  e'  la  hauteur  et  la  largeur  du 
vide,  d  et  d' les  distances  à  Faxe  A  de  son  centre  de  gravité  g  et  de  celui 
G  de  la  partie  pleine  ramenée  à  la  forme  parallélépipédique  ;  posant  enfin 
re'h  =  M',  Pe'h'^  M',  on  aura,  en  vertu  des  n~  i32  et  i54, 

I  =  M'rf»-  MV»-h-îVM'(/"-4-A»)  --ïVM'l/'*-^  A'») 

Si  l'on  veut  se  contenter  d'une  simple  approximation,  on  pourra  négliger 
entièrement  les  termes  en  A%  h'^  et  i'*  de  cette  dernière  formule,  lesquels 
ont  des  valeurs  toujours  fort  petites,  par  rappQrt  à  d^  et  d'*;  prendre 
pour  valeur  commune  de  d*  et  d'^  celle  de  d^  qui  est  la  plus  forte  et 
répond  au  milieu  de  la  hauteur  h  du  marteau  ;  enfin  négliger  la  faible 
influence  des  tourillons  de  la  hurasse,  ce  qui  conduira  à  des  formules  d'un 
calcul  très-facile,  surtout  si  Ton  connaît  a  priori  le  poids  des  diverses 
parties. 

i62.  Boues  d'engrenages,  —  Considérant  encore  la  roue  en  fonte  B, 
dont  les  bras  sont  formés  de  croisillons  trapézoïdes  parallèles  et  perpen- 
diculaires à  Taxe  AÂ',  on  supposera,  pour  la  simplicité,  ces  bras  prolon- 
gés, d'une  part,  jusqu'à  cet  axe,  de  l'autre,  jusqu'à  la  circonférence 
moyenne  (150)  delà  couronne,  et  Ton  négligera,  en  conséquence,  la  por- 
tion du  noyau  comprise  entre  ces  bras,  dont  l'influence  est  d'ailleurs  peu 
sensible;  cela  posé,  nommant 

R  le  rayon  moyen  de  la  couronne,  allant  de  Taxe  au  centre  de  gravité  de 
son  profil; 

E  son  épaisseur  réduite  et  /  sa  largeur  ; 

B  et  B'  les  largeurs  à  la  base  et  au  sommet  des  nervures  dirigées  suivant 
l'axe  AA'; 

b  et  b*  celles  des  nervures  perpendiculaires  (ces  diverses  dimensions  doi- 
vent être  comptées  de  manière  à  ne  comprendre  qu'une  fois,  dans  le 
calcul,  la  partie  commune  aux  deux  systèmes  de  nervures); 

e  leur  épaisseur  commune  ; 

n  =  7200  kilogrammes  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte  ; 

/  le  nombre  des  bras; 

/B  -4-  B'\                   / b  I   A' \ 
U  =  ^R  f — - — U  a  =  <rR  f j  »  W  =  awRE/  les  volumes  res- 
pectifs des  nervures  qui  composent  un  même  bras  et  celui  de  la  cou- 
ronne, 

16 
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on  aura,  d'après  les  n*"  i50  et  i55,  et  en  négligeant  les  termes  qui  con- 
tiennent les  carrés  des  rapporls  des  épaisseurs  «  et  E  à  R,  pour  le  mo- 
ment d'inertie  total  et  approché  de  la  roue, 


I 


nri ,, /B-4-3B'\     ,    /^H-3A'     i/r>^*n     _.n_, 


Si,  comme  il  arrive  pour  les  volants  des  machines,  R  est  très-grand  par 
rapport  à  b,  b\  tandis  que  B  et  6  surpassent  B'  et  h*  au  plus  de  j,  on 
pourra  prendre,  approximativement  ou  à  Vr  près, 


^9^,     -ï— -v-=^95. 


Enfin  on  négligera  &'+  6'^  vis-à-vis  de  R',  ce  qui  donnera,  sans  erreur 
appréciable, 

I..n(WH-o,3a5U,)R% 

U,  représentant  le  volume  total  et  nU,  le  poids  correspondant  des  bras  et 
de  leurs  nervures. 

463.  Considérant,  pour  dernier  exemple,  le  balancier  représenté>%.  24, 
p.  143,  dont  les  bras  sont  composés  de  deux  segments  de  parabole, 
égaux  et  symétriques  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  D^  et  qui  sont  ren- 
forcés ,  à  leur  pourtour  et  le  long  de  Taxe  de  figure ,  par  des  côtés  ou 
nervures  saillantes,  désignons  par 

R  la  longueur  commune  des  bras  ou  segments  paraboliques; 
B  leur  corde  commune  passant  par  le  centre  ; 
E  répaisseur  de  leurs  parties  planes; 

a  Taire  constante  du  profil  des  nervures  paraboliques  extérieures; 
a*  Taire  du  profil  des  nervures  de  Taxe  horizontal  du  balancier; 
P  le  poids  total  du  balancier  ; 
I  le  moment  d'inertie  totale  de  la  masse; 

14,  m',  le', . . .  les  volumes  approximatifs  des  bourrelets  et  nervures  qui  sou- 
tiennent les  tourillons  d'articulation  du  parallélogramme  et  de  la  bieile; 
D,  D',  D',. . .  les  distances  respectives  de  ces  tourillons  à  Taxe  de  rotation; 
n  =  7200  kilogrammes  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte; 
S  le  demi-contour  du  profil  extérieur. 

D'après  cela,  on  aura  approximativement,  en  vertu  des  n*"i40, 452, 154, 
ot  en  observant  que  B  est  ici  plus  petit  que  jR  et  que  les  dimensions  des 
profils  transversaux  des  nervures  peuvent  être  généralement  négligées  vis- 
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à-vis  de  leurs  distances  à  Taxe  de  rotation  (i41), 

I  6'         R 

.-.ï[.S-.R(f-ig)^i-.» 

On  remarquera  que  les  longueurs  R,  S  et  B  se  rapportent  au  centre 
de  gravité  du  profil  des  nervures  extérieures,  et  que  les  aires  a  et  a' 
ne  comportent  pas  les  parties  qui  appartiennent*  au  disque  plan  du  ba- 
lancier. D'ailleurs,  si,  au  lieu  d'être  constantes,  comme  cela  se  fait  d'ordi- 
naire pour  la  simplicité  des  constructions,  ces  aires  allaient  en  augmen- 
tant de  l'extrémité  des  bras  vers  l'axe  de  rotation,  suivant  la  forme 
parabolique  réclamée  par  la  théorie  des  solides  d'égale  résistance,  le 
calcul  du  moment  d'inertie  du  balancier  se  ferait  d'une  manière  tout 
aussi  facile  en  considérant  sa  masse  comme  décomposée  en  ses  différents 
prismes  de  vide  ou  de  plein,  ayant  tous  pour  bases  des  segments  parabo- 
liques de  même  axe  et  de  même  sommet. 


i6. 
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TROISIÈME  SECTION. 


CALCUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES' DAItS  LES  PIÈCES  A  MOUVEMENT 
UNIFORME  ET  SOUMISES  A  DES  ACTIONS  SENSIBLEMENT  INVA- 
RIABLES. 


I.  —  CoNSIDfiKATIOlfS  PRELIMINAIRES. 

1.  Décomposition  des  machines  complexes  en  machines 
simples.  —  En  parlant  de  rétablissement  des  machines  en 
général  (hk^  Section  I)^  nous  avons  donné  une  idée  succincte 
de  la  manière  dont  on  procède  au  calcul  de  la  force  motrice  qui 
doit  vaincre  toutes  les  résistances  réunies  :  on  considère  sé- 
parément chaque  pièce  distincte  et  mobile  du  système  comme 
une  machine  simple,  soumise  elle-même  à  une  puissance  et 
à  des  résistances  qui  se  font  équilibre  à  tous  les  instants,  ou 
dont  la  somme  des  travaux  élémentaires  est  constamment 
égale  à  zéro.  La  force  motrice  et  la  résistance  utile  appliquées 
à  chacune  d'elles  n'étant  autre  chose,  en  effet,  que  les  efforts 
de  réaction  que  cette  pièce  éprouve  de  la  part  de  celle  qui  la 
précède  immédiatement,  du  côté  du  moteur,  ou  de  celle  qui 
la  suit  immédiatement  du  côté  de  l'opérateur,  on  conçoit 
comment,  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la  Statique,  on 
peut  parvenir  à  calculer,  de  proche  en  proche,  en  partant  de 
l'une  quelconque  des  pièces  extrêmes  de  la  machine,  la  va- 
leur des  différentes  forces,  passives  ou  actives,  qui  la  solli- 
citent à  un  instant  donné,  en  fonction,  soit  de  la  pression 
motrice  du  récepteur,  soit  de  la  résistance  utile  de  l'opéra- 
teur; et,  par  suite,  comment  on  peut  aussi  calculer,  pour 
chacune  de  ces  forces,  la  quantité  de  travail,  positive  ou  né- 
gative, qu'elle  livre  à  la  machine  dans  chaque  élément  du 
temps,  ou  entre  deux  positions  quelconques  données. 

2.  Objet  spécial  de  cette  Section,  —  Ces  calculs  présentent 
généralement  de  très-grandes  difficultés,  toutes  les  fois  que 
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les  vitesses  et  les  forces  varient,  en  intensité  et  en  direction, 
suivant  des  lois  quelconques  dans  les  diverses  positions  des 
pièces  ou  machines  simples  à  considérer;  et  c'est  ce  qui  ar- 
rive notamment  pour  les  pièces  douées  d'un  mouvement 
d'oscillation  plus  ou  moins  compliqué  et  excentrique;  mais 
nous  avons  vu  que,  dans  la  plupart  des  cas  que  présentent  les 
machines,  les  choses  sont  disposées  de  façon  que  les  vitesses 
virtuelles  ou  géométriques  des  différents  points  et  celles  des 
forces  tant  actives  que  passives  demeurent  dans  des  rapports 
sensiblement  invariables,  aussi  bien  que  les  intensités  propres 
de  ces  forces  et  leurs  quantités  de  travail  élémentaires  ou 
totales;  ce  qui  permet  alors  d'établir,  entre  ces  forces  et  ces 
quantités  de  travail,  des  relations  indépendantes  de  la  position 
du  système,  et  qui  fournissent  sur-le-champ  les  moyens  de 
calculer  les  valeurs  de  celles  qui  sont  inconnues  en  fonction 
de  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  principalement  les  machines, 
ou  éléments  de  machines  organisés  ainsi  que  nous  nous  pro- 
posons d'examiner  dans  la  présente  Section,  en  renvoyant  à 
la  suivante  pour  tout  ce  qui  concerne  les  cas  où  les  vitesses 
virtuelles  et  effecti-ves,  la  direction  et  l'intensité  des  forces, 
seraient  susceptibles  de  varier,  suivant  des  lois  plus  ou  moins 
compliquées. 

3.  Nature  des  machines  simples  qui  seront  considérées  dans 
cette  Section,  et  hypothèses  d'après  lesquelles  on  les  soumettra 
au  calcul,  —  Les  poulies,  les  différents  tours  ou  treuils^  le 
plan  incliné,  la  vis,  etc.,  qui  constituent  ce  qu'on  nomme  pro- 
prement les  machines  simples,  appartiennent  évidemment  à  la 
classe  des  organes  dont  nous  avons  ici  à  nous  occuper,  et 
qu'on  pourrait  définir  simplement  en  disant  que  le  mouve- 
ment uniforme  y  est  rigoureusement  possible  sous  l'action 
des  forces  considérées.  C'est,  en  effet,  dans  la  supposition 
d'un  tel  mouvement,  et  même  dans  celle  du  repos  absolu  ou 
statique,  qu'on  envisage  ordinairement  leur  théorie  dans  les 
traités  de  Mécanique,  en  faisant  totalement  abstraction  des 
forces  d'inertie  qui  peuvent  être  appliquées  à  leurs  divers 
éléments  matériels ,  et  c'est  aussi  dans  cette  hypothèse  que 
nous  nous  proposons  d'abord  de  les  soumettre  au  calcul;  mais 
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il  ne  faudra  pas  pour  cela  oublier^  dans  les  applications,  que 
les  forces  d'inertie,  et  notamment  les  forces  centrifuges,  peu* 
vent  jouer  un  rôle  dans  certains  cas  (14,  Section  I),  en  faisant 
varier  les  pressions  et  les  tensions,  d'où  naissent  en  général 
les  résistances  passives  des  machines. 

Du  reste,  tout  en  renvoyant,  pour  ce  qui  concerne  les  effets 
de  l'inertie  et  de  la  variabilité  de  l'action  des  forces,  aux  prin- 
cipes qui  seront  exposés  dans  la  Section  suivante,  nous  fe- 
rons, dès  à  présent,  remarquer,  dans  la  vue  de  faciliter  les  ap- 
plications ,  que  ces  effets  sont  absolument  négligeables  dans 
les  cas  suivants  :  i®  quand  le  mouvement  s'opère  avec  len- 
teur, ainsi  qu'il  arrive,  par  exemple,  dans  les  machines 
employées  à  soulever  ou  à  traîner  de  très-lourds  fardeaux; 
a<»  quand  le  mouvement,  quoique  très-rapide,  n'éprouve  que 
des  variations  insensibles  et  que  les  masses  des  parties  ma- 
térielles .sont  distribuées  uniformément  autour  des  axes  de 
rotation,  ce  qui  est  également  le  cas  d'un  grand  nombre  de 
machines  de  l'industrie;  3^  enfm  quand  les  puissances  et  les 
résistances  actives,  appliquées  à  chaque  pièce  simple  de  la 
machine,  agissent  d'une  manière  sensiblement  constante  ou 
telle  qu'on  puisse,  sans  inconvénient,  remplacer  dans  les  cal- 
culs leurs  actions  variables  par  celles  des  forces  (9,  Section  I) 
qui  auraient  pour  intensité  constante  ce  que  nous  avons 
nommé  leur  valeur  moyenne. 

4.  Idée  générale  de  la  manière  dont  on  procède  au  calcul 
des  résistances  passives  et  de  leurs  quantités  de  travail,  — 
Maintenant,  pour  concevoir  comment  peut  s'effectuer,  en  gé- 
néral, le  calcul  des  résistances  passives  ou  nuisibles,  pour  les 
pièces  soumises  ainsi  à  des  actions  constantes  et  à  un  mouve- 
ment uniforme,  on  remarquera  que  toute  la  difficulté  est  ré- 
duite à  déterminer,  pour  une  position  assignée  du  système, 
les  efforts  de  pression  ou  de  tension  qui  s'exercent  aux 
points  de  contact  des  parties  en  mouvement  et  donnent  nais- 
sance aux  résistances  passives;  nous  verrons  en  effet,  dans  le 
Chapitre  suivant,  que  les  expériences  ont  appris  à  calculer 
ces  résistances  au  moyen  des  efforts  qui  les  occasionnent.  La 
méthode  générale  consiste,  comme  on  sait,  à  supposer  le  sys- 
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tème  entièrement  libre  et  à  introduire  les  efforts  dont  il  s*agit 
ainsi  que  les  résistances  qui  en  résultent,  comme  des  indé- 
terminées parmi  les  autres  forces  du  système;  mais  cette 
méthode  générale  conduit  souvent  à  des  complications  de 
calculs  très-grandes,  et  elle  peut  alors  être  avantageusement 
remplacée  par  d'autres  plus  directes  dans  chaque  cas  parti- 
culier. 

Par  exemple,  si  Ton  veut  se  borner  à  une  première  approxi- 
mation, on  pourra  calculer  les  effets  dont  il  est  question  dans 
rhypothèse  où  il  n'y  aurait  aucune  résistance  passive;  cela 
sera  souvent  facile  par  les  règles  ordinaires  de  la  composition 
et  de  la  décomposition  des  forces,  et  en  supposant  qu'on  ait 
préalablement  déterminé  la  valeur  de  la  puissance  P  qui  met 
en  équilibre  la  résistance  active  Q,  seules  forces  qui,  avec  le 
poids  des  pièces,  sont  censées  agir  sur  la  machine.  On  obtien- 
dra ainsi  une  valeur  approchée,  mais  un  peu  faible,  des 
efforts  qui  produisent  les  résistances  passives  et  par  suite  de 
ces  résistances  elles-mêmes  ;  multipliant  ces  dernières  par 
les  chemins  élémentaires  que  parcourent  leurs  points  d'ap- 
plication dans  leur  direction  propre,  qui  est  censée  inva- 
riable, aussi  bien  que  leur  intensité;  faisant  ensuite  la  somme 
de  tous  les  produits  semblables,  on  aura  une  première  valeur  , 
approchée  de  la  quantité  de  travail  absorbée  par  les  résistances 
passives,  dans  l'intervalle  dont  il  s'agit;  ajoutant  enfin  cette 
somme  à  la  quantité  de  travail  que  développe,  dans  le  même 
intervalle  ,  la  résistance  active  Q  qui  est  censée  connue ,  on 
aura  celle  que  doit  dépenser  P.  Quant  à  la  valeur  même  de  P, 
qui  est  censée  constante  en  grandeur  et  en  direction,  on 
l'obtiendra,  soit  en  divisant  le  résultat  trouvé  par  le  chemin 
que  parcourt  son  point  d'application,  dans  l'interyalle  de  temps 
que  l'on  considère  et  dans  la  direction  de  P,  soit,  ce  qui  est 
plus  général,  en  cherchant  directement  la  force  qui  fait  à  la 
fois  équilibre  à  Q  et  aux  diverses  résistances  passives  déjà 
calculées.  Si  cette  première  approximation  apprenait,  d'ail- 
leurs, que  les  résistances  passives  exercent  une  influence 
assez  grande,  il  serait  à  propos  de  recommencer  les  calculs, 
en  substituant  la  nouvelle  valeur  de  P  à  l'ancienne;  mais, 
comme  les  résistances  passives  sont  en  général  très-faibles. 
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on  obtiendra  souvent,  dès  la  première  opération,  une  ap- 
proximation suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique. 

5.  Cas  où  l'action  des  forces  est  variable  avec  la  position 
du  système.  —  On  voit,  par  cet  aperçu,  que,  si  la  puissance  et 
les  diverses  résistances,  au  lieu  d'être  constantes  en  direction 
et  en  intensité,  comme  on  vient  de  le  supposer,  étaient  suscep- 
tibles de  varier  d'une  manière  sensible,  selon  les  positions 
successives  du  système ,  on  se  trouverait  obligé  de  calculer 
leur  valeur  et  celle  de  leur  quantité  de  travail  élémen- 
taire, pour  chacune  de  ces  positions,  afin  de  pouvoir  en 
déduire  ensuite  les  quantités  de  travail  totales  qu'elles  déve- 
loppent entre  deux  instants  donnés,  ce  qui  réclamerait  le  se- 
cours du  Calcul  intégral  ou  des  méthodes  d'approxirAation 
dont  il  a  été  question  au  n»  9  de  la  Section  I,  méthodes  qui 
ont  l'avantage  particulier  de  ne  pas  exiger  que  l'on  connaisse 
la  loi  ou  Texpression  analytique  de  chaque  force  en  fonction 
du  chemin  décrit  par  son  point  d'application.  Mais  on  évite, 
dans  beaucoup  de  cas,  ces  difficultés,  en  remplaçant  les  résis- 
tances variables  par  leurs  valeurs  moyennes,  calculées  une 
fois  pour  toutes,  ainsi  que  nous  en  verrons  des  exemples 
dans  la  Section  suivante,  spécialement  consacrée  à  l'examen 
des  systèmes  soumis  à  des  mouvements  et  à  des  actions  va- 
riables. 

Je  pense  que,  d'après  ces  développements,  on  n'éprouvera 
aucune  difficulté  à  saisir  le  but  des  applications  qui  suivent, 
et  qu'on  sera  parfaitement  en  état  d'en  mettre  à  profit  les  ré- 
sultats lorsqu'il  s'agira  de  calculer,  dans  chaque  cas  particu- 
lier, les  quantités  de  travail  utile  transmises  à  l'opérateur  d'une 
machine  par  une  force  motrice  donnée,  ou  celles  qu'il  est 
nécessaire  de  dépenser,  sur  son  récepteur,  pour  produire  un 
effet  utile  déterminé.  Du  reste,  nous  ferons  observer  que  les 
seules  résistances  passives  dont  nous  ayons  ici  à  nous  occu- 
per sont  les  frottements  de  diverses  espèces,  l'adhérence  et 
la  roideurdes  cordages,  attendu  que  la  résistance  des  milieux 
peut  être  négligée  quand  le  fluide  est  l'air  et  que  les  surfaces 
et  les  vitesses  ne  sont  pas  très-considérables,  ce  qui  est  le  cas 
de  presque  toutes  les  applications. 
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IL  —  Des  diverses  sortes  de  résistances. 

De  la  résistance  directe  da  frottement  et  de  l'adhérence  des  corps 

en  contact. 

6.  Lois  du  frottement.  —,  Lorsqu'on  fait  glisser  deux  corps 
l'un  sur  l'autre,  tangentiellement  à  leur  surface,  c'est^-dîre 
sans  qu'ils  roulent,  il  se  développe,  en  leurs  différents  points 
de  contact,  une  résistance  dirigée  dans  le  sens  opposé  au  mou- 
vement relatif  de  ces  points  et  dont  l'intensité  dépend  à  la  fois 
de  la  pression  normale  qu'ils  éprouvent,  de  la  nature  et  de 
l'état  des  surfaces.  Il  résulte  des  expériences  faites  sur  le  frot- 
tement des  bois,  des  pierres,  des  métaux,  avec  ou  sans  enduit, 
pour  les  surfaces  planes  ainsi  que  pour  les  tourillons,  que  le 
frottement  est  : 

i**  Proportionnel  à  la  pression ,  dans  un  rapport  constant 
qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des  corps  en  contact  et  de  celle 
de  l'enduit  ; 

a""  Indépendant  de  l'étendue  de  la  surface  en  contact; 

3®  Indépendant  de  la  vitesse  du  mouvement. 

On  peut  tirer,  de  l'ensemble  des  résuluts  obtenus  par  les 
expérimentat6urs(*),  une  conséquence  facile  à  graver  dans  la 
mémoire  et  relative  à  presque  toutes  les  applications  ordi- 
naires aux  machines  industrielles:  c'est  que  pour  les  surfaces 
planes,  ainsi  que  pour  les  tourillons  en  bois,  en  fer,  en  fonte 
ou  en  bronze,  enduites  d'huile,  de  suif  ou  de  saindoux,  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression  est  sensiblement  le  même 
et  égal  à 

0,07  ou  Oy08, 

et  que,  quand  ces  surfaces  sont  simplement  onctueuses,  il  a 
pour  valeur  moyenne 


o,ï5 


(*)  On  trouve  dans  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  (3*  édition) 
l'exposé  des  lois  générales  du  frottement,  des  restrictions  qu'on  doit  7  apporter, 
ainsi  que  les  résultats  des  diverses  expériences  faites  à  ce  sujet.  (K.) 
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Enfin  ces  résultats  démontrent  avec  évidence  Tutilité  des  ap- 
pareils destinés  à  renouveler  et  à  répandre  sans  cesse  l'enduit 
sur  les  surfaces  frottantes;  dans  ces  conditions,  le  rapport  du 
frottement  à  la  pression,  avec  les  mêmes  enduits  que  ci-dessus, 
s'abaisse  jusqu'à. 

o,o5. 

A  l'aide  de  ces  résultats  il  nous  sera  facile,  dans  chaque  cas, 
de  déterminer  l'intensité  des  frottements,  lorsque  nous  con- 
naîtrons la  pression  supportée  par  les  surfaces  en  contact. 

Quant  au  frottement  qui  provient  du  roulement  des  corps  et 
qu'on  nomme  frottement  de  la  seconde  espèce  y  on  sait  qu'il 
est  ordinairement  négligeable  vis-à-vis  du  premier,  et  qu'on 
peut  en  faire  entièrement  abstraction  dans  la  plupart  des  cal- 
culs relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans  la  com- 
position des  machines  ;  cependant,  comme  il  peut  jouer  un  rôle 
essentiel  dans  certaines^  circonstances,  nous  allons  relater  le 
petit  nombre  dje  données  d'expériences  que  Ton  possède  sur 
ce  sujet. 

RéaiBtance  dae  au  roulement  des  corps. 

7.  Notions  et  résultats  d*expériences  sur  le  frottement  de 
roulement.—  Soit  C  {^g.  49)  un  rouleau  cylindrique  posé  sur 

Fig.  49. 


un  plan  de  niveau  AB  etsoumis  à  une  pression  verticale  P,  pro- 
venant tant  du  poids  du  rouleau  que  d'une  force  étrangère 
quelconque;  en  vertu  de  cette  pression,  de  la  contexture 
et  de  la  compressibilité  plus  ou  moins  grande  des  substances 
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en  contact,  le  rouleau  et  le  plan  s'imprimeront,  s'engageront 
l'un  dans  l'autre;  et,  si  l'on  suppose  une  puissance  horizontale 
F,  appliquée  tangentiellement  à  la  partie  supérieure  T  de  la 
circonférence  du  rouleau,  elle  aura  à  vaincre  la  résistance  op* 
posée  par  les  aspérités  ou  saillies  quelconques  situées  en  ab^ 
du  côté  où  s*opère  le  mouvement  de  roulement  sur  le  plan  AB, 
et  dont  l'effet  consiste  à  repousser  le  rouleau  normalement  à 
la  surface  de  contact  ab,  c'est-à-dire  suivant  des  directions 
passant  par  le  centre  C.  La  rotation  instantanée  du  cylindre 
tendant  d'ailleurs  à  se  faire  autour  du  point  de  contact  a ,  on 
conçoit  comment  l'équilibre  s'établit  à  chaque  instant,  entre 
la  force  F  et  les  différentes  forces  de  répulsion  dont  il  s'agit, 
en  ayant  égard  à  leurs  bras  de  levier  respectifs,  par  rapport  à 
ce  point. 

On  possède  très-peu  d'expériences  sur  la  résistance  des 
corps  au  roulement  ;  elles  sont  principalement  dues  à  Coulomb, 
qui  les  a  faites  incidentellement  à  l'occasion  de  ses  belles  re- 
cherches sur  la  roideur  des  cordes,  dont  les  résultats  seront 
rapportés  plus  loin.  Ayant  fait  mouvoir,  sur  une  surface  plane 
en  chêne,  des  rouleaux  de  bois  de  gaïac  de  2  et  de  6  pouces 
de  diamètre,  sous  des  pressions  de  100  à  1000  livres,  il  a  été 
conduit  à  admettre  que  la  valeur  de  la  puissance  F  était  sensi- 
blement proportionnelle  à  la  pression  P  et  inverse  du  diamètre 
des  rouleaux;  de  sorte  qu'on  a 

F  =  A?, 

D  étant  ce  diamètre  et  A  un  coefficient  constant  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances  en  contact  ('  ). 

Quant  à  la  valeur  de  cette  constante.  Coulomb  l'a  trouvée 
égale  à 

o,o36  pour  le  rouleau  de  bois  de  gaîac, 
0,06   pour  le  rouleau  de  bois  d'orme, 

(*  )  Théorie  du  frottement  de  roulement,  d'après  les  expériences  de  Dupuit.  — 
La  théorie  du  roulement  reproduite  dans  le  texte  a  été  donnée  par  Tauteur, 
dans  l'édition  de  i832.  Plus  Urd,  en  1837,  Dupuit  fut  conduit  {Essais  et  expé- 
riences sur  le  tirage  des  voitures  )  à  modifier  en  partie  la  loi  indiquée  par  Cou- 
lomb. Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  les  principes  qui  permettront  d'ap- 
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les  pressions  P  étant  exprimées  en  livres  et  le  diamètre  en 
pouces.  Si  donc  P  est  mesuré  en  kilogrammes  et  D  en  mètres, 
on  aura,  pour  le  rouleau  de  bois  de  gaïac, 

F  =  0,00097 -^j 

pour  le  rouleau  de  bois  d'orme, 

F  =  o,ooi6a  -|r-« 

Ces  valeurs  n'assignent  à  F  des  valeurs  un  peu  fortes  que 
lorsque  le  diamètre  du  rouleau  est  lui-même  très-petit.  Sup- 
posant, par  exemple,  D  =  o'",o2y  dans  la  dernière,  elle  don- 
nera F=  0,081  P,  qui  serait  le  cinquième  environ  du  frotte- 
ment direct  du  bois  d'orme  glissant  à  sec  sur  du  chêne;  on 
voit  par  là  que,  dans  certains  cas,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  du  frottement  de  roulement. 

8.  Manière  dont  on  doit  mesurer  la  résistance  absolue  du 
frottement  de  roulement.  —  On  remarquera  que  les  formules 
ci-dessus  ne  donnent  pas,  en  elles-mêmes,  la* valeur  absolue 
de  ce  frottement,  mais  seulement  la  valeur  relative  au  bras 


pliquer  aux  diverses  question  s  traitées  dans  la  suite  de  ce  Cours  les  résultats 
des  expériences,  tels  qu'ils  ont  été  interprétés  par  Dupuit. 

D'après  cet  obsenrateur,  le  frottement  de  rou- 
^'S*  ^o*  lement  consiste  généralement  en  ce  que,  lors- 

qu'un corps  roule  sur  un  autre,  les  composantes 
normales  des  réactions  de  ce  dernier  ont  une 
résultante  qui  passe  à  une  petite  distance  i  en 
ayant  de  la  normale  au  point  de  contact  supposé 
géométrique,  du  côté  du  mouvement.  Si  donc, 
sur  un  cylindre  de  rayon  r  (yf^.  5o),  pouvant 
rouler  sur  un  plan  horizontal  MN,  passe  un  fil 
I    1  I  sollicité  à  chaque  extrémité  verticale  par  un 

T  '•gft'^î        effort  {Q,  pour  que  le  roulement  une  fois  com- 

mencé se  maiVitienne,  il  faudra  ajouter  du  côté 
du  mouvement  un  effort  7,   de  grandeur  telle  que  Ton  ait  ^(Q  +  7)  =  ?'' 

ou    7r-2 =  — 


^ 


V_^ 


A    A' 


lyaprès  les  expériences  de  Dupuit,  quand  les  substances  en  contact  restent 
les  mêmes,  è  varie  proportionnellement  à  la  racine  carrée  du  rayon,  tandis  que 
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de  levier  de  la  puissance  F,  par  rapport  au  contact  a  du  rou- 
leau et  du  plan  AB,  bras  de  levier  qui  peut  être  quelconque; 
si  l'on  suppose  que  cette  puissance  agisse  tangentiellement  à 
la  circonférence  d'un  cylindre  concentrique  ou  connaxique 
au  proposé,  et  ayant  lui-même  un  diamètre  quelconque,  la 
résistance  agit  réellement  au  point  a,  en  sens  contraire  du 
chemin  décrit  par  ce  point,  le  long  de  AB,  de  sorte  que,  sa 
vitesse  virtuelle  n'étant  que  la  moitié  de  celle  de  F,  son  in- 
tensité doit  aussi  être  censée  le  double  de  ce  que  donnent  les 
formules  dont  il  s'agit. 

Pour  mettre  ces  circonstances  dans  tout  leur  jour,  il  sufSt 
d'observer  que  la  puissance  F  {Jig.  5i),  appliquée  tangentiel- 
lement à  la  circonférence  du  rouleau  »  décrit  un  chemin  qui 
se  compose  à  la  fois  de  celui  TT^  =  aa„  qui  a  été  parcouru 
par  les  points  de  contact  T  et  a,  et  de  l'arc  TT'=aâ',  qui 
s'est  en  quelque  sorte  déroulé  en  ces  points,  arc  égal  au  che- 
min dont  il  s'agit;  cela  paraîtra  complètement  évident  d'ail- 
leurs, si  l'on  suppose  que  F  agisse  par  l'intermédiaire  d'un  fli 
très-délié,  enroulé  sur  le  cylindre  de  F  vers  T'.  Or  il  en  ré- 
sulte que,  si  l'on  nomme/  la  valeur  absolue  de  l'effort  tan- 
gentiel,  quel  qu'il  soit,  qui  s'exerce  en  a  pour  s'opposer  au 


d'après  Coulomb  i  resterait  constant  quel  que  fût  le  rayon,  ce  qui  ne  parait 
pas  possible  a  priori ,  puisque  i  doit  toujours  être  plus  petit  que  r. 
Vofci  quelques  chiffres  résultant  des  expériences  de  Dupuit: 

Bois  roulant  sur  bois i  =.  0,001 1  ^, 

Fer  roulant  sur  bois  humide ^  =  0,0010 /r, 

Fer  roulant  sur  fer ^  =t  0,0007  ^f 

Roues  sur  chaussées  empierrées ^  =  o,o3     ^. 

Les  expériences  de  M.  Morin  ne  confirment  pas  ces  résultats,  et  tendent  à 
démontrer  que  la  loi  de  Coulomb  est  plus  approchée  de  la  vérité,  dans  les  cas 
ordinaires  de  la  pratique;  d'après  M.  Morin,  i  doTrait  en  outre  augmenter 
quand  la  longueur  de  contact  géométrique  diminue. 

On  admet  généralement  que,  lorsque  le  cylindre  est  sollicité  en  même  temps 
par  des  forces  yerticales  dont  la  résultante  passe  par  l'axe,  et  par  des  forces 
horizontales,  la  résultante,  qui  est  alors  oblique,  passe  aussi  par  le  point  A' 
situé  à  la  disUnce  i  en  atant  de  A,  i  ayant  la  même  Taleur  que  dans  le  cas 
examiné  plus  haut.  (K.) 
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iDOuvement  de  translation  du  rouleau,  de  Télément  de  chemin 
que  décrit  uniformément  son  point  d'application,  dans  le  sens 


de  AB,  sa  quantité  de  travail  élémentaire  étant  mesurée  par 
/ûfe,  celle  de  F  le  sera  par  F.ide,  de  sorte  qu'on  aura  (i5) 

p 

fde=i2¥de    ou    /=2F=:2A-=:- 

Telle  est  donc  la  valeur  absolue  qu'on  doit  attribuer  à  la  ré  • 
sistance,  abstraction  faite  du  point  auquel  est  appliquée  la 
puissance  F,  qui  doit  la  vaincre  dans  l'hypothèse  du  mouve- 
ment uniforme.  Si  F,  par  exemple,  agit  tangentiellement  au 
point  T,  on  aura 

si  elle  agit  tangentiellement  à  une  circonférence  concentrique 

à  celle  du  rouleau  et  de  diamdlre  d,  on  aura,  en  observant 

que  son  chemin  élémentaire  est  à  celui  de/  dans  le  rapport 

de  <f+D  àD, 

D      _  2AP 

valeur  qui  devient,  quand  J==o  ou  que  la  puissance  agit 
directement  en  C, 

F  -  -jj-  -/, 

ce  qui  est  évident  a  priori. 

£nfin  si  F,  au  lieu  d'agir  tangentiellement  à  un  certain 
cercle  concentrique  au  rouleau,  en  des  points  variables  de  la 
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circonférence  de  ce  cercle,  était  constamment  appliquée  en 
un  même  point,  dans  une  direction  d'ailleurs  arbitraire,  son 
expression  serait  très-dijQTérente  de  celle  que  nous  venons  de 
lui  assigner,  et  uniquement  relative  au  rapport  de  sa  vitesse 
virtuelle  à  celle  de  /  ou  du  point  a. 

Quant  au  cas  où  le  rouleau  aurait  une  forme  cylindrique 
distincte  de  la  forme  circulaire,  il  est  évident  que  la  résistance 
absolue  au  roulement  serait  encore  exprimée  par  la  formule 

pourvu  qu'on  prît  pour  P  la  pression  normale  résultant  de 
toutes  les  forces  appliquées  à  ce  cylindre,  dans  la  position 
qu'on  lui  attribue  à  un  certain  instant,  et  que  D  fût  pris  égal 
au  diamètre  du  cercle  osculateur  relatif  au  point  de  contact 
correspondant  à  cette  même  position.  On  trouverait  évidem- 
ment, d'une  manière  analogue,  l'expression  du  frottement  de 
roulement  dans  le  cas  des  surfaces  convexes  de  forme  conti- 
nue quelconque;  mais  nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces 
considérations  purement  théoriques,  et  qui  seraient  sans  uti- 
lité réelle  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances  expérimen- 
tales. 

9.  Usage  du  roulement  pour  faciliter  le  transport  des  far • 
deaux.  —  M.  Régnier,  ancien  conservateur  du  Dépôt  central 
de  rArtillerie,  a  fait,  avec  Ion  dynamomètre  (*),  une  expé- 
rience sur  l'emploi  des  rouleaux  circulaires  pour  traîner  des 
charges  sur  un  pavé  horizontal.  Ayant  d'abord  fait  glisser  di- 
rectement sur  ce  pavé  une  caisse  en  bois  chargée  d'un  poids 
de  240  kilogrammes,  il  a  trouvé  que  l'effort  à  exercer,  dans  le 
sens  du  chemin  décrit,  était  de  i4o  kilogrammes.  Ayant  ensuite 
placé  cette  même  caisse  sur  des  rouleaux  de  0^,086  de  dia- 
mètre, il  a  trouvé  que,  sous  la  même  charge,  l'effort  à  exercer 
n'était  plus  que  de  26  kilogrammes,  ou  environ  7  seulement  du 
précédent;  mais  comme  il  y  avait  à  la  fois  roulement  sur  la 


(*)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique ,  V*  Cahier,  p.  171. 
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caisse  et  sur  le  pavé»  on  n'en  peut  rien  conclure  relativement 
à  la  valeur  qui  doit  être  attribuée  séparément  à  chacune  des 
résistances  qui  naissent  de  ce  roulement. 

Ces  expériences  servent  donc  uniquement  à  prouver  les 
avantages  que  peut  offrir  l'emploi  des  rouleaux  dans  les  con- 
structions publiques 9  avantages  qui  doivent  se  reproduire 
quand  on  substitue  des  sphères,  par  exemple  des  boulets  de 
fonte,  aux  rouleaux,  comme  on  Ta  fait  lors  du  transport  à 
Saint-Pétersbourg  de  l'énorme  rocher  de  granit  qui  sert  de 
piédestal  à  la  statue  de  Pierre  le  Grand  (<).  On  sait  que,  pour 
effectuer  ce  transport,  on  fut  obligé  de  construire,  sous  les 
galets,  des  chemins  à  ornières  en  fonte,  établis  sur  des  mas- 
sifs de  maçonnerie,  et  de  revêtir  d'ornières  parallèles  le  des- 
sous des  brancards  du  traîneau  qui  supportait  le  rocher;  mais, 
comme  ces  moyens  n'auraient  pas  suffi  en  eux-mêmes  pour 
rendre  le  transport  possible  à  l'aide  du  tirage  direct  des 
hommes  et  des  animaux,  on  se  servit,  *pour  augmenter  leur 
action,  d'un  certain  nombre  de  cabestans  amarrés  à  des  pieux 
fichés  en  terre  de  distance  en  distance,  cabestans  dont  nous 
donnerons  un  peu  plus  loin  la  théorie,  d'après  Coulomb,  en 
ayant  égard  au  frottement  et  à  la  roideur  des  cordes. 

10.  Observations  sur  la  manière  d'évaluer  la  résistance  de 
ce  transport,  —  Lorsqu'un  fardeau  est  ainsi  transporté  sur 
des  rouleaux,  il  parcourt  nécessairement  un  chemin  double 
de  celui  que  décrit  leur  centre,  et  c'est  ce  qui  oblige  d^  re- 
porter fréquemment  les  rouleaux  de  l'arrière  à  l'avant  du  traî- 
neau qui  supporte  la  charge.  Cette  opération  occasionne  une 
certaine  perte  de  temps  et  de  travail,  qui  n'a  pas  lieu  dans  le 
transport  par  voiture,  où  la  puissance  est  immédiatement  appli- 
quée à  l'axe  ou  essieu  de  chaque  roue;  mais  alors  cette  perte 
est  remplacée  par  celle  qui  provient  du  frottement  des  essieux, 
et  que  nous  enseignerons  bientôt  à  calculer.  Quant  à  la  manière 
d'évaluer  la  résistance  totale,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
elle  se  conclut  immédiatement  des  observations  qui  pré- 
cèdent. 


(*)  Art  de  bâtir ^  par  Rondelet  :  Transport  des  fardeaux. 
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Il  est  clair,  en  eflfet,  que,  si  un  corps  P  [Jig.  Si)  est  supporté 
sur  un  ou  deux  rouleaux  par  une  face  plane  et  horizontale  DE, 


Fig. 

5a, 

^^^.-^-^^^^^^ 

^^ 

^='j^^^^ 

a 

\" 

-q^m 

1 

m^ 

la  force  F  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  dans  le  sens  de 
cette  face,  pour  vaincre  à  la  fois  sa  résistance  au  roulement 
et  celle  du  plan  horizontal  inférieur  AB,  devra  être  exprimée 
par 

H/-/')=--^(2A^  +  2A'^)=^{A4-A')  =  F, 

/'  étant  la  valeur  absolue  de  la  résistance  tangentielle  qui  se 

développe  en  T  et  T', 
A'  le  coefficient  relatif  aux  substances  en  contact  en  ces 

points. 

Pour  s'en  convaincre  directement,  il  suffit  d'observer  que, 
e  étant  l'élément  du  chemin  décrit,  dans  un  certain  instant, 
par  les  centres  des  rouleaux,  on  devra  nécessairement  avoir, 
dans  la  supposition  du  mouvement  uniforme, 

:iFe=fe-hfe, 

attendu  que  l'arc  développé  en  T  est  simplement  égal  à  celui 
qui  l'est  en  a,  tandis  que  le  chemin  décrit  simultanément  par 
le  point  d'application  de  F  est  le  double  de  cet  arc.  Supposant, 
par  exemple,  que,  dans  l'expérience  citée  de  M.  Régnier  (9), 
les  rouleaux  fussent  de  bois  d'orme  et  la  caisse  de  chêne,  on 
aurait,  d'après  Coulomb  (7), 

A'=  0,00162; 
d'ailleurs 

P  =  24o»'S    D  =  o",  o36,     F  =  25'^«  ; 
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substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  ci- 
dessus,  on  en  déduira 

A  =  0,00738, 

valeur  cinq  fois  plus  forle  que  celle  de  A';  ce  qui  «n'a  rien 
d'étonnant,  puisque  A  se  rapporte  à  la  résistance  d'un  pavé 
qui  pouvait  contenir  des  inégalités  ou  obstacles  considérables. 

De  la  roideor  des  cordes  et  des  courroies. 

11.    Notions  et  formules  sur  la  résistance  provenant  de  la 
roideur  des  cordes.  —  Lorsqu'une  corde  PABQ  (fig.  53)  est 

Fig.  53. 


développée  sur  un  rouleau  ou  sur  une  poulie  mobile  autour  de 
l'axe  C,  et  qu'elle  se  trouve  tendue,  à  Tune  de  ses  extrémités, 
par  un  poids  Q,  que  doit  mettre  en  équilibre  ou  faire  mouvoir 
une  puissance  P  agissant  à  l'autre,  on  observe  que  la  partie 
BQ,  du  côté  de  la  résistance,  sollicitée  par  la  roideur, 
s'écarte  de  la  direction  propre  de  l'effort  Q,  de  sorte  que  le 
bras  de  levier  de  cet  effort  est  augmenté.  La  partie  AP  de  la 
corde  qui  répond  à  la  puissance  P  paratt,  au  contraire,  con- 
server une  direction  qui  se  confond  avec  celle  de  cette  puis- 
sance, attendu  que  le  ressort  de  la  corde  tend  plutôt  à  favo- 

«7- 
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riser  le  déroulement  qu'a  l'empêcher,  et  il  en  résulte  que 
l'enroulement  en  B  produit  seul  l'excès  de  résistance  qu'a  à 
vaincre  la  puissance  P. 

S'il  n'y  avait  pas  de  roideur,  le  poids  P  serait  égal  à  Q;  mais, 
à  cause  ^e  la  roideur,  P  doit  être  augmenté  d'une  certaine 
quantité,  que  Coulomb,  d'après  le  résultat  de  ses  expériences, 
a  trouvée  être  sensiblement  indépendante  de  la  vitesse  du 
mouvement,  et  dont,  pour  les  cordes  ordinaires,  il  représente 
la  valeur  par  la  formule  suivante  : 

dans  laquelle  d  eiD  sont  les  diamètres  respectifs  de  la  corde 
et  de  la  poulie,  exprimés  en  mètres;  Q  la  tension  de  la  partie 
de  cette  corde  qui  subit  l'enroulement  en  B,  tension  qui  est 
censée  donnée  en  kilogrammes;  a  un  poids  constant  qui  se 
rapporte  à  la  roideur  naturelle  de  la  corde,  et  qui  provient  du 
degré  plus  ou  moins  grand  de  tension  ou  de  torsion  des  ûls 
simples  dont  elle  se  compose  (');  b  un  nombre  également 
constant  et  uniquement  relatif  à  l'augmentation  de  roideur 
due  à  la  tension  étrangère  Q;  enfin  [j.  un  autre  nombre  qui 
varie  essentiellement  avec  l'état  de  la  corde. 

Pour  les  cordes  blanches  ordinaires,  [t.  se  trouve  compris 
entre  i  et  2,  selon  le  degré  plus  ou  moins  grand  d'user  ou  de 
flexibilité  naturelle  :  on  a  p.  =  2  pour  les  grosses  cordes 
neuves,  [jl  =  i,  5  =  |  pour  \es  cordes  plus  qu'à  demi  usées, 
enfin  jx  =  i  pour  les  ficelles  très-petites  et  très-flexibles. 

Pour  les  cordes  goudronnées,  il  est  plus  exact  de  rempla* 
cer  d^  par  le  nombre  n  des  fils  de  caret  dont  elles  se  com- 
posent; la  formule  devient  ainsi  simplement 


(^)  Les  aordes  se  composent  de  trois  torons  ou  cordes  moins  grosses, 
entrelacées  et  tordues;  les  torons  sont  formés  d'un  certain  nombre  de  ficelles 
ou  brins  qu'on  nomakejSi4  de  caret. 
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et  la  résistance  ne  varie  plus  sensiblement  avec  le  degré  d'user 
des  cordes. 

12.  Résultat  des  expériences  de  Coulomb,  —  Les  résultats 
des  expériences  que  Coulomb  a  faites  pour  déterminer  les 
valeurs  des  quantités  d^a  ou  na,  d^b  ou  nb,  dont  la  première 
exprime  la  roideur  constante  d'une  corde  d'espèce  et  de  dia- 
mètre donnés,  et  la  seconde  sa  roideur  par  kilogramme  de  la 
charge  ou  tension  Q,  se  trouvent  consignés  dans  le  tableau 
ci-après,  que  nous  empruntons  à  Navier,  Architecture  A/- 
draulique  de  Bélidor,  nouvelle  édition,  page  178,  Note  (bb'). 

Tableau  des  poids  nécessaires  pour  plier  différentes  cordes 
autour  d'un  arbre  de  1  mètre  de  diamètre  ('}. 


aoiDEua 

DIAHÊTEE 

POIDS 

ROIDEUR 

par 

IHBICATIOSf  DBS  COftDEft. 

dea  corde* 

ddi  eordw 

eoDtUnte 

kHogramne 

z=zd. 

par  mètre 

—  d^a 

de  charge 

de  lonioeur. 

z=^dV^6. 

m 

k 

k 

k 

Cordes  blanches  de  3o  fils  de  caret. 

0,03OO 

o,a834 

o,aa2i46o 

0,0097383 

Cordes  blanches  de  i5  fils  de  caret. 

o,oi44 

o,i448 

o,o635i4 

o,oo55i83 

Cordes  blanches  de  6  fils  de  caret. 

o,oo88 

0,0532 

0,010604 

o,oo338o4 

Cordes  gondronnées  de  3o  fils 

0,0236 

0,3336 

0,349600 

0, 0135514 

Cordes  goudronnées  de  1 5  fils 

o,oi68 

o,i633 

0,105928 

0,0060593 

Cordes  goudronnées  de  6  fils 

0,0096 

0,0693 

o,3iao8o 

0,0035968 

Nota,  —  Pour  les  cordes  blanches  mouillées,  de  o^^yOa  et  au-dessus,  il  faut 
prendre  pour  dv-a  le  double  des  nombres  portés  au  tableau.  La  valeur  de  d^a 
augmente  un  peu  aussi  pour  les  cordes  goudronnées,  quand  la  température  est 
au-dessous  de  zéro;  enfin  elle  est  un  peu  moindre  pour  les  cordes  qui  vien- 
nent d'être  récemment  pliées  sur  une  poulie,  ce  qui  prouve  qu'il  faut  un 
certain  temps  pour  que  la  roideur  atteigne  sa  limite  et  que,  si  les  cordes  pas- 
sent sur  des  poulies  consécutives,  leur  résistance  est  au-dessous  de  celle  que 
leur  assigne  Id  tableau  ci-dessus.  On  diminue  d'ailleurs  beaucoup  la  roideur 
des  cordages  en  les  imprégnant  d'un  corps  gras  ou  en  les  frottant  avec  du 
savon. 


(')  Les  cordes  employées  par  Coulomb  étaient  neuves,  composées  de  3  to- 
rons dont  les  fils,  par  suite  de  la  torsion,  avaient  été  réduits  dans  la  fabrication 
au  tiers  de  leur  longueur  priroiUve;  les  expériences  ont  donné,  pour  ces  cordes, 
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13.  Manière  d'appliquer  ces  résultats  au  calcul  de  la  roi-- 
deur  des  cordes.  —  Lorsqu'il  s'agil  d'évaluer  la  roideur  d'une 
corde  donnée  au  moyen  du  tableau,  on  y  choisit  une  corde 
qui,  par  sa  constitution  et  sa  grosseur,  s'éloigne  le  moins  pos- 
sible de  celle-là;  on  substitue  les  valeurs  de  d^a^  d^b  qui  lui 

correspondent,  dans  la  formule  •jr(rf*a-i-d>*6Q),  en  y  rem- 
plaçant D  et  Q  par  les  valeurs  qui  conviennent  au  cas  actuel; 
ce  qui  revient,  comme  on  voit,  à  calculer  la  roideur  de  la 
corde  du  tableau,  supposée  enroulée  sur  le  même  tambour, 
et  sollicitée  par  le  même  poids  Q. 
Cela   posé,  d'  étant  le  diamètre  de  la  corde  à  calculer, 

-jj-(rt-hèQ)  sera  sa  roideur,  puisque  a,  6,  Q  et  D  ont  les 

mêmes  valeurs  que  ci- dessus;  donc  il  suffira  de  multiplier 

le  résultat  obienu  pour  la  corde  du  tableau  par  le  rapport 

d^       /d'\v^ 

^  —  [^)  ^   ^"  prenant  pour  /i  un  nombre  relatif  au  degré 

d'user  de  la  corde  (*},  conformément  à  ce  qui  a  été  prescrit 
ci-dessus. 
Pour  les  cordes  goudronnées,  il  faudra  multiplier  le  même 

résultat  par  le  rapport  —  du  nombre  des  fils  de  caret  des  deux 

cordes. 

14.  De  la  force  absolue  et  du  poids  des  cordages  (').  —  Afin 
de  ne  rien  omettre  d'essentiel  de  ce  qui  concerne  les  cordes, 


yui  =  1,75  moyen nemeot;  pour  des  cordes  presque  hors  d'état  de  servir,  Cou- 
lomb a  trouvé  /a  =s  i,4o-  I^s  nombres  adoptés  ci-dessus  sont  un  peu  plus  forts, 
ce  qui  tend  à  augmenter  l'estimation  de  la  roideur  et  n'a  aucun  inconvénient 
pour  l'usage  qu'il  s'agit  d'en  faire  dans  la  pratique  {'voir  la  Théorie  des  ma- 
chines simples  de  Coulomb,  Mémoires  des  Stwants  étrangers^  t.  X). 
(  *  )  D'après  la  Note  qui  précède,  il  faudrait,  pour  une  plus  grande  exactitude, 

multiplier  le  résultat  obtenu  par  le  rapport  -jf-^'t  mais,  comme  l'exposant  1,75 

diffère  très-peu  des  limites  q  et  i  ,60  adoptées  pour  les  cordes  d'une  certaine 
grosseur,  on  peut,  sans  inconvénient,  supposer  avec  ffavier,  l'exposant  de 
d'  égal  à  yui. 

(')  Consulter,  à  ce  sujet,  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  (3*  édi- 
tion.) 
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nous  ajouterons,  d'après  Coulomb»  qu'on  ne  doit  jamais  les 
charger  au  delà  de  4o  kilogrammes  par  fil  de  caret,  quoique, 
en  général,  elles  puissent  soutenir,  sans  se  rompre,  de  5o  à 
60  kilogrammes.  Les  cordes  mouillées  perdent  près  du  |  de 
leur  force,  et  la  résistance,  à  diamètre  égal,  n'est  pour  les 
cordes  goudronnées  guère  que  les  |  ou  les  7  de  celle  des 
cordes  blanches. 

D'après  les  expériences  de  Duhamel,  la  résistance  des  cordes 
blanches  à  la  rupture  serait  proportionnelle  au  carré  du  dia« 
mètre;  mais  elle  augmente  dans  un  rapport  un  peu  plus  grand 
que  leur  poids  sous  l'unité  de  longueur  et  que  le  nombre  des 
fils  de  caret  dont  elles  se  composent  :  d  étant  le  diamètre 
d*une  telle  corde  exprimé  en  centimètres,  on  pourra,  d'après 
Navier  [voir  l'Ouvrage  cité,  page  182,  Note  6c),  représenter 
la  force  nécessaire  pour  la  rompre  par  ^00  d*  kilogrammes; 
cette  valeur  peut  d'ailleurs  différer,  en  plus  ou  en  moins,  de 
I  de  la  véritable,  selon  la  qualité  du  chanvre  et  les  circon- 
stances de  la  fabrication. 

Ces  différents  résultats  ne  s'appliquent  d'ailleurs  qu'aux 
cordages  fabriqués  d'après  l'ancienne  méthode;  ceux  qui  le 
sont  d'après  les  procédés  de  fabrication  introduits  par  M.  Hu- 
bert, à  l'arsenal  de  la  Marine  de  Rochefort,  outre  qu'ils  ont  plus 
de  souplesse,  offrent  encore  un  surcroît  de  résistance  qui 
augmente  proportionnellement  au  nombre  des  fils  de  caret. 

Il  est  quelquefois  utile  de  connaître  le  poids  des  cordages 
dont  le  diamètre  est  donné;  on  le  trouvera  d'après  cette  règle, 
qui  nous  a  été  communiquée  par  le  célèbre  ingénieur  dont  il 
vient  d'être  parlé  :  Prenez  le  f  du  carré  de  la  circonférence 
du  cordage  exprimé  en  pouces  :  le  résultat  sera,  en  livres,  le 
poids  d'une  brasse  de  5  pieds  de  longueur  de  ce  cordage. 
Nommant  c  le  nombre  des  centimètres  contenus  dans  cette 
circonférence,  le  poids  du  mètre  courant  du  cordage  sera 
ainsi  exprimé  par  la  formule 

0,00826c'  kilogrammes. 

J  5.  De  la  roideur  des  lanières  et  courroies.  —  Nous  avons  vu , 
dans  la  Section  II,  qu'au  lieu  de  cordes  on  se  servait  souvent. 
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dans  les  machines,  de  courroies  et  lanières  en  cuir  de  Hon- 
grie,  larges  et  d'une  petite  épaisseur,  qu'on  renforce  quelque- 
fois sur  les  bords  extérieurs.  Comme  ces  courroies  ont  ordinai- 
rement une  flexibilité  très-grande,  leur  roideur  donne  lieu 
à  une  résistance  assez  faible  et  qu'on  pourrait,  à  la  rigueur, 
négliger  dans  les  calculs.  Néanmoins,  si  l'on  veut  en  tenir 
compte,  on  pourra,  en  attendant  des  expériences  spéciales  à 
ce  sujet,  supposer  que  leur  résistance  est  sensiblement  la 
même  que  celle  d'un  assemblage  de  petites  cordes  superpo- 
sées et  ayant  un  diamètre  égal  à  leur  épaisseur  aux  divers 
points  ;  c'est-à-dire  qu*on  se  servira  encore,  pour  évaluer  cette 
résistance,  de  la  formule  du  n^  11  ci-dessus;  il  faudra  multiplier 
ensuite  le  résultat  par  un  coefficient  numérique  représentant 
le  nombre  des  cordelles  qui  sont  censées  entrer  dans  la  com- 
position delà  courroie  (*  );  on  choisira  d'ailleurs,  pour  l'expo- 
sant [j.  qui  entre  dans  cette  formule,  des  valeurs  en  rapport 


(')  Ralentissement  dans  Us  transmissions  par  courroies,  —  La  transmission  des 
vitesses  par  poulies  et  courroies  ne  peut  jamais  se  faire  rigoureusement  dans 
le  rapport  inverse  des  rayons  des  poulies;  il  se  produit  toujours  un  ralentis- 
sement pour  l'arbre  mené,  ralentissement  qui,  dans  beaucoup  de  circonstances, 
peut  avoir  une  valeur  relative  assez  considérable  pour  qu'il  soit  nécessaire  d*y 
avoir  égard  dans  le  calcul  des  diamètres  des  poulies. 

Considérons  une  poulie  A  transmettant  le  mouvement,  à  l'aide  d'une  cour- 
roie, à  une  poulie  B  montée  sur  un  arbre  parallèle  à  celui  de  la  poulie  A; 
soient  R  et  u  le  rayon  et  la  vitesse  angulaire  de  la  poulie  A,  R'  et  w'  le  rayon 
et  la  vitesse  angulaire  de  la  poulie  B;  supposons  de  plus  qu'une  force  F  agisse 
tangentiellement  à  la  poulie  B,  en  sens  contraire  du  mouvement. 

Si  le  mouvement  uniforme  est  établi,  le  brin  conduisant  de  la  courroie  se 
trouve  à  une  tension  T,  le  brin  mené  à  une  tension  T',  et  la  difiërence  de  ces 
tensions  T  —  T' est  égale  à  F.  Or  la  courroie,  étant  composée  d'une  matière  élas- 
tique, ne  peut  pas  passer  d'une  tension  à  une  antre  sans  changer  de  longueur, 
en  sorte  que,  si  nous  prenons  deux  points  quelconques  sur  la  courroie  en  mou- 
vement, la  distance  de  ces  deux  points  variera  avec  la  tension  à  laquelle  est 
soumise  la  portion  considérée.  Quelle  que  soit  la  loi  de  la  variation  de  la  ten- 
sion de  la  courroie  en  ses  différents  points,  il  est  évident  que  son  mouvement 
a  tous  les  caractères  d'un  mouvement  permanent,  et  que  par  suite  la  quantité 
de  matière  qui  passe  aux  différents  points  dans  le  même  temps  est  la  même;  il 
faut  pour  cela  que  la  longueur  naturelle  de  courroie  qui  passe  aux  différents 
points  dans  le  même  temps  soit  constante,  en  entendant  par  longueur  naturelle 
d'une  portion  de  courroie  soumise  à  une  certaine  tension  la  longueur  qu'elle 
aurait  si  cette  tension  était  nulle.  Si  donc  /'est  la  longueur  de  courroie  à  la 
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avec  le  degré  plus  ou  moins  grand  de  flexibilité  qu'on  sup- 
pose à  la  courroie,  d'après  la  durée  de  son  emploi  et  la  nature 
du  cuir  qui  la  compose. 

Des  expériences  qui  ont  été  faites  à  Anzin,  puis  répétées  à 
Metz,  prouvent  que,  lorsque  les  courroies,  convenablement 
tendues,  servent  à  communiquer  le  mouvement  à  des  tam- 
bours différents,  la  vitesse  est  transmise  d'un  axe  à  un  autre 
sans  une  perte  appréciable;  et  il  en  est  ainsi  probablement 
encore  des  cordes  sans  Qn  employées  au  même  usage.  Cette 
circonstance  tient  au  frottement  qui  s'exerce  aux  différents 
points  de  contact  avec  les  tambours,  et  dont  l'intensité,  crois- 
sant très-riapidement  avec  la  tension  et  l'arc  embrassé,  em- 
pêche la  courroie  de  glisser  sous  la  différence  des  efforts  qui 
la  sollicitent  à  ses  extrémités.  Comme  cette  propriété  est 
une  qualité  précieuse  dans  beaucoup  de  cas,  nous  allons  ici 
en  rappeler  la  théorie. 

tension  V  qui  s'enroule  dans  un  temps  0  sur  la  poulie  B,  il  se  déroulera  de  cette 
poulie,  pendant  le  même  temps,  une  longueur  /  de  courroie  à  la  tension  T,  qui 
sera  telle  que  sa  longueur  naturelle  soit  la  même  que  celle  qui  correspond  à 
la  portion  enroulée  /'.  Il  est  clairi  d'après  cela,  que,  contrairement  à  ce  que 
l'on  admet  ordinairement,  la  longueur  géométrique  de  courroie  qui  s'enroule 
sur  la  poulie  dans  le  temps  $  est  plus  faible  que  la  longueur  géométrique  qui 
se  déroule  dans  le  même  temps,  et  que,  par  suite,  il  se  produit  forcément  sur 
la  poulie  B  un  glissement  dans  le  sens  du  mouvement. 

On  reconnaîtra  de  même  que  la  longueur  de  courroie  enroulée  dans  le 
temps  $  par  la  poulie  A  est  plus  grande  que  la  longueur  géométrique  qui  se 
déronle  dans  le  même  temps,  et  que,  par  suite,  il  se  produit  un  glissement 
de  la  courroie  en  sens  inverse  du  mouvement. 

On  démontre  facilement  que,  sur  chacune  des  deux  poulies,  il  y  a  contact 
sans  glissement  suivant  les  génératrices  sur  lesquelles  commence  l'enroulement, 
en  sorte  que  les  longueurs  de  courroies  enroulées  dans  un  temps  6  par  les 
poulies  A  et  B  sont  fiotO  à  la  tension  T  et  K'ta'ô  h  la  tension  T'. 

Si  nous  exprimons  l'égalité  des  longueurs  naturelles  qui  correspondent  à  ces 
longueurs,  nous  aurons,  en  représentant  par  a  l'allongement  de  l'unité  de 
longueur  de  courroie  sous  l'unité  de  tension. 


d'où  l'on  tire 


Le  rapport  des  vitesses  est  donc  égal  au  rapport  inverse  des  rayons,  multiplié 


i-+-«ï~i-t-«l'* 

«' 

i^aT'  R 

ta 

~i-haT  R' 

Digitized  by  VjOOQIC 


1266  COURS  DE  HfiCAMlQOB 

Frottement  des  cordes  et  courroies  antour  des  cylindres  immobiles. 

16.  Relation  générale  entre  la  puissance  et  la  résistance, — 
Soit  P  une  puissance  sollicitant  la  résistance  Q  par  l'intermé- 
diaire de  la  corde  ou  courroie  MAN  (Jig.  54)  enroulée  sur  un 

Fig.  54. 


cylindre  immobile  dont  C  est  le  centre;  il  est  évident  qu'à 
l'instant  où  P  commencera  à  vaincre  Q,  en  faisant  glisser  la 
corde  sur  le  cylindre,  son  intensité  devra  être  égale  à  celle 
de  Qy  augmentée  du  frottement  développé  le  long  de  Tare 
MÂN,  par  les  pressions  normales  résultant  des  tensions  qui 
ont  lieu  aux  différents  points  de  la  corde. 

Nommant  r  le  rayon  du  cylindre,  t  la  tension  d'un  élément 
quelconque  ab  =  ds  de  la  corde,  t'^t-^dt  la  tension  de  l'élé- 
ment suivant  bc  du  côté  de  P,  aTangle  en  (  formé  extérieure- 
ment au  cylindre  par  ces  éléments  ou  tensions, /le  coeflQcient 


par  un  coefficient  qui  ne  peut  devenir  égal  à  Tunité  que  quand  lei  deux  ten- 
sions sont  égales,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  il  n'y  a  aucun  traTail  à  transmettre,  il 
se  produit  donc  toujours  un  ralentissement,  contre  lequel  le  moyen  ordinaire- 
ment employé,  c'est-à-dire  l'augmentation  de  la  tension  initiale,  est  un  remède 
insuffisant  plus  nuisible  qu'utile,  en  ce  sens  qu'il  augmente  les  résistances  pas- 
sives de  la  transmission.  On  peut  déterminer  les  limites  de  ce  coefficient  de 
ralentissement  dans  les  conditions  ordinaires  d'installation:  on  trouve  qu'il  est 
compris  entre  i  et  0,98;  la  perte  de  vitesse  peut  donc,  dans  certains  cas,  s'élever 
à  près  de  3  tours  pour  loo;  cet  effet  n'a  ordinairement  rien  de  bien  Càcheux  pour 
un  seul  renvoi;  mais,  dans  les  usines,  on  est  fort  souvent  obligé  de  recourir  à 
un  grand  nombre  de  transmissions  intermédiaires,  et  l'on  obtient  alors  dea  dif- 
férences très-notables  entre  les  vitesses  réelles  et  les  vitesses  sur  lesquelles  on 
comptait.  (  Note  sur  les  transmissions  de  mouvement  à  l'aide  de  courroies,  par 
M.  KreU,  Annales  des  Mines,  t.  I,  6«  série;  1863.)  (K.) 
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du  froltement  relatif  aux  substances  en  contact;  l'accroisse- 
ment  de  tension  dt  sera  évidemment  égal  au  frottement  qui 
s'exerce  sur  l'élément  ab^  en  vertu  de  la  pression  normale 
qu'il  supporte,  pression  qui  n'est  autre  chose  c|ue  la  compo- 
sante /'sina  de  /',  perpendiculaire  à  la  direction  de  ce  même 
élément,  et  qu'on  peut  considérer  comme  égale  simplement  à 

ta, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au 
premier. 

Mais  l'angle  a,  formé  par  les  éléments  consécutifs  ab  et  bc 
de  la  courbe,  étant  lui-même  égal  à  l'angle  des  normales  ou 
rayons  correspondants  du  cylindre,  lesquels  embrassent  entre 
eux  un  arc  mesuré  par  ds,  on  a  ds  =  ar^  et  partant 

j,      r.         ftd^  ai       fds 

Intégrant  cette  dernière  équation  depuis  le  point  N,  pour  le- 
quel s=o  et  /=Q,  jusqu'au  point  M,  pour  lequel  5=arcMAN=:5 
et  /  =  P,  il  viendra 

logP-logQ  =  log^=/'  (•), 


(*)  Nommant  0  l'arc  qui,  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité, 
mesure  l'angle  embrassé  par  lot  normales  extrêmes  de  l'arc  s,  on  aura 

relation  qui  devient  applicable  à  un  cylindre  ou  à  une  courbe  I^AM  quelconque, 
0  étant  toujours  l'arc  qui  mesure  l'angle  compris  entre  les  normales  des  points 
extrêmes  N  et  M  de  cette  courbe. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  a,  dans  les  mêmes  hypo- 
thèses, les  relations 

dont  la  dernière  t'intègre  immédiatement,  quelle  que  soit  la  manière  dont  varient 
6  et  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point.  On  voit  donc  que  le  frottement  des 
cordes  sur  les  cylindres  dépend  bien  moins  de  la  forme  et  de  l'étendue  de 
l'arc  embrassé  que  de  l'ouverture  de  l'angle  compris  entre  les  normales  des 
extrémités  de  cet  arc. 
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que  Ton  peut  mettre  sous  cette  autre  forme,  en  nommant 
e  =  2,718282  la  base  des  logarithmes  hyperboliques  ou  né- 
périens, 

^-  fs 


P  =  QC-,     /.P  =  /.Q  4-  6,4342945  -^ 


la  caractéristique  /  désignant  les  logarithmes  des  Tables  ordi- 
naires. 

Si  P,  au  lieu  d'entratner  Q,  était  sur  le  point  d'en  être  en- 
traîné, on  aurait  évidemment 

P  =  Q^""^'=-^,     /.Pz=:/.Q- 0,4342945^. 

Les  valeurs  de /se  trouveront  dans  les  tableaux  des  coeffi- 
cients de  frottement;  pour  les  cordes  de  chanvre,  on  peut,  en 
attendant  des  expériences  plus  étendues  à  ce  sujet,  supposer/ 
seulement  égal  à  o,33  quand  ces  cordes  sont  usées  et  que  les 
cylindres  sont  eux-mêmes  polis  par  le  frottement  ('). 

17.  Usage  du  frottement  des  cordes  dans  les  arts  et  appli- 
cation particulière.  —  On  utilise  souvent,  dans  les  arts,  ce 
frottement  des  cordes  dans  la  vue  de  diminuer  l'effort  néces- 


(*)  Loi  des  tensions  d'une  courroie  sur  une  poulie  en  mouvement.  —  Si  nous 
considérons  une  poulie  menée  {fig,  65  ),  il  s'enroule,  en  chaque  élément  de  iem|M 
(Note  du  n^  15)  une  longueur  /'  de  courroie 
^'^^'  ^^'  à  la  tension  T',  il  s'en  déroule  une  autre  /  à  la 

tension  T,  /  et  /'  correspondant  à  une  même 
longueur  primitiTC.  En  négligeant  l'influence  de 
l'inertie  de  la  courroie,  les  tensions  aux  diffé- 
rents points  du  parcours,  à  un  instant  quelconque, 
sont  les  mêmes  que  si,  la  courroie  tout  entière 
étant  supposée  primitivement  à  la  tension  T', 
^ss^^  on  avait  augmenté  progressivement  la  tension 

^N.  du  brin  menant  depuis  la  valeur  T'  jusqu'à  la 

X^  valeur  T,  la  poulie  restant  immobile,  car,  lors- 

que les  poulies  sont  en  mouvement,  il  n'y  a  pas 
glissement  au  point  d'enroulement  B,  à  moins  qu'il  n'y  ait  glissement  total,  en 
sorte  que  la  tension  en  ce  point  reste  toujours  égale  à  T'. 
Si  t  désigne  la  tension  en  un  point  quelconque  M,  et  j3  l'angle  formé  par  le 


^ 
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saire  pour  souienir  un  fardeau  ou  pour  mettre  en  équi- 
libre une  résistance  quelconque  très-grande.  Par  exemple, 
lorsque  les  tonneliers  veulent  descendre  une  pièce  de  vin 
dans  une  cave,  le  long  d'un  escalier  rapide,  ils  la  posent  sur 
un  petit  traîneau  ou  sur  deux  pièces  de  bois,  formant  un  plan 
incliné,  dont  la  résistance  retarde  déjà  le  mouvement  jusqu'à 
un  certain  point;  mais,  comme  cela  ne  suffirait  pas  pour  qu'un 
ou  deux  hommes  pussent,  sans  risque,  soutenir  la  pièce 
contre  Taction  de  la  gravité,  ils  enroulent  les  deux  bouts  du 
cordage  autour  de  deux  pièces  de  bois  cylindriques  inclinées 
et  appuyées,  par  le  bas,  sur  le  sol  de  la  rue,  et,  vers  le  haut, 
contre  le  mur  de  la  porte  de  cave;  la  résistance  produite  par 
l'enroulement  diminue  considérablement  l'effort  qu'ils  au- 
raient à  exercer  en  agissant  directement  sur  les  cordages  qui 
soutiennent  la  pièce. 

Supposons  que  la  tension  de  ces  cordages^  qu'il  sera  facile 
de  calculer  au  moyen  de  la  théorie  du  plan  incliné  qui  sera 
exposée  un  peu  plus  loin,  soit  de  5oo  kilogrammes;  que  le 
rayon  des  cylindres  soit  de  o",o8;  qu'enfin  la  corde  fasse  trois 
révolutions  autour  de  ces  cylindres;  on  aura  ici,  en  supposant 
la  corde  usée  et  les  cylindres  polis  par  le  frottement, 

Q  =  5oo»^S     r=o«,o8, 

î^=6,a2o,    /=ro,33,    0,43429^^  =  2, 78832, 


nyon  passant  par  ce  point  M  arec  le  rayon  passant  par  le  point  A  de  tangence 
de  l'élément  qui  se  déroule  à  la  tension  T,  on  a  la  relation  T  =  r«/^  qui  donne 
la  loi  de  variation  des  tensions.  Si  ^j  est  la  valeur  de  /3,  pour  laquelle  t  devient 
égal  à  T'-,  il  y  a  glissement  total  de  la  courroie  dans  le  cas  où  j8|  est  plus  grand 
que  l'angle  embrassé  a;  si  )9,  est  plus  petit  que  a,  il  existe  un  point  N  tel,  que 
la  portion  de  courroie  comprise  entre  N  et  B  conserve  sa  tension  première  T', 
et  que  la  tension  varie  entre  N  et  A,  de  T'  à  T,  d'après  la  loi  T  =  te^K 

Si  nous  considérons  la  poulie  menante,  la  répartition  des  tensions  est  la 
même  que  si,  la  courroie  étant  d'abord  à  la  tension  T,  on  avait  diminué  pro- 
gressivement la  tension  du  brin  mené  depuis  la  valeur  T  jusqu'à  la  valeur  T'; 
la  tension  augmentera  donc,  d'après  la  loi  indiquée,  de  T'  à  T,  depuis  le  point 
de  déferlement  à  la  tension  T'  jusqu'en  un  certain  point  N,,  et  conservera  la 
valeur  T  depuis  ce  point  jusqu'au  point  d'enroulement  du  brin  menant. 
{Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences ,  3  mars  1873.)  (K.) 
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/.P  =  /.Q -0,43429'^     el    P=iro^8i4o5 


pour  l'effort  à  exercer  sur  chacun  des  deux  cordages  de  re- 
traite. 

C'est  que,  à  l'aide  du  frottement  des  cordes  sur  les  rouleaux» 
un  seul  homme  peut  faire  descendre  un  canon  de  24,  sus- 
pendu à  une  chèvre,  sans  exercer  un  très-grand  effort,  et  c'est 
encore  ainsi  que,  dans  la  marine,  on  modère  le  mouvement 
des  vaisseaux  qu'il  s'agit  de  lancer  à  la  mer,  en  les  plaçant  sur 
des  chantiers  ou  pièces  de  bois  inclinées  sçus  un  certain  angle 
à  l'horizon  et  les  retenant  par  des  cordages  enroulés  sur  des 
cylindres  fixes. 


m. 


Applications  aux  machines  simples. 


Frottement  d'un  corps  sur  un  plan  incliné. 

18.  Ca>s  où  la  puissance  est  inclinée  d'une  manière  quel- 
conque^ —  Soit  Q  {Jig.  56}  le  poids  d'un  corps  posé  sur  un 
plan  AB  incliné  à  l'horizon,  suivant  un  angle  ABC  =  a;  on 
suppose  ce  corps  sollicité,  de  bas  en  haut,  par  une  puis- 
sance P  formant,  avec  la  direction  du  plan  AB,  l'angle  p,  et 

Fig.  56. 


qui  est  comprise  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  àl'ho- 
rizontale  B  du  premier.  La  pression  normale  résultant  de  P 
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et  de  Q  sur  AB  sera  ici  Q  cos«  —  P  sln^,  donnant  lieu  au  frot- 
tement 

/(Qcosa  — Psin(3). 

Quant  aux  composantes  des  forces  suivant  le  plan,  elles  seront 
Qsina  et  P  cos(3;  on  aura  donc»  pour  calculer  la  force  P,  qui 
serait  sur  le  point  de  faire  monter  le  corps  le  long  de  AB, 


d'oîi 


Pcosj3  — Qsin  a=: /(Qcosa  — PsinP), 


p  _  sina-h/cosg^ 


cos(3  -h/sin(3 


En  changeant  le  signe  de /dans  cette  expression,  on  aura 
évidemment  l'effort  nécessaire  seulement  pour  empêcher  le 
corps  d'être  entraîné  par  son  propre  poids;  et,  pour  que  cet 
effort  soit  nul,  il  faudra  évidemment  qu'on  ait 

sina— /cosa  =  o    ou    tanga—/ 

c'est-à-dire  que  le  plan  AB  devra  faire  avec  l'horizon  un 
angle,  nommé  cm^e  du  frottement  y  dont  la  tangente  trigonô- 
métrique  soit  égale  au  coefBcient/;  l'observation  directe  de 
l'angle  sous  lequel  un  corps  est  sur  le  point  de  glisser  le  long 
d'un  plan  donnerait  donc  la  valeur  du  rapport  du  frottement 
à  la  pression  ;  mais  il  faut  remarquer  que  cette  valeur  est  pres- 
que toujours  supérieure  à  celle  qui  a  lieu  pendant  le  mouve- 
ment même  du  corps. 

19.  Cas  particuliers,  —  Quand  P  est  parallèle  à  AB  (Jig.S'j  ), 


Fig.  57. 


..  i   i> 


A  i.t  i 


*  UNlVfJKSITY  OK 

l'     (JALIFORXIA. 


P  =  o;  quand  P  agit  au-dessous  du  plan,  (3  est  négatif;  enfin, 
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quand  P  est  horizontal^  (3  =  —  «^  de  sorte  qu'on  a 

p_Qsing-f-/cosg_Q  tangg-4-/  ^ 
^  cosa  — /sina  i  — /tanga  * 

valeur  qui  devient  infinie  lorsque  tanga  =  -7i)  ce  qui  indique 

que,  quelle  que  soit  la  grandeur  qu'on  attribue  à  P,  elle  ne 
saurait  alors  faire  remonter  le  corps  le  long  du  plan  AB.  La 
même  circonstance  se  reproduit  d'ailleurs  dans  le  cas  général, 

pour  une  valeur  de  (3,  telle  que  tang(3  =  —  ^• 

Quant  à  la  mesure  de  la  pression  normale  supportée  par  le 
plan  incliné  dans  le  cas  où  P  est  liorizontal,  elle  sera  évidem- 
ment donnée  par  la  formule 

N  =  Qcosa4-P  sina  =  Q  lcosa-+-sina '^. —  ) 

\  cosa— /sinay 

Q 

cosa— /sina* 

20«  Angle  le  plus  at^anlageux  du  tirage.  —  En  différen* 
liant  l'expression  générale  de  P  par  rapport  à  |3  et  égalant  le 
résultat  à  zéro,  on  trouve  que  le  minimum  de  Teffort  néces* 
saire  pour  faire  monter  Q  le  long  du  pjan  AB  a  lieu  quand 
tang|3  =/,  cette  force  agissant  d'ailleurs  au-dessus  du  plan  AB 
et  de  bas  en  haut,  comme  l'exprime  \^Jig»  56;  mais  il  n'en 
faut  pas  conclure,  pour  cela,  que  la  valeur  du  travail  que 
développera  alors  cette  puissance  soit  elle-même  un  mi- 
nimum par  rapport  à  celle  du  travail  utile  que  suppose  l'élé- 
vation du  poids  Q.  En  effet,  le  rapport  de  ces  quantités  de 
travail  est  évidemment 

Pcosp_    I  -4-/cota 
Q  sin  a  "~  I  -h/tang  j3  * 

quantité  qui  décroît  Indéfiniment  à  mesure  que  tang^  aug- 
mente. 

Pour  compléter  cette  discussion,  qui  est  entièrement  appli- 
cable au  frottement  de  la  vis,  dont  il  sera  question  plus  loin , 
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on  remarquera  que,  lorsque  Fangle  d'inclinaison  a  du  plan  est 
plus  petit  que  l'angle  du  frottement,  ou  que  tanga-</,  non- 
seulement  il  n'est  plus  nécessaire  d'appliquer  au  corps  une 
force  pour  l'empêcher  de  descendre  sur  ce  plan,  mais  encore 
qu'il  enïaut  une  pour  l'y  contraindre.  Par  exemple,  dans  le 
cas  de  la  fig.  67,  et  en  supposant  une  force  horizontale  P'  ti- 
rant de  0  vers  P',  à  l'opposé  de  P,  il  faudrait,  pour  faire  des- 
cendre le  corps,  que  Ton  eût 

p/__  Q^OSg  —  ^^"^  :::^Q  /""  ^^"^^  , 

cosa  +/sina  i  -t-/tanga' 

valeur  qu'on  obtient  en  changeant  le  signe  de  /  et  posant 
(3  =  180  —  a  dans  l'équation  ci-dessus  (19). 

Frottement  du  coin. 

2i.  Notions  préliminaires,  —  On  peut,  en  général,  nommer 
coin  tout  corps  solide  posé  entre  deux  ou  plusieurs  autres  et 
sollicité  par  des  forces  quelconques,  qui  sont  mises  en  équi- 
libre par  les  efforts  de  réaction  que  le  corps  éprouve  de  la 
part  de  ceux-ci,  normalement  à  sa  surface  de  contact  avec 
eux.  Reibplaçant,  en  effet,  cette  surface  par  le  plan  tangent 
correspondant,  ce  plan  et  tous  ses  semblables  formeront,  par 
leur  rencontre  mutuelle,  un  angle  solide  ou  espèce  de  coin , 
qu'on  pourra  substituer  à  la  considération  du  premier  corps, 
et  qui  se  trouvera  placé  absolument  dans  les  mêmes  circon- 
stances, quant  aux  effets  physiques.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
nous  bornerons  à  exposer  la  théorie  du  coin  ordinaire,  tel 
qu'on  le  déOnit  dans  les  éléments  de  Statique,  en  faisant  ob- 
server que  cette  théorie  s'applique,  d'une  manière  analogue, 
aux  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Soit  donc  ABC  (jig.  58)  un  coin  triangulaire  dont  les  faces 
latérales  ou  côtés  AC  et  BC  s'appuient  en  T  et  T^  contre  deux 
autres  corps,  ou  contre  deux  parties  d'un  même  solide  dont  il 
s'agit  de  produire  l'écartement  au  moyen  de  la  puissance  P 
appliquée  extérieurement  et  perpendiculairement  contre  la 
tête  AB  du  coin.  Soient  N  et  N'  les  efforts  de  réaction  qu'il 

18 
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supporte  en  T  et  T'  et  du  dehors  en  dedans»  normalement  à 
ses  côtés  ÂC  et  BC;  ces  efforts  produiront  les  frottements 


/N,/'N'  agissant  le  long  de  ces  mêmes  côtés,  de  bas  en  haut, 
c'est-à-dire  en  sens  contraire  du  mouvement  que  tend  à  faire 
nattre  la  puissance  P.  Dans  l'état  général  de  la  question,  où  le 
coin  serait  sollicité  par  des  puissances  quelconques,  ou  même 
par  une  puissance  unique  agissant  perpendiculairement  à  sa 
télé,  mais  en  un  point  arbitraire,  il  est  clair  qu'il  pourrait  ten- 
dre à  tourner  ou  à  glisser,  soit  latéralement,  soit  transversale- 
ment, ce  qui  donnerait  Heu  à  de  nouvelles  résistances  dont  il 
faudrait  tenir  compte  dans  les  calculs;  mais,  comme  ces  effets 
sont  étrangers  à  celui  qu'il  s'agit  de  produire,  et  qu'ils  tendent 
à  consommer  inutilement  du  travail  moteur,  on  a  toujours 
soin,  dans  les  arts,  de  les  éviter;  ce  qui  suppose  que  l'action 
de  la  puissance  P  soit  comprise  dans  le  plan  des  forces  de 
réaction  N,  N',/N,/'N',  et  que  ces  dernières  aient  une  ré- 
sultante commune,  égale  et  précisément  contraire  à  P.  D'ail- 
leurs on  peut  ici  négliger  entièrement  l'action  de  la  gravité  ou 
du  poids  du  coin,  vis-à-vis  des  forces  de  réaction  qui  se  déve- 
loppent dans  les  cas  les  plus  ordinaires. 
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Enfin  il  parait  évident  encore  que,  lorsque  le  coin  ABC  re- 
pose, par  plusieurs  points  ou  même  par  une  infinité  de  points» 
sur  les  corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  ce  qui  arrive  tou- 
jours, les  forces  N  et  N\/N  el/'N  ne  sont  autre  chose  alors 
que  les  résultantes  générales  des  forces  parallèles  de  chaque 
espèce,  appliquées  en  ces  différents  points  et  dont  il  n'est  pas 
indispensable  de  connaître  la  valeur  particulière. 

22.  Équilibre  du  coin  dans  l'hypothèse  où  il  ne  tourne  pas. 
~  Pour  établir,  dans  ces  hypothèses,  la  théorie  du  coin  en 
ayant  égard  au  frottement,  nous  supposerons  qu'on  décompose 
chaque  force  en  deux,  l'une  parallèle  et  l'autre  perpendicu- 
laire à  la  direction  de  la  tète  AB.  Nommant  a,  (3  et  y  les  angles 
en  A,  B,  C  du  triangle  ABC  qui  représente  le  profil  transversal 
du  coin ,  et  faisant  attention  au  sens  de  l'action  de  chaque 
force,  on  écrira  séparément  que  la  somme  des  forces  paral- 
lèles de  chaque  groupe  est  égale  à  zéro;  ce  qui  donnera  les 
deux  équations 

P  —  Ncosa  —  N'cosp  — /Nsina  — /'  N'sin(3  =  o, 
Nsina  —  N'  sin(3  -/N  cosa  -+-/'N'cos(3  =  o  ('), 

desquelles  on  tire 

pj/_  jj  sing— /cosa  ^ 
sin(3— /'cos(â* 
P(sin(3-/^cosl3) 
U  -ff)siny  +  (/+/')cosy' 
-^,__ V(s\na  —  fcosa 


(')  Pour  exprimer  la  condition  que  le  coin  ne  tend  pas  à  tourner  dans  le 
plan  ABC,  il  suffira  d'écrire  que  la  somme  des  moments  des  forces,  prise 
par  rapport  à  un  point  quelconque  de  ce  plan,  est  égale  à  zéro  :  en  choisissant, 
par  exemple,  le  sommet  G  pour  ce  point,  abaissant  la  perpendiculaire  CK  sur 
la  direction  de  P,  on  aura  {fig,  58),  en  faisant  attention  au  sens  de  l'action  des 
forces  et  attendu  que  les  bras  de  levier  de  /N  et  f'fi'  sont  nuls, 

P.CK  -i-  W.  Cr  —  N.CT  =  0, 

de  laquelle  on  déduira  CK  et,  par  suite,  AS,  quand  GT  et  CT'  seront  données 
à  priori, 

i8. 
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en  observant  qu'on  a  ici 

sin(a -H  P)  — siny    et    cos(a -H  (3J  ~  —  cosy. 

Ces  diverses  relations  montrent  que  les  efforts  de  réaction 
N  et  N'  sont  déterminés  quand  P  est  donné  a  priori^  ainsi  que 
les  autres  quantités  dont  ils  dépendent;  en  y  supposant  d'ail- 
leurs/et/' égaux  à  zéro,  on  retombera  sur  les  équations  d'é- 
quilibre ordinaire  du  coin. 

23.  Cas  oà  le  côiii  tend  à  être  repoussé  par  la  réaction  des 
deux  corps;  caractère  auquel  on  recc^mait  cette  circonstance. 
—  Lorsque»  par  suite  de  l'action  plus,  ou  moins  prolongée  de 
la  puissance  P,  le  coin  s'est  enfoncé  jusqu'à  un  certain  point 
entre  les  deux  corps  que  Ton  considère,  il  arrive  ordinaire- 
ment que,  en  vertu  de  l'élasticité  des  matières  qui  les  compo- 
sent, ou  des  résistances  actives  auxquelles  ils  sont  soumis;  les 
efforts  de  réaction  N  et  N'  continuent  à  subsister»  bien  que  la 
puissance  P  cesse  entièrement  son  action  ;  alors  il  peut  acrîTer 
de  deux  choses  l'une,  ou  que  le  coin  soit  repoussé  en  arrière 
de  la  position  qu'il  occupe,  ou  qu'il  soit  maintenu,  dans  cette 
position,  par  les  frottements  qui  se  développent  en  T  et  T'. 
Dans  le  premier  cas,  il  serait  nécessaire  d'appliquer,  perpen- 
diculairement à  la  tête  du  coin,  une  certaine  force  P,  agissant 
de  haut  en  bas,  pour  le  maintenir  au  degré  d'enfoncement  où 
il  est  parvenu.  Afin  de  reconnattre  et  de  discuter  chacune  de 
ces  circonstances,  il  suffit  d'observer  que,  dans  le  mouvement 
d'ascension  du  coin,  les  frottements/N,/'N'  s'exercent  pré- 
cisément dans  une  direction  contraire  à  celle  que  nous  leur 
avons  supposée  en  premier  lieu;  changeant  donc  leurs  signes 
dans  les  équations  ci-dessus,  la  valeur  P.,  qu'on  en  déduira, 
exprimera  la  force  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  au  coin, 
pour  faire  équilibre  à  N  et  N'  ;  on  trouvera  ainsi 

p  ^N[(i-/rsiny-^(/+/-)cosy] 
«  *  sin(3  -4-/^cos(3 

^  M- 1^'  -//'')^'"y  "-  (f'^f)^o^y] 

sina-i-/cosa 
Quant  à  la  relation  entre  N  et  N',  elle  exprime  simplement  une 
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le^mo 


la 

on, 

ogU 

puis- 

)ihèse 

I  n'aura 

•  chemin 

,  son  point 

sera  facile, 


Supposons  qu'il 
I  'lont  tous  les  points 
:ttmun  parallèle  à  la 

m  infiniment  petit  dé- 

tipplicaiion  de  P,  dans 

i»i  au  même,  la  distance 

Mil  censées  représenterles 

l'He  du  coin  ; 

Dcosy 
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ce  qui  est  évident,  puisque,  en  supposant  P  assigné  à  priori^  la 
pression  N%  sur  la  face  BC,  doit  être  nulle  d'après  les  équations 

Fig.  59. 


posées  au  (n®  22),  qui  donnent  alors  simplement 

P  ,.  P 


N'  =  o,     N  = 


cosa  4-/sina 


=:Pcosa  =  - 


s/^-^r 


attendu  qu'on  a  tanga  =/. 

Dans  le  fait,  la  solution  du  n^  22  suppose  implicitement 
que  le  coin  ne  tourne  pas,  ce  qui,  dans  le  cas  actuel,  exige 
(voir  la  Note  annexée  à  ce  numéro)  que  l'on  ait 

P.CK  =  N.CT=:P.cos«C.T    ou    CK  =  CTcosa, 

relation  qui  indique  que  la  direction  de  P  doit  passer  par  le 
point  T.  S'il  en  était  autrement,  les  conditions  de  la  question 
seraient  totalement  changées,  et,  la  rotation  tendant  à  se  faire 
autour  du  point  T  sans  glissement  en  ce  point,  il  conviendrait 
d'établir  simplement  l'équilibre  entre  les  forces  N',  f'W  et  P, 
dans  l'hypothèse  d'un  tel  mouvement  et  sans  égard  à/N,  ce 
qui  serait  facile. 

25.  Des  coins  combinés.  —  Il  arrive  souvent,  dans  les  artSi 
qu'on  se  sert  à  la  fois  de  plusieurs  coins  appuyés  les  uns  contre 
les  autres,  pour  comprimer  fortement  certains  corps  capables 
de  résister  ou  dQ  céder  plus  ou  moins  à  leur  action  :  c'est  ce 
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qui  arrive,  par  exemple,  dans  les  presses  dites  presses  à  coin 
et  dans  tous  les  assemblages  de  corps  qu'il  s'agit  de  lier  par 
leur  compression  réciproque;  or  la  puissance  unique,  ou  les 
diverses  puissances  appliquées  simultanément  et  extérieure- 
ment à  ces  coins  étant  données,  il  sera  toujours  possible  et 
même  facile,  au  moyen  de  ce  qui  précède,  de  calculer  en  va- 
leur de  ces  puissances  les  forces  de  compression  ou  de  réac- 
tion qui  sollicitent  chaque  coin,  et,  finalement,  les  efforts  que 
produisent  les  coins  extrêmes  contre  les  obstacles  considérés; 
comme  aussi ,  ces  mêmes  efforts  étant  connus,  on  pourra 
trouver  les  valeurs  des  puissances  qu'ils  seraient  capables  de 
vaincre  en  forçant  les  coins  à  se  relâcher.  Mais,  en  procédant 
à  ce  calcul,  il  faudra  faire  attention  que,  pour  chaque  point 
de  contact  ou  chaque  face  commune  à  deux  coins  contigus, 
les  forces  de  compression  réciproque,  telles  que  N  et  N',  et 
les  résistances  /N  et  /'N'  qui  en  résultent,  sont  nécessaire- 
ment égales  et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  la 
même  valeur  absolue  pour  les  deux  corps,  la  même  direction, 
mais  sont  respectivement  opposées  entre  elles.  Enfin,  s*il  s'agit 
de  calculer  les  quantités  de  travail  même  des  différentes  puis- 
sances ou  résistances  appliquées  à  ces  coins,  dans  l'hypothèse 
d'un  mouvement  rectiligne  très-lent  ou  uniforme,  on  n'aura 
qu'à  multiplier  riotensiié  de  chacune  d'elles  par  le  chemin 
que  décrit,  entre  deux  positions  données  du  système,  son  point 
d'application  dans  sa  direction  propre,  ce  qui  sera  facile, 
comme  on  va  le  voir. 

26.  Mesure  du  travail  utile  dans  le  coin.  —  Supposons  qu'il 
s'agisse  du  coin  ABC,  considéré  au  n^'  22,  et  dont  tous  les  points 
sont  censés  animés  d'un  mouvement  commun  parallèle  à  la 
direction  de  P.  Soit  de  (fig.  60)  le  chemin  infiniment  petit  dé- 
crit, à  un  certain  instant,  par  le  point  d'application  de  P,  dans 
sa  direction  propre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance 
entre  les  parallèles  ÂB  et  a6,  qui  sont  censées  représenter  les 
deux  positions  successives  de  la  tête  du  coin  ; 


Prf«  =  N(/^ 


l^  ('  -/Psiny  -^  (f^f)cosy 
sin(î— /'cos|3 
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sera  évidemmenl  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée, 
par  P,  entre  les  deux  positions  dont  il  s'agit. 


Fig.  60. 

p! 


Si  Ton  veut  comparer  cette  quantité  de  travail  à  celles  que 
développent  réellement  et  en  sens  contraire  les  pressions 
normales  N  et  N',  il  ne  s'agira  que  de  remarquer  que  la  vitesse 
virtuelle  Ti  de  la  première  est  rfecosa,  et  celle  Vf  de  la  se- 
conde decos^,  de  sorte  que  (22) 

Nrfecosa  -h  N'rftf  cos(3 

sera  la  quantité  de  travail  dont  il  s'agit,  quantité  qu'on  obtien- 
drait Immédiatement  en  observant  que,  si  l'on  suppose/et/' 
nuls  dans  la  première  des  équations  du  n®  22,  qu'on  nhiltiplie 
ensuite  tous  ses  termes  par  rfe,  elle  devra  donner  pour  Prfe 
précisément  la  valeur  de  la  quantité  de  travail  cherchée.  L'ex- 
pression de  ce  travail  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  .   /             N'       A       ^  .  siny  — (f-+-/')cosaco?p 
Nrf.(^cos«  4-^cosp)  =^de  ^^^^eosp 

Le  rapport  de  cette  quantité  de  travail  à  celle  que  développe 
réellement  la  puissance  P,  en  vertu  des  résistances  étrangères 
qui  sollicitent  le  coin,  simultanément  avec  les  pressions  nor- 
males N  et  N',  aura  ainsi  pour  valeur 

siny  —  (/+/^)cos«cos(3 
(i-/jr')slny4-(/^/')cosy' 
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27.  Influence  de  la  forme  et  des  dimensions  du  coin  sur 
l'effet  utile.  —  Celle  expression  montre  que,  si  Tangie  y  du 
tranchant  du  coin  est  donné,  le  travail  des  pressions  N  et  N', 
qui,  abstraction  faite  des  circonstances  accessoires  (*),  doit 
être  considéré  comme  l'effet  utile,  a  son  minimum  relatif 
quand 

cosacosp  =  0, 

ce  qui  suppose  que  l'un  des  angles  en  A  et  B  soit  droit. 

Par  exemple,  si  (3  est  cet  angle,  le  rapport  ci-dessus  de- 
viendra ^ 

tangy i 

(t-^ff')U,ngy-^f^f  -  i-^' -+-(/-♦- /')iang«' 

fraction  qui,  elle-même,  croit  indéûniment  à  mesure  que  a 
diminue  ou  que  y  augmente. 

Au  contraire,  l'expression  générale  du  rapport  de  l'effet 
utile  à  la  quantité  de  travail  dépensé  sera  un  minimum  quand 
cosacos^  obtiendra  sa  plus  grande  valeur,  c'est-à-dire  quand 
on  aura 

cosa  =  cosP; 

d'où 

2tanga 


a  =  P,     y  =  20o*>— 2a,     langy  = 


—  tangua 


ce  qui  répond  au  coin  isoscèle  qu'on  emploie  fort  souvent  dans 
les  arts.  La  valeur  que  prend  alors  le  rapport  dont  il  s'agit  est 

siny  —  (/-t-/^)cos'og 


siny(i-^')  +  (/+/')cosy 

atangg— /— / 


2tanga{i-^')-(/-f-/')(i- langea) 


(*)  On  remarquera,  en  effet,  que  les  pressions  normales  N  et  N'  ne  produi- 
sent pas  seulement  Técartement  des  deux  corps  entre  lesquels  le  coin  est  inter- 
posé, mais  encore  la  compression,  le  refoulement  sur  elles-mêmes  des  molécules 
qui  avoisinent  les  points  de  contact  T  etT'  de  ces  corps,  refoulement  qui  peut 
être  étranger  à  l'effet  qu'il  s'agit  réellement  de  produire,  et  qui  augmente  à 
mesure  que  l'angle  y  du  tranchant  devient  plus  obtus,  de  sorte  qu'il  faut  con- 
cerolr  le  travail  P.<i!p  partagé  en  deux  autres,  dont  l'un  réponde  au  refoulement 
de  la  matière  et  l'antre  à  l'écartement  général  subi  par  les  deux  corps. 
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Pour  discuter  celte  expression,  nous  supposerons /=/', 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  des  applications;  elle  de- 
viendra alors  divisible  par  !&(tanga  — /*}»  ce  qui  la  réduira  à 
celle-ci 

I 
i4-/tanga' 

dont  la  valeur  crott  encore  indéfiniment  à  mesure  que  a, 
diminue. 

28.  Conclusion.  —  Il  résulte  clairement,  tant  de  cette  der- 
nière discussion  que  de  la  précédente,  quMl  y  a,  toutes  choses 
égales  d'ailleurs,  de  l'avantage  à  prendre  y  le  plus  grand  pos- 
sible; mais,  comme  cet  angle  est  susceptible  (23)  d'une  limite 
supérieure,  au  delà  de  laquelle  le  coin  serait  repoussé  si  l'ac- 
tion de  la  puissance  P  avait  des  intermittences,  comme  les 
différents  usages  auxquels  on  applique  le  coin  exigent  que  ce 
même  angle  ait  une  certaine  acuité,  afin  de  hâter  la  séparation 
des  corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  on  voit  qu'il  arrivera 
toujours  que  les  résistances  nuisibles  absorberont,  en  pure 
perte,  une  portion  notable  du  travail  dépensé  par  la  puis- 
sance P. 

Supposant,  par  exemple,  le  coin  isoscèle  et  ayant  pour  base 
la  moitié  de  sa  hauteur,  ce  qui  donne 

tanga  =  4; 

faisant  en  outre /=  0,62,  ce  qui,  d'après  les  expériences  de 
M.  Horin,  revient  au  cas  du  fer  glissant  à  sec  sur  du  chêne,  on 
trouvera  que  l'effet  utile  n'est  que  les  y  environ  de  la  quantité 
du  travail  dépensé. 

29.  Application  aux  presses  à  coin.  —  Considérons  le  sys- 
tème de  l^Jig*  61,  qui  sert  à  comprimer  de  la  matière  placée 
en  Q;  la  puissance  P  agit  sur  la  tète  d'un  coin  ABC  qui  peut 
glisser  entre  des  pièces  soutenues  verticalement  et  mobiles 
dans  le  sens  horizontal.  On  a,  d'après  ce  qui  précède,  pour 
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exprimer  les  pressions  N  et  W  en  fonction  de  P,  les  relations 
(22) 

j^_  P(sinp— /cos(3  ' 

""  (i-y/')siny  +  (/-h/')cosy' 

N'—  P(slng— /cosg) 

(i-Ojr'jsiny +  (/-♦. /'jcosy' 

d'une  autre  part,  on  a,  pour  la  condition  d'équilibre  entre  les 

Fig.  6i. 


A    :  B 


pressions  N  et  N',  la  résistance  Q  et  la  pression  N''  exercée 
verticalement  sur  le  support  de  la  presse, 

Ncosa  +/Nsina  —  N"—  o, 
Nsina  --/Ncosa  -  Q  '-f''W'=  o. 


d'où 


N"=  N(cosa  -+-/sina), 
N(sina— /cosa)=Q+/''N(cosa-f-/sin«). 


On  en  tire,  en  la  combinant  avec  la  valeur  de  N  en  P, 


Q  = 


P(8inp— .rcosp) 


[9ina(i-jOr')-(/4-/'')cos«]. 


(i— y/')8in7  -+-  l/-+-/')cos7  ' 
Si /=/'=/",  ainsi  que  cela  a  ordinairement  lieu,  cette  valeur 
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de  Q  se  réduit  à 

^            P(sin|3  — /*cosS)       r  •      /        x^x         r  ^' 

Q  =  7 W-Ç — :^ —  [sina(i— /»)  — a/cosal; 

de  plus,  si  (3  =  ioo%  «  =  ioo<»—  y,  elle  devient 

Q  _  P[cosy(i  —f)  -  2/siny]  __  ^   i  — /»-  a/tangy 
(J— /")sinyH-2/cosy  (i— /*)langy -4- 2/ 

Quant  au  travail  utile  de  la  résistance  Q,  il  a  pour  expression, 
en  appelant  de'  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  son  point 
d'application  pendant  que  P  parcourt  de^ 

Qrfe'=Q(/etangy, 

attendu  que 

de'      . 

^  =  ungy; 

par  suite,  le  rapport  de  l'effet  utile  au  travail  dépensé  Pde  est 

Qrf^-_QtanRy_   j^p^^fu^n^y 
ede^       P       ~  (i~/»)tangy  +  2/'      ^'^* 

Dans  les  hypothèses  de  /=  o,  08,  ce  qui  correspond  à  des  sur- 
faces de  bois  bien  graissées  et  de  tangy  ==  ^,  ce  rapport  de- 
vient 

0,583, 

c'est-à-dire  que  le  travail  utile  est  les  o,583  du  travail  moteur; 
mais  si,  au  lieu  de  bois  bien  graissés,  on  emploie,  comme  cela 
a  souvent  lieu,  des  bois  mouillés  d'eau,  du  chêne,  par  exemple, 
poux  lequel /=  0,25,  et  qu'on  ait  toujours  tangy  =  \  =  o,25, 

on  trouve 

£=0,276, 

ce  qui  montre  l'avantage  d'employer  des  corps  bien  graissés. 
Le  coin  étant  d'un  usage  universel  dans  les  arts  et  formant 
la  base  de  tous  les  outils  ou  instruments  tranchants,  nous 
avons  cru  utile  d'insister  quelques  instants  sur  la  théorie, 
dont  nous  verrons  d'ailleurs  plusieurs  applications  dans  ce 
Cours. 
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Frottement  des  pièces  maintenues  dans  une  direction  inyariable, 
par  des  gnides,  des  coulisses,  etc. 

30.  Cas  oà  les  forces  sont  comprises  dans  le  plan  des  guides. 
—  Soit  (fig.  62)  une  pièce  quelconque  d'une  machine,  dirigée 
dans  son  mouvement  par  une  tige  prismatique  ÂB,  glissant 
entre  les  guides  ou  prisons  a  et  a! y  qui  l'obligent  à  se  mouvoir 

Fiff.  63. 

A. 


-IJ? 


dans  le  sens  de  son  axe.  Supposons  d'abord  que  les  forces  qui 
sollicitent  activement  cette  pièce  soient  comprises  dans  un 
même  plan  passant  par  cet  axe  et  par  les  points  d'appui  a  et  a' 
appartenant  aux  surfaces  de  contact  de  la  tige  et  des  guides, 
surfaces  qui  elles-mêmes  sont  ici  censées  d'une  petite  étendue 
et  perpendiculaires  au  plan  dont  il  s'agit.  Concevons,  pour  la 
simplicité,  chacune  des  forces  proposées  décomposée  en  deux 
autres,  en  son  point  d'application,  l'une  parallèle  et  l'autre 
perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe  ÂB  de  la  tige;  il  naîtra, 
de  la  réaction  de  toutes  ces  forces,  des  pressions  N  et  N'  nor- 
males aux  points  d'appui  a  et  a',  et  donnant  lieu  aux  frotte- 
ments /N  et/'N',  qu'on  devra  comprendre  au  nombre  des 
résistances  qui  s'opposent  au  mouvement  de  la  tige. 
Pour  montrer  généralement  comment  on  peut  évaluer  N 
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et  N',  nous  considérerons,  en  particulier,  l'un  quelconque  m 
des  points  d'application  des  forces,  et  nous  nommerons  : 

X.  et  Y  les  sommes  des  composantes,  perpendiculaires  et  pa- 
rallèles à  ÂB,  qui  sollicitent  ce  point; 
y  la  distance  de  X  à  a'; 
X  celle  de  Y  à  AB,  c'est-à-dire  mb; 
l  celle  de  a  à  a',  mesurée  sur  la  direction  de  l'a^ e  ÂB. 

Enffh  nous  conviendrons  de  regarder  comme  positive  toute 
composante  qui  tendra  à  faire  cheminer  la  tige  B  vers  A,  ou 
de  b  vers  m,  en  l'obligeant  ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  à  s'ap- 
puyer contre  les  prisons  de  gauche;  et,  par  suite,  nous  regar- 
derons comme  négatives  celles  qui  tendraient  à  faire  mouvoir 
en  sen^  contraire  cette  même  tige,  le  sens  des  composantes 
étant  d'ailleurs  indiqué  par  les  flèches  de  la  figure. 

La  force  +  X  pourra  donc  être  décomposée  en  deux  autres 
parallèles  et  donnant  lieu  aux  pressions 

Xr                   X(/-~r) 
+  — -  en  a,     H i"^  ^^  ^* 

Quant  à  la  force  -+- Y,  on  sait,  d'après  la  théorie  des  cou- 
ple^ qu'elle  peut  être  remplacée  par  une  force  -h  Y  agissant 
dans  le  sens  de  l'axe  AB,  et  par  un  couple  perpendiculaire  à 
AB,  donnant  lieu  aux  pressions  normales 

Yx  Xx  , 

p  en  a,     -+-->-  en  a\ 

Donc  les  pressions  totales  résultant  de  l'action  de  X  et  de 

Y  seront  (>) 

Xr     Yor  X(/-r)     Yx 

>^^_ena,     -1-^-- -4- —  en  a'. 


(*)  Influence  de  l'épaisseur  des  tiges  guidées — Les  formules  du  texte  sont 
indépendantes  des  dimensions  transversales  des  pièces  guidées,  ce  qui  tient  à 
ce  que  les  points  de  contact  sont  supposés  implicitement  se  trouver  sur 
l'axe  AB.  Ordinairement  il  n*en  est  pas  ainsi  dans  la  pratique,  et,  quoique  l'in- 
fluence de  la  largeur  de  la  tige  soit  généralement  très-peu  considérable,  il  peut 
quelquefois  être  utile  de  ne  pas  la  négliger.  Pour  en  tenir  compte,  il  suffit,  en 
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Opérant  de  ia  même  manière  pour  toutes  les  autres  com- 
posantes parallèles  ou  perpendiculaires  à  ÂB,  et  observant 
d'ailleurs  que  celles  qui  agissent  dans  le  sens  propre  de  cet 
axe  ne  donnent  pas  lieu  à  des  couples,  la  pression  totale 
pourra  être  représentée  par 

pressions  dont  chacune  tendra  d'ailleurs  à  faire  appuyer  la 
lige  contre  le  guide  de  gauche  ou  de  droite,  selon  qu'elle  sera 
positive  ou  négative. 

La  résultante  ou  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  la 
direction  propre  de  l'axe  ÂB  pouvant,  en  outre»  être  repré- 
sentée par 

2Y, 

on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  de  toutes  les  forces,  dans 


conserrant  le  mode  de  raisonnement  adopté  par  Tanteur,  d'ajouter  aux  pres- 
sions normales  calculées  dans  le  texte  celles  qui  proviennent  des  frottements 
/N,  /N'  le  long  des  faces  latérales  de 'la  tige.  Conservons  les  conventions  fuites 
dans  le  texte  au  sujet  des  signes;  supposons  le  mouvement  ascendant  et  désignons 
par  3  e  la  largeur  de  la  tige  ;  les  frottements  latéraux  peuvent  être  remplacés  par 
des  forces/N, /N'agissant  suivant  Taxe,  et  par  des  couples  dont  le  sens  varie 
suivant  que  le  contact  a  lieu  à  droite  ou  à  gauche  et  qui  donnent  lieu  à  des 

pressions  normales  toujours  représentées  par  y  (N  +  N')  en  a  et  par 
_  ^  (N  -+-  N')  en  «'.  On  trouve  ainsi 


N  =  X-^- 

.Y^  +  ^(N-i-N'),    N'=X^^-h 

il  en  résulte 

N-+-N'=:X 

et 

(0 

N=-.X-^-YÎ-4-^X, 

w 

„.      X'7^-^Y^      ^^X. 

f-f(N-^N'), 


Les  formules  du  teite  sont  donc  rigoureusement  applicables  quand  Tune  des 
trois  quantités  e,/,  X  est  nulle. 
On  peut  établir  plus  simplement  ces  relations  sous  la  même  forme,  en  écri- 
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la  supposition  où  le  mouvement  se  ferait  de  B  vers  A, 

^(Y)=r/(N^N') 

qui  donnera  la  puissance  en  fonction  des  résistances  et  dans 
laquelle  il  ne  faudra  prendre  que  les  iraleurs  absolues  de  N  et 
de  N'  ou  des  quantités  comprises  entre  parenthèses,  puisque 
le  frottement  agit  toujours  dans  le  sens  contraire  du  mouve- 
ment, quelle  que  soit  la  direction  des  pressions  qui  le  font 
naître. 

S'il  arrive,  en  particulier,  que  ces  quantités  soient  loules 
deux  de  même  signe,  on  aura  simplement,  en  les  addition- 
nant, 

2(Y)=/2{X); 

mais  cette  circonstance  n'est  qu'accidentelle,  et  il  conviendra 
toujours  de  commencer  par  traiter  la  question  dans  l'hypothèse 
la  plus  générale,  ainsi  que  cela  sera  expliqué  dans  le  n"  32  ci- 
dessous.  * 

31.  Exemple  relatif  au  frotiemenl  des  iigea  de  pilons.  — 
Supposons,  par  exemple,  que  AB  (Jlg.  63)  soit  la  tige  verticale 
d'un  pilon,  dont  Q  soit  le  poids,  y  compris  celui  de  cette  tige, 
et  qui  soit  sollicité  verticalement,  de  bas  en  haut,  par  la  près* 
sion  P  d'une  came  tangente  en  m,  à  la  surface  inférieure,  et 

vant  les  équations  des  moments  des  forces  qui  sollicitent  la  tige  par  rapport 
à  chacun  des  deux  points  de  rencontre  de  l'axe  atec  les  horizontales  passant  par 
les  points  de  contact. 

Les  équations  (i)  et  (3)  permettent,  suivant  la  nature  des  données  et  d'après 
le  signe  de  leur  second  membre,  soit  de  reconnattre  où  se  trouvent  les  con- 
tacts, soit  d'établir  les  conditions  nécessaires  pour  que  ceux-ci  se  fassent  en 
deux  points  désignés. 

Pour  compléter  les  conditions  d'équilibre,  il  faudra,  conformément  au  texte, 
joindre  aux  équations  (i)  et  (2)  celle  qui  exprime  que  la  somme  des  forces 
d*  frottement  des  guides  est  égale  en  valeur  absolue  à  la  somme  des  projec- 
tions sur  l'axe  des  jr  des  forces  agissant  en  m  et  des  forces  extérieures  dirigées 
suivant  l'axe;  cette  équation  est  de  la  forme  2Ys:/(N  +  N'),  et  il  faudra 
avoir  soin  d'y  affecter  N  et  N'  du  signe  -+■  ou  du  signe  — ,  suivant  que  le  con- 
tact correspondant  est  à  gauche  ou  à  droite  de  l'axe.  (K.) 
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horizontale  mb  d'un  mentonnet.  Cette  pression  donnant  lieu 
à  un  frottement'  qui  s'exerce  suivant  mb  de  droite  à  gauche, 


et  qui  est  mesuré  par/'P,  si  l'on  désigne  par/'  le  coefficient 
relatif  aux  substances  en  contact,  on  aura  ici 


N=/'Pf-f^. 


X=/'P,     Y  =  P, 

(l-y) 


N'=/'P' 


P.r 


/ 


(') 


(*)  Dans  cet  exemple,  l'iDQaence  de  la  largeur  de  la  tige  est  négligeable;  on 
a,  en  effet  (Note  du  n»  30), 

N=/'Pf-P^+//'Pj,     N'  =  /'P^  +  pf:-//'pf, 

expressions  dans  lesquelles  le  terme  ff  j  Pa  une  valeur  très-petite  par  rapport 

à  celle  des  antres  termes. 

Lorsque  la  disposition  est  celle  de  la^?^.  63,  où  la  came  agit  en  dehors  de 
la  face  latérale  de  la  tige,  entre  les  plans  horizontaux  des  deux  guides,  ce  qui 
suppose  i>j'  et  a:>  «,  la  tige  porte  toujours  à  gauche  sur  le  guide  inférieur, 
attendu  que  la  condition  N' >  o  ou  x^-ff'e  —/'{l  —  jr)  est  toujours  remplie. 
Le  contact  supérieur  sera  à  gauche   ou   à   droite,  suivant  que    l'on    aura 

'9 
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et,  par  suite, 

P-Q=/(pf-/'P-^) +/-(P7+/'P^-^) 

-'/pf-'.^'^-+jîr'T' 

en  observant  que/'P  Y  doit  généralement  être  inférieur  ici 

P^ 

à  -r-î  et  par  conséquent  N  négatif.  De  la  on  tire 

expression  qui  montre  qu'il  y  a  de  l'avantage,  pour  la  puis- 
sance P,  à  diminuer  a?  et  à  augmenter  la  distance  /  qui  sépare 
les  points  d'appui  a  et  a'. 

Si,  au  contraire, /'P^  l'emportait  sur  P-ji  ou  si  x  était 

moindre  que/'j^,  on  aurait  simplement 

valeur  bien  différente  de  celle  qui  précède. 


X  <  ou  >/'j^'^/f'e',  il  résulte  de  là  que,  lorsque  la  tige  est  menée  par  la 
came  sur  une  certaine  longueur,  elle  peut  porter  en   diagonale  jusqu'à  une 

hauteur  donnée  par  /  =  y>  — fe  et  s'appliquer  ensuite  sur  les  deux  guides  de 

gauche;  de  telles  circonstances  doivent  être  évitées,  attendu  que  le  déplace- 
ment des  portées,  pendant  le  mouvement,  peut  occasionner  des  chocs  f2icheux. 
Lorsque  les  deux  contacts  ont  lieu  du  même  côté,  la   troisième  équation 
(Note  du  no  30)  devient 

P-Q=/(N-4-N')=y7'P, 

qui  donne  pour  P  la  valeur  du  texte;  quand  les  contacts  sont  sur  la  diagonale, 
on  a 

P-Q=/(N'-N), 
d'où  Ton  tire 

Ql 


p  = 


i-2Ax-fre)-i-//'{7jr^l) 


On  reconnaît  par  là  que,  lorsque  la  distance  de  la  came  à  l'axe  de  la  tige  dé- 
passe une  certaine  limite,  le  mouvement  ascendant  devient  impossible.  (K.) 
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32.  Obsetvaiions  relatives  au  cas  oà  les  surfaces  frottantes 
des  guides  ont  une  certaine  étendue.  —  Lorsque  les  surfaces 
frottantes  des  guides  ont  une  grande  étendue,  par  exemple  si 
les  guides  distincts  a  et  a'  se  trouvent  remplacés  par  des  rai- 
nures ou  coulisseaux  continus,  les  valeurs  des  pressions  N 
et  N'  semblent  être  entièrement  indéterminées,  attendu 
qu'elles  se  répartissent  sur  un  nombre  infini  de  points;  mais 
en  observant  que  les  surfaces  antérieures  et  postérieures  des 
guides  ou  rainures  sont  parallèles  et  laissent  entre  elles  et  la 
tige  un  jeu  indispensable,  il  est  aisé  de  se  convaincre  que 
cette  indétermination  n'a  pas  lieu;  car,  de  deux  choses  Tune, 
ou  la  tige  s'appuiera  tout  entière  sur  une  même  face  de  la 
rainure,  ou  elle  s'appuiera,  par  un  bout,  sur  l'une  des  faces 
et,  par  l'autre,  sur  la  face  opposée.  Dans  le  premier  cas,  les 
pressions  N  et  N'  seront  de  même  signe,  et  leur  somme,  re- 
présentant la  pression  totale,  sera  indépendante  de  la  considé- 
ration des  pressions  élémentaires  en  chaque  point  et  se  ré- 
duira simplement  à  la  somme  2(X)  des  composantes  des 
forces  perpendiculaires  à  l'axe  AB  de  la  tige;  dans  le  second, 
cette  tige  s'appuiera,  par  ses  faces  opposées,  sur  les  arêtes  qui 
limitent,  vers  le  haut  et  vers  le  bas,  les  faces  des  rainures,  de 
sorte  que  les  pressions  N  et  N'  agiront  en  des  points  déter- 
minés, comme  dans  le  cas  ci-dessus,  où  ces  surfaces  étaient 
censées  très-peflites;  mais,  attendu  qu'on  ignore  à  l'avance  le- 
quel des  deux  cas  a  lieu,  on  devra  d'abord  résoudre  la  ques- 
tion dans  la  secotfde  hypothèse,  qui  est  la  plus  générale,  et 
s'assurer,  d'après  les  résultats  du  calcul,  si  les  valeurs  qui  en 
résultent  pour  N  et  N'  n'auraient  pas  le  même  signe,  auquel 
cas  il  conviendrait  de  prendre  simplement 

/(N-f-N'):=2(X), 

abstraction  faite  de  ce  signe,  ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus  (30). 
Ces  observations  sont  principalement  applicables  aux  châs- 
sis porte-outils  des  machines,  qui  sont  guidés  dans  leur  mou- 
vement par  des  languettes  en  forme  de  tenons  ou  de  cou- 
teaux, glissant  dans  des  rainures  ou  feuillures  d'un  profil 
analogue;  mais,  comme  alors  on  a  deux  systèmes  distincts  de 
guides  à  considérer,  il  est  bon  de  remarquer  que  le  mode  de 

'9- 
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solution  reste  le  même  que  s'il  n'y  en  avait  qu'un  seul, 
pourvu  que  les  forces  agissent  d'une  manière  symétrique, 
par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  châssis  et  qui  divise 
en  deux  parties  égales  l'intervalle  compris  entre  les  guides; 
or  cela  arrive»  en  effet,  presque  toujours  dans  les  machines 
bien  établies.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  décomposer 
chaque  force  dans  son  propre  plan,  comme  cela  a  été  indi- 
qué au  n^  30,  puis  décomposer  de  nouveau  les  pressions 
perpendiculaires  qui  en  résultent  sur  les  deux  extrémités  du 
châssis  en  d'autres  agissant  en  chaque  point  réel  d'appui, 
ce  qui  conduirait  à  des  difficultés  particulières  dans  certains 
cas,  et  dont  on  ne  se  tirerait  qu'en  ayant  égard  à  la  force  de 
ressort  plus  ou  moins  grande  de  Tassemblage  du  châssis. 

33.  Cas  oà  le  châssis  est  sollicité  par  une  force  parallèle  à 
son  plan  et  perpendiculaire  à  la  direction  des  guides,  — 
Quant  au  cas  où  le  châssis  serait  pressé  latéralement  par  des 
forces  parallèles  à  son  plan  et  perpendiculaires  à  l'axe  du 
mouvement,  non-seulement  elles  donneront  lieu  à  une  pres- 
sion et  à  un  frottement  sur  la  tête  des  languettes,  mais  encore 
à  des  pressions  sur  leurs  faces  parallèles  au  châssis,  lesquelles 
modifieront  celles  qui  proviennent  des  au- 
tres composantes  des  forces. 
Soit^g^.  64  la  coupe  transfersale  du  chàs- 
Jl^  î  sis,  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction 
des  guides  a  et  a\ 


Fig.  64. 

C, 


rnu-jc-^  - 


i ! 


l' 


II 


a' 


Z  une  force  agissant  dans  ce  plan,  parallèle- 
ment à  l'axe  CD  du  profil  de  ce  châssis; 

X  la  distance  mb  de  cette  force  ou  de  son 
point  d'application  à  l'axe  CD; 

z  celle  de  la  projection  b  de  ce  point  au  point 
d'appui  de  l'une  des  coulisses; 

/'  enfin  la  distance  entre  les  points  d*appuî 
a  et  a'  mesurée  suivant  CD. 

On  remplacera  la  force  Z  par  une  autre 
égale,  agissant  dans  la  direction  de  l'axe  CD,  et  produisant 
sur  la  tête  de  la  languette,  en  a,  un  frottement  qui  pourra 
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êire  représenté  par  /2,  ei  par  un  couple  agissant  en  a  et  a' 
perpendiculairement  aux  faces  des  coulisses  dont  la  valeur 
sera 

abstraction  faite  du  signe  qu'on  pourra  déterminer,  dans 
chaque  cas»  suivant  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus,  et  qu'il 
faudra  d'ailleurs  combiner  avec  les  pressions  provenant  des 
autres  composantes  des  forces  proposées,  qui  agissent  aux 
extrémités  supérieures  et  inférieures  du  châssis. 

Frottement  des  tourillons  des  pièces  de  rotation. 

3i.  Frottement  dans  les  coussinets  cylindriques.  —  Les 
pièces  à  mouvement  de  rotation  sont  montées  sur  des  arbres 
qui  sont  soutenus  en  des  points  convenablement  espacés  par 
des  paliers  (Jig.  65  et  66);  ceux-ci  sont  munis  de  coussinets  dd' 


Fig.  65. 


Vue  de  face. 


Coupe  du  ptller  par  l'axe  de  l'arbre. 


qui  embrassent  l'arbre  le  long  d'une  partie  que  l'on  nomme 
tourillon  et  guident  la  rotalion  de  celui-ci  autour  de  son  axe. 
Soit  A  {Jig.  67  )  un  tourillon  d'un  arbre  quelconque  tournant 
sur  lui-même  dans  l'œil  cylindrique  am6d'un  coussinet,  dont 
C  est  le  centre;  soitBm  la  direction  indéfinie  de  la  résultante 
N  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ce  tourillon.  En  consi- 
dérant le  mouvement  de  la  roue  à  partir  du  repos,  où  le  point 
de  contact  du  tourillon  et  du  coussinet  se  trouve  en  m'  ei  la 
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résultante  N  dirigée  suivant  le  rayon  m'C,  on  verra  que  l'effet 
des  forces  appliquées  à  cette  roue  sera  d'abord  de  faire  rouler 

Fîg.  67. 


le  tourillon  A  sur  le  cercle  amb^  de  m'  vers  m,  je  suppose, 
et  ce  roulement  aura  lieu  tant  que  la  résultante  N  passera  au 
dehors  du  point  de  contact  m  du  tourillon  sur  le  coussinet,  et 
que  sa  composante  tangentielle,  en  ce  point,  ne  sera  pas 
capable  de  vaincre  le  frottement  provenant  de  la  pression 
due  à  sa  composante  normale. 
Nommons  donc 

/  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  substances 

en  contact; 
a  Tangle  de  N  avec  la  normale  mC;^ 
N  cos  a  la  pression  soufferte  par  m  ; 
f  N  cos  a  le  frottement  qui  en  résulte; 
N  sîn  a  la  composante  tangentielle  de  N. 

On  aura  donc,  pour  déterminer  a, 

/N  cos  a  =  N  siaa  ;  d'où  tang  a  =/. 

Par  suite,  l'intensité  du  frottement  aura  pour  valeur 


/N  cos  a  =  — -^ =/'  N,    en  posant 


^=/. 


vTTT* 
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et  son  moment)  par  rapport  à  Taxe  Adela  roue,  qui  reste  fixe 
tant  que  N  est  invariable,  sera  égal  à 


Fig.  68. 


■^.P=/'N,. 


\/l+/' 


p  étant  le  rayon  mA  du  tourillon. 

Lorsque  {fig.  68)  le  tourillon  A  est  absolu- 
ment fixe  et  ne  fait  plus  corps  avec  la  roue, 
celle-ci  étant  percée  en  son  axe  d*un  œillet 
cylindrique  pour  le  recevoir,  l'expression  du 
frottement  est  le  même  que  dans  le  cas  pré- 
cédent, seulement  le  point  autour  duquel 
tourne  la  roue  n'est  pas  le  centre  du  tourillon, 
mais  celui  du  vide;  dans  l'expression  du  mo- 
ment on  devra  donc  prendre  pour  p  le  rayon  mC  de  l'œillet 
et  non  le  rayon  mA  du  tourillon. 

35.  Frottement  des  coussinets  à  œil  prismatique.  —  Quel- 
quefois le  coussinet,  au  lieu  d'être  cylindrique,  a  un  profil 
polygonal  quelconque  (Jig.  6g  et  70).  Il  faut  alors  décomposer 


Flg.  69. 


Fig.  70. 


la  résultante  N  en  deux  autres  forces,  n  et  n',  agissant  aux 
points  d'appui  m  et  m'  des  deux  faces  qui  supportent  direc- 
tement le  tourillon,  et  produisant  en  ces  points  les  frotte- 
ments fn  et  f'n,  ou  plutôt  il  faut  considérer  le  tourillon 
comme  une  sorte  de  coin  mis  en  équilibre  par  les  forces  de 
réaction  n  et  /»'  et  les  frottements  fn ,  fn\  Nommant,  en  effets 
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y  Tangle  dds  faces  d*appui,  a  ex  ^  ceux  que  leurs  perpen- 
diculaires A  m,  A  m^  forment  respectivement  avec  la  direc- 
tion de  N  et  de  part  et  d'autre  de  cette  direction,  on  trouverait, 
en  raisonnant  comme  au  n**  22,  et  observant  qu'ici/'  doit  être 
remplacé  par — /, 

{^lnpj4-/cosp) 

,       ^,  (sina— /cosa)      .  -    ,      .  a^ 

»  =J^  -7 Tsr-^ ■)  siny=:sin  (a -*-?). 

Ces  pressions  produisent  en  /w«et  m' le  frottement  total 

^,  ,.       ;^T^  sina-f- sinfî  — /cosa-i- fcosp 

''^  '     -^  (i-f-/»)siny 

dont  la  valeur  suf^passe  généralement  celle  qui  a  été  trouvée 
ci-dessus.  On  voit  aisément,  en  effet,  par  les  règles  con- 
nues, que  cette  valeur  comporte  un  minimum  relatif  au  cas 
où  Ton  aurait 

tanga=/, 

et,  par  suite  (24.), 


(i-f-/'jcosa       ^,^p    ^^  ^u^p 

valeurs  qui  montrent  que  les  choses  se  passent  ici  absolument 
de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  coussinets  cylindri- 
ques :  dans  oe  cas,  le  tourillon  se  trouve  naturellement  en 
équilibre  sur  la  face  m,  et  N  passe  par  m  (24);  le  contact  ne 
tend  à  se  faire  ni  sur  la  partie  inférieure  m'  du  coussinet  ni 
sur  la  partie  supérieure  en  m"  (Jig.  70).  Si,  au  contraire,  on 
avait  sin  (x>>/cos  a,  la  valeur  ci-dessus  de  n'  étant  positive, 
il  y  aurait  à  la  fois  pression  en  m  et  m!.  Enfin,  si  Ton  avait 
sina  <;/cosa,  n' serait  négatif  et  le  tourillon  tendrait  à  s'ap- 
puyer sur  la  face  supérieure  en  m"^  de  sorte  qu'il  faudrait 
changer,  en  conséquence,  la  valeur  de  |3  qui  entre  dans  Tex- 
pression  générale  ci-dessus  du  frottement,  en  y  substituant 
notamment  a  à  (3  et  |3'  à  (x,  (3'  étant  l'angle  de  A  m'  avec  N,  dont 
la  direction  se  trouve  évidemment  comprise  alors  entre  m 
et  m". 
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36,  Limite  de  l'angle  de  roulement  des  tourillons.  —  Reve- 
nant au  cas  de  la^fg".  67,  nous  remarquerons  que  la  relation 
tang  a=f  fixe  entièrement  la  position  du  point  m  sur  le 
coussinet  et,  par  suite,  la  longueur  de  l'arc  mm\  Nommant, 
en  effet, 

r  le  rayon  mC  du  vide  de  ce  coussinet; 

y  l'angle  inconnu  mC/ii'  que  forment  les  deux  rayons  Cm  et 

Cm'; 
P  l'angle  mBm'  que  forme  la  direction  de  N  avec  celle  de 

m' C  prolongé; 

a  =  CmB,  p  =  A/n  conservant  toujours  les  mêmes  signifi- 
cations que  dans  le  n*  Zk,  on  aura,  pour  déterminer  7  et  mm', 

y  =  a-f-p,     m/n'  =  («4- (3)r, 

relations  dans  lesquelles  il  faudrait  changer  le  signe  de  (3,  s'il 
arrivait  que  l'intersection  B  de  Nm  et  m'C  se  trouvât  située 
de  l'autre  côté  de  m'. 

Quant  à  l'angle  qu'a  décrit  le  système  autour  de  Taxe  A, 
pendant  le  roulement  du  tourillon  de  m'  vers  m,  on  remar- 
quera que,  si  l'on  prend  sur  la  circonférence  de  ce  tourillon 
l'arc  m/iti  =  mm\  l'angle  dont  il  s'agit  ne  sera  autre  chose  que 
celui  que  forme  la  direction  prolongée  du  rayon  Am,  avec  la 
droite  m'C,  qui  représente  sa  position  primitive.  Nommant 
donc  B  cet  angle,  on  aura 

mm,       mm' 
d  =  mAm,  —  mCm'  z= 


=  mm'(i-i)^(«-f-P)(^^-.), 


formule  dans  laquelle  tout  est  connu,  puisque  a  =  arc  (tang/). 
La  limite  de  l'angle  décrit  par  un  système  de  rotation,  en 
vertu  du  simple  roulement  de  ses  tourillons  sur  les  coussi- 
nets, est  principalement  utile  à  connaître  dans  le  cas  où  l'am- 
plitude totale  du  mouvement  du  système  est  elle-même  sus- 
ceptible d'une  limite,  comme  cela  a  lieu  dans  les  suspensions 
à  couteau,  dans  les  balanciers  et  certains  systèmes  articulés; 
car  les  relations  qui  précèdent  mettront  à  même  de  réduire  le 
frottement  du  tourillon  à  un  frottement  de  roulement,  ou  de 
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la  seconde  espèce,  dont  rinlensité  est  beaucoup  moindre  que 
celle  de  la  première  (7),  surtout  pour  les  corps  métalliques 
et  très-durs  qu'on  emploie  dans  ces  sortes  de  systèmes.  Il  ne 
s'agira,  en  efifet,  que  d'établir  une  relation  convenable  entre 
les  rayons  p  et  r,  pour  que  l'angle  6  soit  supérieur  ou  tout  au 
plus  égal  à  celui  qui  répond  à  l'amplitude  des  oscillations. 

Quant  au  cas  où  le  mouvement  de  rotation  est  continu,  il 
n'y  a  évidemment  aucun  avantage  sensible  à  diminuer  l'angle  9; 
aussi  donne-t-on-  alors  au  rayon  r  des  coussinets  une  valeur 
qui  ne  surpasse  celle  du  rayon  des  tourillons  que  de  la  quan- 
tité strictement  nécessaire  pour  le  jeu,  disposilion  qui  a  l'avan- 
tage d'augmenter  la  subilité  du  mouvement  et  d'éviter  des 
secousses  nuisibles  nlans  les  instants  où  il  y  a  intermittence 
d'action  des  forces. 

Frottement  des  piTots,  des  épanlements  des  axes. 

37.  Moment  et  bras  de  levier  moyen  du  frottement  des 
cercles  et  des  couronnes  circulaires.  —  Soit  NC  {Jig<  7»  )  l'axe 
d'un  pivot  cylindrique  terminé  par  une  base  circulaire  ab,  qui 

Fîg.  71. 


s'appuie  sur  le  fond  plan  de  l'encastrement  abef  d'une  cm- 
paudincy  contre  les  bords  duquel  il  est  épaulé  latéralement; 
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supposons  que  la  résulKinie  générale  des  forces  qui  agissent 
sur  cet  axe  soit  décomposée  en  deux  autres  dirigées,  Tunesui-; 
vant  ce  même  axe,  l'autre  perpendiculairement  à  sa  surface  : 
celle-ci  donnera  lieu  à  un  frottement  dont  l'intensité*^  le  mo- 
ment pourront  se  calculer  comme  on  l'a  expliqué  (34)  pour  les 
tourillons.  Quant  à  la  première,  que  nous  nommerons  N,  et 
qui  est  censée  agir  de  N  vers  C,  elle  produira,  sur  la  tête  ab, 
une  résistance  qui  aura  pour  valeur  absolue  /N,  /  étant  le 
coefficient  du  frottement  pour  les  substances  en  contact,  mais 
dont  le  bras  du  levier  n'est  pas  connu  a  priori. 

Pour  le  déterminer,  on  suppose  la  pression  N  distribuée 
uniformément  sur  tous  les  points  de  la  base  ab,  c'est-à-dire 
proportionnellement  à  l'étendue  de  chacun  de  ses  éléments; 
ainsi,  n  étant  la  pression  sur  l'unité  de  surface,  celle  qui  se 
rapporte  à  une  couronne  ou  zone  annulaire,  limitée  par  les 
rayons  p  et  p-4-rfp,  sera  représentée  par  2n7rprfp,  le  frotte- 
ment de  cette  couronne  par  afnnpdp  et  le  moment  de  ce  frot- 
tement par 

2//i7rp'(/p, 

TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Intégrant  ce  moment  depuis  une  valeur  quelconque  r'  de  p 
jusqu'à  une  autre  valeur  égale  à  r,  on  aura,  pour  le  moment 
total  du  frottement  de  la  couronne  comprise  entre  les  cercles 
du  rayon  r  et  r', 

ifmi  I     p'rfp  =  jfni:  (  r»  —  r'»). 

Mais  la  surface  de  cette  couronne  est  mesurée  par7r(r*— r''), 
et  son  frottement  total  par 

/N=//i7r(r>-r'»); 

nommant  donc  x  le  bras  de  levier  moyen  de  ce  dernier  frotte- 
ment, on  aura 

/No:  =fnn{r'  —  r'*)x  =  \fni:{r'  —  r"), 

d'où 

2  r*—  r'* a  r' -f-  rr'  -4-  r'* 
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En  représentant^  de  plus,  par/  la  largeur  de  la  couronne,  et 
par  r,  le  rayon  de  son  cercle  milieu^  il  viendra 

r=ri-\-~l,     r'  =  n — U    et    x=n'^ ; 

i2r, 

ce  qui  montre  qu'on  pourra,  sans  erreur  sensible,  prendre  r, 
pour  a;  toutes  les  fois  que  /sera  petit  par  rapport  à  ri. 

38.  Frottement  des  pivots  de  différents  genres.  —  Dans  le  cas 
particulier  où  la  base  du  pivot  est  un  cercle  entier  de  rayon 
p,  r'  étant  nul  et  rz=p,  on  a  simplement 


Ayant  ainsi  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  du  frottement, 
il  ne  s'agira  plus  que  de  le  multiplier  par/N  pour  avoir  le 
moment  même  de  ce  frottement;  et  si  Ton  veut  apprécier  di- 
rectement la  quantité  de  travail  qu'il  détruit  pendant  une  ré- 
volution entière  de  l'axe,  il  ne  restera  évidemment  qu'à  mul- 
tiplier ce  moment  par  27r.  Enfin,  si  l'on  veut  remplacer  la 
considération  directe  du  frottement  par  celle  d'une  force  X 
tangente  au  cylindre  extérieur  du  pivot,  dont  r  est  le  rayon  et 
qui  serait  capable  de  développer  le  même  travail,  il  suffit,  dans 
le  cas  général  d'une  couronne  circulaire,  de  poser 


d'où 


^      V  a  ^yr  r^ -^  rr'  ^  r' 


''-'^^['-'^(^^^ 


pour  l'expression  de  la  valeur  moyenne  de  ce  frottement, 
censé  agir  à  l'extrémité  du  rayon  r. 

Il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  vue  de  diminuer  le  travail 
du  frottement  ou  son  bras  de  levier  moyen,  on  termine 
(fis-  7^)  s^  bas&par  une  caiotte  sphérique,  qui  elle-même  re- 
pose sur  une  partie  convexe  du  fond  de  la  crapaudine.  Dans 
d'autres  cas  [Jig.  78),  les  rebords  de  cette  crapaudine  sont 
supprimés  et  le  pivot  se  trouve  terminé  par  une  portion  co- 
nique raccordée  par  une  calotte  sphérique  plus  ou  moins 
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grande,  et  qui  s'engage  dans  une  cavité  pratiquée  sur  la  pièce 
servant  de  crapaudine.  Enfin  souvent  aussi  c'est  la  crapau- 

Fîg.  7a. 


dine  qui  forme  le  pivot,  tandis  que  l'axe  lui-même  porte 
l'encastrement  de  la  tête  de  ce  pivot,  disposition  qui  offre 

Fîg.  73. 


l'avantage  de  préserver  la  surface  frottante  des  poussières  qui 
pourraient  s'y  déposer  lorsque  l'axe  est  vertical,  et  l'inconvé- 
nient de  laisser  expulser  facilement  l'enduit  (*).  Dans  tous  ces 


(')  Souvent  on  interpose,  entre  le  fond  de  la  crapaudine  et  le  pivot,  une 
lentille  isolée  en  acier  qui  diminue  les  chances  de  grippement.  Diverses  dispo. 
sitions,  connues  sous  le  nom  de  crapaudines  hydreuiliques,  de  crapandines  atmo' 
sphériques,  sont  employées  aujourd'hui  pour  soulager  iegrairit  en  diminuant  la 
charge  verticale  de  l'arbre.  Ce  résultat  est  obtenu  soit  en  faisant  arriver,  entre 
le  grain  et  le  pivot,  de  l'eau  à  forte  pression,  soit  en  emprisonnant  de  l'air  entre 
une  cloche  fixée  à  l'arbre  et  le  fond  de  la  crapaudine.  (K.) 


Digitized  by  CjOOQ IC 


302  '  COURS   DB  ^iCANIQUB 

cas,  il  sera  suffisamment  exact,  vu  la  faible  étendue  de  cette 
surface,  de  prendre  pour  bras  de  levier  moyen  de4a  résistance 
/N  les  I  du  plus  grand  rayon  au  bout  duquel  elle  agit  (■).  Quant 
au  bras  de  levier  moyen  du  frottement  qui  provient  des  pres- 
sions transversales  ou  perpendiculaires  à  l'axe,  on  le  suppo- 
sera égal  à  la  distance  de  cet  axe  au  centre  de  gravité  de  la 
partie  frottante  du  pivot,  comprise  entre  deux  génératrices  très- 
rapprochées,  ce  qui  revient  à  admettre  que  ces  pressions  se 

(*)  En  supposant  que  chaque  couronne,  élémentaire  et  concentrique  à  Taxe 
de  la  surface  frottante,  soit  chargée,  suivant  la  direction  de  cet, axe,  d'une  frac- 
tion de  N  proportionnelle  à  l'étendue  de  sa  projection  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  ce  même  axe  (voir  à  la  fin  de  cette  Section,  la  Note  II,  relative  au 
frottement  de  la  vis),  supposition  qui,  ici,  doit  être  sensiblement  conforme 
aux  effets  naturels,  puisque  la  pression  normale  est  évidemment  nulle  sur  les 
éléments  verticaux;  nommant  d'ailleurs  r  et  r'  les  rayons  extrêmes  de  la  partie 
conique  et  frottante  du  pivot,  R  le  rayon  de  la  calotte  sphérique  qui  la  termine 
et  se  raccorde  tangentiellement  avec  elle;  observant  enfin  que  r'  est  le  rayon 
de  la  base  de  cette  calotte,  on  trouve,  pour  le  moment  du  frottement  de  la 
partie  tronconique, 

et  pour  ccIVi  de  la  calotte  sphérique 

■'1  V^è     • 

,  ...i    '•"  /  3    r"       3.3  r'*        3.5   r"  V 

-  T  /  » /•  -  ^^  1  4- -^-^  j^  -  ^  j;  4- —  jj^.  - .  . .  j , 

r' 
ajoutant  entre  eux  ces  moments  et  négligeant  les  puissances  de  ^  supérieures  à 

K 

la  deuxième,  il  viendra,  pour  le  moment  total,  dans  le  cas  où  R  surpasse  de 

beaucoup  r', 

Ces  résultats  ne  seraient  plus  applicables  évidemment  au  frottement  des  robi- 
nets, des  c6nes  de  friction,  dont  la  plus  petite  base  n'est  pas  soutenue,  et  il 
conviendrait  alors  de  recourir  à  la  théorie  du  coin,  pour  obtenir  les  pressions 
normales  et  les  frottements  sur  chaque  zone  élémentaire. 
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trouvent  dislribuées  uniformément  sur  tous  les  points  d'^pui 
de  cet  élément  superficiel. 

39.  Frottement  des  épaulements  des  arbres,  des  anneaux, 
rondelles,  etc.  —  Ordinairement  les  arbres  des  roues,  surtout 
lorsqu'ils  sonl  en  bois  (Jig.  i^),  sont  beaucoup  plus  gros  que 

Fig.  74. 


leurs  tourillons,  dont  le  diamètre  et  la  saillie  sont  réduits  au- 
tant que  le  permet  la  solidité,  afin  de  diminuer  le  bras  de  le- 
vier du  frottement,  qui  joue  un  rôle  essentiel,  comme  on  Ta 
vu;  il  arrive  ainsi  que,  quand  les  arbres  sont  sollicités  par  des 
forces  agissant  dans  le  sens  de  leur  axe.  Tune  des  faces  qui  les 
terminent  vient  s'appuyer' latéralement  contrôles  coussinets 
cb,  et  y  produit  un  frottement  dont  le  bras  de  levier  moyen 
devra  être  calculé  par  la  formule  (37) 

/  étant  la  largeur  moyenne  de  la  couronne  frottante  sur  Tépau- 
lement  de  l'arbre  et  ri  le  rayon  du  milieu  de  cette  couronne; 
on  voit  combien  il  importe  de  diminuer  chacune  de  ces  gran- 
deurs. 

JDansles  machines  bien  construites,  on  réduit  {Jig.  75  et  76) 
les  épaulements  ou  parties  frottantes  de  l'arbre  à  des  bourrelets 
ou  anneaux  ce',  bb',  dont  le  diamètre  excède  de  très-peu  celui 
des  tourillons  c6'  ou  dd',  soix  que  d'ailleurs  ces  anneaux  fassent 
corps  avec  l'arbre,  soit  que,  détachés,  ils  forment  ce  qu*on 
nomme  des  rondelles,  dont  on  superpose  souvent  plusieurs, 
quand  on  veut  éviter  l'influence  des  résistances  accidentelles 
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qui  pourraient  s'opposer  au  mouvement  de  l'une  d'entre  elles. 
Quelquefois  aussi  on  maintient  un  jeu  invariable  entre  les 
épaulements  des  arbres  et  des  coussinets,  au  moyen  de  ren- 
forts coniques  ou  annulaires  pratiqués  sur  le  pourtour  des 


Fig.  75. 


Fig.  76. 


tourillons,  et  qui  offrent  un  vide  en  dessous,  afin  que  le  bras 
de  levier  du  frottement  tangeniiel  de  ceux-ci  ne  soit  pas  inu- 
tilement accru. 

Lorsque  l'arbre  est  soumis  à  des  efforts  considérables  dans 
le  sens  de  son  axe,  il  vaut  mieux  terminer  les  tourillons  par 
une  partie  arrondie,  formant  pivot  et  s'appuyant  contre  un 
épaulement  extérieur;  il  en  résulte,  en  effet,  qu'on  peut  di- 
minuer, pour  ainsi  dire  à  volonté,  le  bras  de  levier  du  frot- 
ment.  Enfin,  dans  les  tours  à  tourner,  les  martinets,  etc.,  il 
arrive  ordinairement  qu'on  supprime  entièrement  les  coussi- 
nets des  tourillons  en  faisant  porter  l'arbre  uniquement  sur 
les  pointes  des  pivots,  qui,  s'usant  très-vite  alors,  demandent 
que  les  épaulements,  poupées  ou  supports,  soient  fréquem- 
ment resserrés  au  moyen  de  coins  ou  de  vis  de  pression. 

Lorsque  de  grandes  pièces  planes  telles  que  les  écrous  des 
grosses  vis,  certains  plateaux  ou  ponts  tournants,  etc.,  doivwt 
porter  sur  des  épaulements  en  des  points  situés  à  une  certaine 
distance  de  l'axe  de  rotation,  on  diminue  le  bras  de  levier  du 
frottement  et  son  intensité  en  interposant,  entre  ces  plateaux 
et  ces  épaulements  [fig,  77),  une  bande  annulaire  en  fer  ab^ 
concentrique  à  cet  axe,  glissant  dans  une  crapaudine  à  rebords 
en  cuivre,  qu'on  maintient  pleine  de  graisse.  Quelquefcis 
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aussi  on  substitue  l'emploi  des  galets  ou  roulettes  à  celui  de 
la  bande  annulaire^  ainsi  qu'on  en  a  des  exemples  dans  les  ponts 
tournants  nouvellement  établis  sur  le  canal  Saint-Martin^  à 

Fig.  77- 


Paris,  et  dans  plusieurs  autres  systèmes  employés  dans  les 
constructions  publiques  et  les  machines;  c'est  pourquoi  nous 
entrerons  dans  quelques  détails  sur  la  théorie  de  la  résistance 
de  ces  roulettes^  qui  sont  sujettes  à  des  inconvénients  fort 
graves  lorsqu'on  leur  donne  de  petites  dimensions,  inconvé- 
nients auxquels  on  n'accorde  pas  assez  d'attention,  et  dont  le 
principal  consiste  en  ce  que,  s'usant  inégalement,  elles  finis- 
sent bientôt  par  ne  plus  tourner. 

Résistance  des  rones  et  roulettes  (  '  ). 

W).  Résistance  des  roulettes  à  axe  fixe,  -r  Soit  une  roulette 
à  axe  fixe  C  (fig.  78),  portant  une  charge  P  posée  sur  un  pla- 
teau AB  que  fait  mouvoir  horizontalement  la  puissance  F;  il 
est  évident  que  cette  puissance  n'aura  autre  chose  à  vaincre 
que  le  frottement  de  glissement  en  C  et  de  roulement  en  T, 
dont  le  dernier  provient  de  la  charge  P  et  l'autre  de  la  résui* 
tante  de  cette  charge,  du  poids  de  la  roue,  que  nous  nomme- 
rons p^  et  de  la  puissance  F,  résultante  qui  a  ici  pour  valeur 
v'CP-f-pl'-f-F^  Si  la  roulette  n'avait  pas  la  liberté  de  tourner 
autour  de  son  axe  C,  le  frottement  développerait  en  T  une 


(*)  Voirt  au  sujet  de  ce  chapitre,  la  Note  du  no  7  qui  donne  des  indications 
suffisantes  pour  permettra  d'appliquer  à  ces  questions  la  théorie  du  frottement 
de  roulement  d'après  les  résultats  de  Dupuit. 

'  Pour  plus  de  détails,  consulter  le  Cours  lithographie  de  Mécanique  appliquée 
profejsé  à  V École  des  Ponts  et  Chaussées  par  M.  Bélanger,  et  le  Traité  de  la 
Dynamique  des  systèmes  matériels f  du  même  auteur.  (Paris,  186G.)  (K.) 
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résistance /P,  produisant»  pour  un  chemin  e  parcouru  par  le 
point  d'application  de  F,  la  quantité  de  travail 

F«  =  /Pe, 

/étant  toujours  le  coefOcientdu  frottement  direct»  relatif  aux 
substances  en  contact  (6). 

Fig.  78. 


Si,  au  contraire,  la  roulette  tourne  sur  son  axe,  il  se  déve- 
loppera sur  cet  axe  un  frottement  mesuré  (34)  par 

/ 


si  F*  peut  être  négfigé  vis-à-vis  de  (P  -+-/>)%  et  il  se  déve- 
loppera, en  outre,  au  point  de  contact  T  de  la  roulette  et  du 
plateau  qu'elle  supporte,  un  frottement  de  seconde  espèce* 
mesuré  par 

en  conservant  les  dénominations  et  conventions  desn^  7  et  8 
ci-dessus. 

Nommant  de  plus  R  =  jD  le  rayon  de  la  roulette,  r  celui 
de  son  axe,  il  est  clair  que,  le  chemin  décrit  par  F  en  T  étant  «, 
celui  que  décrit  le  point  d'application  du  frottement /'(P  •+-/>) 

de  cet  axe  sera  ^9  de  sorte  qu'on  aura,  dans  les  suppositions 
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actuelles»  pour  le  travail  de  la  puissance  F  le  long  de  e, 

et  par  suite 

ce  qui  montre  que  Teffori  de  la  puissance  décroît  indéfiniment 
à  mesure  que  le  rayon  de  la  roulette  augmente»  soit  d'une 
manière  absolue»  soit  par  rapport  à  celui  de  l'essieu. 

Toutefois  la  relation  ci-dessus  suppose  que  la  roulette  soit, 
ainsi  que  le  plateau  AB,  convenablement  dressée  et  qu'elle 
tourne  en  effet,  ce  qui  exige  notamment  que  le  frottement 
direct /P  en  T,  par  l'intermédiaire  duquel  la  puissance  F 
transmet  son  action  à  cette  roulette,  et  qui  agirait  seul  dans  le 
cas  où  celle-ci  serait  immobile,  n'ait  pas  une  valeur  au-dessous 
de  la  quantité 

Or  le  mouvement  de  rotation  serait  infailliblement  empêché 
si  le  plateau  ou  la  roulette  contenait,  par  suite  de  l'user  ou 
d'accidents  quelconques,  des  aspérités  ou  inégalités  assez 
fortes  pour  que  le  moment  de  P,  par  rapport  à  C,  l'emportât 
sur  celui  du  frottement /P. 

41.  Influence  des  inégalités  du  sol  sur  le  mouvement  des 
roulettes.  —  Considérant,  par  exemple  {^g:  79),  un  obstacle 
solide  placé  en  a,  en  arrière  de  T  par  rapport  à  F,  dont  h  soit  la 
saillie  ab  sur  la  circonférence  de  la  roulette,  et  /  la  distance  aT 
au  point  T,  on  remarquera  que  le  roulement,  au  lieu  de  se 
faire  autour  de  ce  dernier  point,  tend  à  s'effectuer  autour  de  a, 
de  sorte  que  la  puissance  F,  qui  agit,  au  premier  instant,  avec 
le  bras  de  levier  CT  =C6  =  R,  doit,  par  l'intermédiaire  du 
frottement /P,  qui  se  développe  au  point  a,  vaincre  ou  sou- 
lever la  charge  P,  qui,  elle-même,  agit  en  ce  point,  avec  le 
bras  de  levier  CD  =  aT  =  /  par  rapport  à  l'axe  C;  ce  qui  aug- 

mente,  à  ce  premier  instant,  la  résistance  /'  (P  n-  p)  if  <ïue  à 

ao. 
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Taxe  C,  de  la  quantité 


h  étant  censé  très-petit  par  rapport  à  R.  On  aura  donc  alors 

en  négligeant  la  considération  du  frottement  de  seconde  es- 
pèce, qui  se  développe  en  a,  par  suite  du  mouvement  relatif 
du  plateau  et  de  la  roulette,  et  dont  la  vitesse  virtuelle  est 
nulle  ou  inQniment  petite  par  rapport  à  celle  de  ce  plateau. 

Fig-  79- 


Si  cette  valeur  de  F  était  supérieure  au  frottement  direct 
/P,  qui  se  produit  en  a,  dans  le  cas  où  la  roulette  demeure 
immobile,  il  arriverait  effectivement  qu'elle  ne  tournerait  pas, 
et  que  la  résistance  se  trouverait  mesurée  simplement  par/P, 
comme  dans  le  glissement  ordinaire  des  corps  solides. 

Quant  à  la  quantité  de  travail  que  doit  dépenser  F,  pour 
vaincre  l'obstacle,  ou  pour  amener  h  en  T,  elle  est  évidem- 
ment mesurée  par 

PA -h/'(P  -f- p)^  arc  6T  =  PA -f-/ (P -4- />)  rare  tang  ^; 

le  chemin  qu'a  décrit  son  point  d'application  a  dans  sa  direc- 
tion propre  étant  égal  à  aT  =  /,  on  voit  que  cela  suppose,  de 
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sa  part,  un  effort  moyen  mesuré  par 

h  étant  toujours  négligeable  vis-à-vis  de  aR. 

D'ailleurs  la  quantité  de  travail  ci-dessus  n'est  pas  tout  en- 
tière perdue  pour  la  roulette»  et  il  est  même  aisé  de  voir  que, 
lorsque  l'obstacle  aura  franchi  le  point  T,  une  partie  de  ce 
travail,  mesurée  par  Vh,  sera  restituée  pendant  la  descente 
de  P;  mais,  comme  l'obstacle  ne  peut  atteindre  ou  quitter  le 
plateau  sans  qu'il  y  ait  un  choc,  on  voit  que  l'irrégularité  du 
mouvement  produira  nécessairement  une  perte  de  force  vive 
appréciable  et  que  nous  enseignerons,  par  la  suite,  à  calculer, 
sans  compter  qu'il  arrive  bien  des  cas  où,  le  mouvement 
d'ascension  du  plateau  étant  gêné  par  des  obstacles  invinci- 
bles, il  se  produit  des  arc-boutements  donnant  lieu  à  des  ré- 
sistances qui  peuvent  n'avoir  aucune  limite,  ou  qui,  tout  au 
moins,  rendent  impossible  la  rotation  de  la  roulette. 

42.  Résistance  des  roues  et  roulettes  à  axe  mobile.  —  La 
plupart  de  ces  remarques  sont  applicables  au  cas  d'une  roue 

Fig.  80. 


IPtP 


{Jig.  80),  sollicitée  par  une  puissance  F  appliquée  directe- 
ment à  son  essieu  C,  qui  alors  ne  tourne  pas,  mais  est  trans- 
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porté  parallèlement  au  sol  de  niveau  AB  en  même  temps  que 
cette  roue. 

Nommant  toujours  P  la  charge,  qui  ici  repose  dîreetement 
sur  TessicUy  ei  p  le  poids  propre  de  la  roue,  on  aura  évidem- 
ment 

si  F'  peut  être  négligé  vis-à-vis  de  P'  sous  le  radical. 

Dans  le  cas  d'un  obstacle  solide  quelconque  ai,  interposé 
entre  le  sol  et  la  circonférence  de  la  roue,  il  faudrait,  comme 

ci^essus,  remplacer  le  terme  A  - — g-^  par 

OU  par 

Dans  ces  expressions  h  est  toujours  négligeable  vis-a-vis 
deR,  et  mesure  la  saillie  de  6  sur  AB,  si  l'obstacle  fait  partie  du 
sol,  la  rotation  tendant  alors  à  s'opérer  autour  de  b,  ou  la  saillie 
de  a  sur  la  circonférence  de  la  roue,  si  l'obstacle  fait  partie  de 
cette  roue  et  que  la  rotation  tende  à  s'opérer  autour  du 
point  a. 

Ces  expressions  apprennent  d'ailleurs  que  l'effort  à  employer 
pour  surmonter  l'obstacle  décroît  en  raison  directe  de  v/R; 
cela  fait  dire  quelquefois  que  la  puissance  des  roues  est  pro- 
portionnelle à  la  racine  carrée  de  leur  rayon  (*). 

43.  Limite  à  laquelle  le  roulement  cesse  d* avoir  lieu  et  le 
glissement  commence.  —  La  condition  pour  que  les  roues  à 


(*)  On  trouTe  dans  Ylntroduction  à  ta  Mécanique  industrielle  (3*  édition) 
un  Tableau  donnant  la  résistance  des  roues  sur  des  surfaces  planes  de  diverse 
nature.  (K.) 
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essieu  cheminant  le  long  d'un  plan  AB  (fig.  80)  glissent,  sans 
tourner,  sur  ce  plan,  est  toujours  exprimée  par  Tinégalité 


ou 


Or  cette  circonstance  arrive  quelquefois,  même  pour  les 
roues  de  voitures  ordinaires,  quand  ces  roues  sont  basses, 
mai  graissées,  et  cheminent  sur  un  sol  parfaitement  uni,  no- 
tamment sur  un  sol  recouvert  de  glace  ou  de  neige  battue^ 
pour  lequel  la  valeur  de/peut  se  réduire  à  0,0140.  Supposant 
par  exemple 

-?»      /'  =  0,12,       ^=r— ,       R  =  0,6, 


(P-4-/?)        25'     -^    — -»-»       R"24 

on  aura 

F 

p-— =  i,67A  -+-0,0044, 

et  il  faudra  que  cette  quantité  surpasse  0,0 14  pour  qu'il  y  ait 
glissement  sans  roulement,  ce  qui  exige  que  A  soit  supé- 
rieur à 

0,6(0,014  —  0,0044  j  =  o,oo58, 

résultat  qui  ne  présente  rien  qu'on  ne  puisse  admettre.  C'est 
d'ailleurs  à  cette  prépondérance  de  la  résistance  au  roulement, 
qui  est  encore  augmentée  par  l'épaississement  des  enduits 
de  l'essieu  dans  les  temps  froids,  qu'il  faut  attribuer  l'usage 
exclusif  des  traîneaux  dans  les  pays  soumis  à  des  hivers  d'une 
longue  durée. 

44.  Pourse  rendre  compte  apriori  comment  la  condition  ci- 
dessus  du  glissement  a  encore  lieu  dans  le  cas  actuel  (0>  l^i^n 


(*)  Lorsque  la  roue  porte  une  saillie  ab  ^fig.  80,  n<»  42;,  telle  qu'un  clou  de 
bande,  etc.,  et  que  cette  saillie  Tient  à  rencontrer  le  sol  de  niveau  AB,  la  condi- 
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que  la  puissance  F  ne  soit  pas  appliquée  immédialement  au 
point  de  contact  de  la  roue  et  du  sol,  il  suffit  de  considérer  que, 
si  celle-ci  ne  tournait  pas,  l'effort  F  serait  précisément  égal  à 
/*(P  -hp)f  et  que,  si  cet  effort  surpasse  celui 


Aiî^+/^>/PMrF', 


qui  est  nécessaire  pour  faire  tourner  et  cheminer  à  la  fois  la 
roue,  il  faut  bien  qu'en  augmentant  graduellement  Ténergie 
de  la  puissance  F  à  partir  de  zéro  elle  détermine  le  mouve- 
ment de  roulement,  à  l'instant  même  où  cette  énergie  est 
mesurée  par 

c'est-à-dire  avant  celui  oii  elle  serait  capable  de  vaincre  le 
frottement  direct  /"(P  -4-/>),  qu'on  peut  lui-même  considérer 
comme  composé  de  deux  autres,  dont  le  premier  serait  dû  à 
la  résistance  que  le  sol  oppose  au  refoulement  de  ses  parties, 
en  avant  de  la  roue,  et  le  second  au  simple  glissement  tan- 
gentiel  de  la  jante  sur  le  fond  de  Tornière,  glissement  ana- 

Uon  pour  qu'il  n'y  ait  pas  gUssement  «o  a  est  ériderament 

/(p  H-/>)  >  F  =  51^^  /+/'  g  v^f:;^, 

/  éUnt  égal  à  a  T. 

Mais  si  l'obstacle  solide  ab  faisait  partie  du  sol,  il  faudrait,  pour  que  la  roue 
pût,  au  premier  instant,  tourner  autour  du  point  d'appui  b  sans  glisser  le  long 
du  plan  tangent  en  ce  point,  qu'on  eût  (19),  «  mesurant  d'ailleurs  l'angle  d'in- 
clinaison du  môme  plan  avec  l'horizon, 

r<(^P^p)Z±^B«^,   d'où  />?-=iI±£liîMf, 

^         ^'i— /tanga  "^  P-+-/?-HFtanga 

pour  que  la  roue  ne  tende  pas  à  glisser  en  remontant,  et 

v-^rii^^^^^^^'LllJL      A'^.\     r-^  (P-4-/>)tangoe— F 
F>(P-^/>),^ytanga^     ^  ^^    ^>  "P^^^Ftanga  * 

pour  qu'elle  ne  tende  pas  à  glisser  en  descendant,  la  râleur  de  F  étant  ici 
é?idemment 

F  =  (P-+-/»)tangot-H/'^V^F«-+-P«. 
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logue  à  celui  qui  aurait  lieu,  si  la  roue  ne  faisait  simplemeui 
que  tourner,  autour  de  son  axe  et  au  même  point  du  sol,  sous 
la  pression  P  -f-  /i. 

La  dépense  de  travail  que  suppose  le  refoulement  des  par- 
ties situées  en  avant  de  la  roue  étant,  en  elle-même,  indé* 
pendante  du  mode  par  lequel  ce  refoulement  s'opère,  on  voit 
que,  à  circonstances  semblables  d'ailleurs,  la  résistance  qui  lui 
correspond  doit  être  aussi  mesurée  de  la  même  manière, 
soit  qu'il  y  ait  ou  non  roulement,  c'est-à-dire  par  la  formule 

A'  — i|-»  ^2ins  laquelle,  sans  doute,  il  conviendra  d'attri- 

buer  à  A',  pour  beaucoup  de  cas,  une  valeur  un  peu  plus  forte 
que  celle  qui  se  rapporte  à  Thypothèse  du  roulement.  Quant 
à  l'autre  partie  de/(P  -h  p)  qui  se  rapporte  au  simple  glisse- 
ment tangeniiel  de  la  roue  censée  tourner  sur  elle-même  sans 
cheminer,  on  peut  continuer  à  la  représenter,  d'après  ce  que 
l'on  connaît  de  la  résistance  des  tourillons,  par  une  expres- 
sion de  la  forme/,  (P -+-/>),  dans  laquelle/»  a  une  valeur 
moindre  que/;  on  aura  donc,  pour  la  résistance  totale  de  la 
roue  traînée  directement  sur  le  sol, 

On  doit  concevoir  parfaitement,  d'après  cette  discussion, 
comment  la  condition  ci-dessus 

/( P  + /,)  =  ou  >  i^^j±^' +/' ^  VFTp"' 

suffît,  et  au  delà,  pour  assurer  à  la  fois  le  mouvement  de  rota- 
'tion  et  de  roulement  le  long  du  chemin;  car,  la  constante  A' 
étant  lout  au  moins  égale  à  A,  on  voit  que  la  condition  se  réduit 
simplement  à  celle-ci  : 

/ (P  ^p)  -  ou  >/' ^  v'fm:p"s 

sur  laquelle  on  retombe  directement  quand  on  soumet  géné- 
ralement au  calcul  la  question  du  mouvement  des  roues,  en 
tenant  compte  des  différentes  forces  de  compression  ou  de 
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réaction  qui  se  font  équilibre,  tant  sur  ces  roues  elles-mêmes 
que  sur  leurs  essieux.  Il  nous  suffit  ici  d'avoir  présenté,  sur  la 
théorie  de  la  résistance  des  roues  et  roulettes,  quelques  no- 
tions préliminaires  qui  peuvent  recevoir  des  applications  utiles 
dans  le  calcul  des  machines. 

45.  Usage  des  galets  ou  roulettes  pour  diminuer  la  résis- 
tance des  pièces  frottantes  des  machines.  —  En  se  servant 
des  données  qui  précèdent,  on  sera  en  état  de  calculer  ap- 
proximativement la>ésistance  que  présentent  les  galets  et 
roulettes  employés  pour  diminuer  le  frottement  direct  des 
corps  en  mouvement  les  uns  sur  les  autres,  roulettes  qui  fort 
souvent  portent  une  gorge  angulaire  destinée  à  embrasser  les 
languettes  saillantes  qui  constituent  alors  le  chemin,  et  dont 
les  rebords  empêchent  le  système  de  dévier  latéralement.  On 
voit,  par  exemple,  que  s'il  s'agit  de  pièces  douées  d'un  mou- 
vement rectiligne,  telles  que  celles  dont  il  a  été  question  aux 
n*^  30  et  suivants,  et  qui  seraient  dirigées,  dans  ce  mouve- 
ment, par  des  roulettes  adaptées,  soit  à  ces  pièces  elles-mêmes, 
soit  aux  guides,  on  n'aura  autre  chose  à  faire  qu'à  calculer, 
comme  on  Ta  indiqué  dans  cesjiuméros,  la  pression  que  sup- 
porte tant  l'axe  que  le  point  d'appui  de  chaque  roulette,  puis 
à  rechercher,  d'après  les  considérations  précédentes,  les  ré- 
sistances auxquelles  elles  donnent  lieu  respectivement,  pour 
les  substituer,  dans  l'équation  d'équilibre  du  n?  30,  aux  résis- 
tances fNyf^'  qui  résulteraient  du  frottement  direct. 

Quant  au  cas  où  les  roulettes  se  trouveraient  interposées 
entre  deux  plates-formes,  dont  l'une  fixe  et  l'autre  mobile  au- 
tour d'un  axe  donné,  il  ne  présentera  pas  de  difficultés  plus 
grandes,  si  les  chapes  des  roulettes  font  corps  avec  Tune  ou* 
l'autre  de  ces  plates-formes;  car,  quelle  que  soit  la  manière 
dont  se  distribue  la  pression  sur  le  système  de  ces  roulettes, 
on  sera  en  état  d'évaluer  la  résistance  absolue  ou  totale  dans 
le  sens  propre  du  chemin  décrit  par  le  point  de  la  plate-forme 
mobile  qui  répond  au  milieu  de  leur  axe,  et  il  ne  s'agira  plus 
que  de  multiplier  cette  résistance  par  ce  chemin  ou  par  sa 
distance  à  Taxe  de  rotation  général  du  système  pour  obtenir 
le  travail  ou  le  moment  par  rapport  à  ce  même  axe. 
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Ed  effet,  conservant  les  dénominations  des  n^"*  41  et  k% 
on  aura  approximativement,  pour  chaque  roulette  en  parti- 
culier» 

si  la  chape  fait  partie  de  la  plate-forme  mobile»  ou 

si  elle  est  liée  à  la  plate-forme  fixe.  P  étant  ici  la  pression 
indéterminée  supportée  par  la  roulette  de  la  part  de  cette 
dernière,  il  sera  impossible  de  calculer  sa  résistance  indivi- 
duelle F;  mais,  si  Ton  fait,  pour  chaque  cas,  la  somme  de  toutes 
les  résistances  semblables,  on  aura,  dans  le  premier, 

2F  =  ^2(P+p)^/'^2P     I,  l  15  K  A  iv    i 
et,  dans  le  second,  j  jj  ^  i  V  K  U  S 1  T  Y   *  ^  1 

2F  =  |2(P)4-/'j2(P-.jp),  ^.^l^nOOKNi.^. 

relations  dans  lesquelles  l'indétermination  n'exisie  plus, 
puisque  2(P)  indique  la  somme  des  pressions  supportées  par 
les  roulettes. 

46.  Galets  de  plates-formes  tournantes.  —  Il  arrive  souvent 
et  il  convient  même,  pour  éviter  la  résistance  sur  les  essieux 
de  roulettes,  que  ceux-ci  soient  rendus  indépendants  des 
deux  plates-formes,  et  alors  le  roulement  s'opère,  sur  chacune 
d'elles,  comme  dans  le  cas  du  n^lO,  si  ce  n'est  que  les  essieux 
donnent  ici  lieu  à  un  excès  de  résistance,  dont  l'intensité  est 
en  quelque  sorte  indéterminée  et  dépend  bien  moins  de  la 
pression  réciproque  des  plates-formes  que  des  accidents,  par- 
ticuliers ou  des  imperfections  que  présentent  la  surface  des 
roulettes  et  les  surfaces  d'appui,  qu'on  a  soin  d'ailleurs  de 
revêtir  de  bandes  ou  ornières  de  fer  saillantes. 

En  effet,  les  galets  ne  peuvent  point  ici  être  entièrement 
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libres  ou  privés  d'essieux  qui  les  dirigent  dans  leur  course, 
attendu  que  le  moindre  obstacle  Jes  faisant  cheminer  inégale- 
ment et  dévier  de  leur  route,  ils  s'embarrasseraient  mutuelle- 
ment et  seraient  plus  nuisibles  qu'utiles.  AQn  donc  d'assurer 
la  direction  de  leur  mouvement,  on  les  relie  entre  eux 
par  deux  grands  anneaux  en  fer,  concentriques  à  l'axe  gé- 
néral et  auxquels  s'adaptent  transversalement  les  boulons 
ou  essieux;  ces  anneaux  sont  d'ailleurs  eux-mêmes  reliés  à 
l'axe  dont  il  s'agit  par  des  bras  qui  ont  la  liberté  de  jouer  à 
frottement  doux  sur  son  contour.  Quelquefois  même  ces  an- 
neaux ou  chapes  générales  sont  articulés  au  droit  de  chaque 
essieu  de  roulette,  afin  d'éviter  toute  espèce  de  gène  dans  le 
mouvement;  mais,  à  moins  d'une  exécution  parfaite  et  de 
soins  minutieux  qu'on  n'apporte  guère  à  l'entretien  des  rou- 
lettes et  des  bandes  frottantes,  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  la 
suppression  complète  du  frottement  des  axes,  qui  d'ailleurs 
ont  à  supporter  le  poids  des  systèmes  de  chapes  et  de  la 
moitié  environ  des  bras  qui  les  relient  à  l'axe  de  rotation 
général.  Nommant  q  ce  poids,  q'  celui  qui  charge  la  couronne 
frottante  par  laquelle  les  bras  sont  réunis  à  l'axe  en  question, 
on  aura  évidemment,  pour  la  résistance  totale  X  d'un  pareil 
système,  rapportée  au  cercle  milieu  des  axes  de  roulettes 
d'un  rayon  p, 


en  conservant  les  conventions  et  dénominations  précédentes, 
et  supposant  d'ailleurs  la  puissance  appliquée  au  plateau  tour- 
nant, ce  qui  est  convenable  si  l'on  tient  à  diminuer  l'intensité 
absolue  de  la  résistance  en  augmentant  le  chemin  décrit  par 
le  point  d'application  de  la  force  motrice,  et  si  l'on  veut  éviter 
en  même  temps  les  efforts  de  traction,  assez  grands  et  varia- 
bles, que  supporteraient,  dans  le  sens  du  chemin  qu'ils  dé- 
crivent, les  axes  de  roulettes,  si  cette  force  était  immédiate- 
ment appliquée  aux  anneaux  des  chapes. 

Telles  sont,  au  surplus,  les  dispositions  fort  ingénieuses 
adoptées  pour  la  manœuvre  des  ponts  tournants  du  canal  Saint- 
Martin,  à  Paris,  dont  nous  donnerons  une  idée  plus  étendue 
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dans  la  partie  de  ce  Cours  consacrée  spécialement  a  Tétude 
des  machines  existantes. 

47.  Usage  des  roulettes  pour  diminuer  la  résistance  des 
tourillons  des  roues.  —  On  emploie  aussi  quelquefois,  dans  la 
vue  de  déterminer  le  frottement  des  tourillons  des  arbres  de 
machines,  des  galets  sur  le  contour  desquels  on  les  fait  re- 
poser directement  :  on  en  a  un  exemple  remarquable  dans  la 
machine  d'Atwood;  mais,  outre  qu'il  n'a  point  été  fait  encore 
d'expériences  directes  pour  apprécier,  dans  ce  cas,  la  résis- 
tance tangentielle  au  roulement,  on  doit  aussi  remarquer  que 
les  chances  de  déformation  des  surfaces  doivent  être  ici  bien 
plus  grandes  que  dans  ceux  qui  précèdent,  attendu  que,  à  con- 
sistance égale  des  matières,  les  impressions  qu'elles  suppor- 
tent doivent  être  plus  profondes,  et  par  suite  plus  durables. 
Quant  à  cette  résistance  en  elle-même,  on  pourra,  faute  de 
mieux,  en  attendant  des  expériences  concluantes,  la  supposer 
égale  à  la  quantité 

P  R' 

Ag  +  A'^C); 

A  et  A'  étant  des  constantes  censées  dépendre  uniquement 

de  la  nature  des  substances  en  contact,  R,  R'  les  rayons  des 

roues,  P  leur  force  de  compression  commune  et  réciproque. 

AP 
Cette  expression  se  réduisant  d'ailleurs  à  —  quand  le  rayon 


(>)  Dans  le  cas  d'un  obstacle  très-petit  interposé  entre  les  deux  roues,  et 
dont  /serait  la  distance  au  point  de  contact  commun ,  la  résistance  tangentielle 
et  totale,  en  supposant,  du  reste,  l'une  de  ces  roues  libre  de  se  soulever  comme 
celle  qui  a  été  considérée  aux  n<>*  41  et  42,  aurait  évidemment  pour  valeur 
l'expression 

^  qui  ne  comprend  pas  d'ailleurs  la  partie  de  la  résistance  provenant  du  frotte- 
ment des  axes,  s'il  en  existe,  et  à  laquelle  on  arrive  é^lement  en  supposant 
l'obstacle  matériel  remplacé  par  une  facette  plane,  commune  aux  deux  roues, 
de  largeur  /et  qui  serait  produite  par  leur  compression  réciproque  sous  la 
charge  P.  Nous  verrons,  dans  la  Section  suivante,  que  la  même  formule  se  pré- 
sente quand  il  s'agit  de  mesurer  la  résistance  des  engrenages  de  roues. 
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R'  est  infini,  ou  que  la  surface  correspondante  se  change  en 
un  plan,  on  se  trouve  conduit  naturellement  à  attribuer  à 
chacune  des  constantes  A  et  A'  les  mêmes  valeurs  que  si  le 
cylindre  auquel  elle  correspond  roulait  simplement  sur  un 
plan  formé  de  la  même  substance  que  l'autre  cylindre;  mais 
il  y  a  tout  lieu  de  croire  que,  dans  la  réalité,  elles  doivent  être 
un  peu  moindres,  à  cause  delà  plus  grande  facilité  qu'ont  les 
surfaces  à  se  dégager  du  fond  de  l'impression  qu'elles  subissent 
par  suite  de  leur  compression  réciproque. 

Dans  le  fait,  ces  suppositions  ne  doivent  être  considérées 
que  comme  des  aperçus  qui  ont  besoin  d'être  vérifiés  par 
l'expérience,  et  qui,  en  attendant,  peuvent  fournir  des  indi- 
cations utiles  dans  certains  cas  de  pratique. 

48.  Calcul  de  la  résistance  des  tourillons  à  roulettes.  — 
Pour  montrer  maintenant  le  rôle  que  joueraient  les  galets  des 
tourillons,  s'il  était  permis  de  négliger  leur  résistance  au  rou- 
lement et  de  faire  abstraction  du  défaut  qu'ils  ont  de  s'user 
inégalement,  et  d'autant  plus  rapidement  que  les  rayons  et 
les  arêtes  de  contact  des  couronnes  roulantes  sont  plus  petits, 
nous  supposerons  que  a  {Jig,  8i  )  soit  le  centre  d'un  tourillon, 


de  rayon  r,  sollicité  par  des  forces  dont  la  résultante  générale 
soit  N  ;  s'il  tournait  dans  un  coussinet  ordinaire,  son  frotte- 
ment serait  mesuré  par/'N,  développant  une  quantité  de  tra- 
vail égale  à/'N27rr,  pour  une  révolution  entière  de  l'arbre. 
Mais,  si  l'on  suppose  ce  tourillon  porté  sur  deux  roulettes 
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égales  b  et  c,  dont  R  soit  le  rayon  commun  et  p  celui  de  leur 
essieu,  la  pression  N  se  trouvera  décomposée  en  deux  autres 
passant  par  les  axes  6,  c,  et  qui,  en  supposant  N  symétrique- 
ment située  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  auront  évidemment 
pour  valeur  commune  la  quantité 

N 
2C0s|a 

dans  laquelle  a  représente  Fangle  bac. 

Ces  pressions  produisant,  sur  les  axes  b  et  c,  des  frottements 
mesurés  par 

acos^a 

on  voit  que,  en  négligeant  la  résistance  au  roulement,  qui  a 
lieu  en  deie,  la  perte  de  travail  qui  leur  correspond,  toujours 
pour  une  révolution  entière  du  tourillon  a,  sera  mesurée  par 

cosja         R 

puisque  l'arc  développé  aux  points  de  contact  d  et  e,  par  les 
roulettes,  est  égal  iiizr,  et,  par  conséquent,  celui  que  décri* 

vent  les  surfaces  des  axes  b  (>t  c,  à  27rr^;  donc  aussi  la  ré- 

sistance  tangentielle  qu'éprouve  à  se  mouvoir  le  tourillon  a, 
et  qui  était /'N  dans  le  premier  cas,  se  trouvera  réduite  à 

.fN      p 
cos-a  R 

dans  le  second;  ce  qui  est  dViUeurs  é\\deni  a  priori,  puisque 
cette  résistance  est  la  somme  des  efforts  tangentiels  à  appli- 
quer, en  d  et  e,  pour  vaincre  les  frottements  en  b  et  c. 

W.  Disposition  la  plus  avantageuse  des  roulettes.  —  La  résis- 
tance dont  il  s'agit  et  sa  quantité  de  travail  croissant  d'ailleurs 
à  mesure  que  cos^a  diminue,  ou  que  l'angle  bac  augmente  (  *  ), 


C)  On  remarquera  que  le  rayon  p  des  essieux  de  roulettes  a  une  relation 
nécessaire  avec  celui  r  du  tourillon  de  l'arbre  ;  ce  dernier  supportant  une  pres- 
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on  voit  qu'il  importe  de  rapprocher  l'un  de  l'autre  les  axes 
b,  c  des  roulettes;  et  c'est  pourquoi,  dans  certains  cas, 
on  fait  immédiatement  porter  (fig.  82)  le  tourillon  a  sur  la 

Fig.  8a. 


sommité  d'une  roulette  c,  de  façon  que  la  direction  de  ac  soit 
sensiblement  celle  de  la  résultante  N  des  forces  qui  agissent 
sur  a;  mais  alors  on  contient  latéralement  ce  tourillon  par 
deux  autres  roulettes  b  et  b'  dont  la  ligne  des  centres  est  per- 
pendiculaire à  ac.  La  résistance  tangentielle  du  tourillon  a 

se  réduit  ainsi  à  la  quantité /'N  ^9  ou  la  perte  de  travail,  par 


N 


I  et  les  deux  autres  une  pression  mesu- 


sion  normale  mesurée  (38)  par     

N  ^"^^' 

rée  par  y ; — ,  attendu  que  chaque  roulette  repose  sur  deux  axes  égaux  et 

symétriquement  placés,  on  devra,  d'après  les  règles  de  stabilité,  déterminer 
la  grandeur  de  p  selon  la  proportion 


N 


^H_/«*  4co3^a  " 


y/f\cos*fOL.       v^4c<»l« 


environ  ;  ce  qui  donne,  pour  la  résistance  réunie  des  deux  roulettes  au  mou» 
vement, 

/'N     p_        f'îir  ^  ^,^     /'Tir 

! 17  "^  ..  —  ^=   0,DJ0    5-7 r-rri 

cosiaR       R^4(cosi)*  R(co8;)* 

au  lieu  de  la  résistance  /'  N  qui  se  rapporte  au  cas  d'un  seul  tourillon  supporté 
par  un  coussinet  ordinaire. 
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révolution,  à/'N27rr^>en  conservant  les  mêmes  dénomi- 
nations qui  ci-dessus,  et  supposant  d'ailleurs  que  Tarbre  de  a 
ne  soit  pas  sollicité  par  d'autres  forces  que  N. 

Les  tourillons  de  la  cloche  de  Mute  de  la  cathédrale  de 
Metz  présentent  un  moyen  de  suspension  analogue,  et  qui 
se  trouve  indiqué  par  la^^.  82;  mais,  comme  ici  la  cloche 
ne  fait  que  de  courtes  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la 
verticale,  les  roulettes  se  trouvent  simplement  remplacées 
par  des  secteurs  circulaires,  dont  ceux  de  droite  et  de  gauche 
sont  dirigés,  dans  leur  mouvement  de  va-et-vient,  par  le 
moyen  d'un  système  articulé. 

Équilibre  da  .treuil  en  ayant  égard  au  frottement 
et  à  la  roideur  des  cordes. 

50.  Solution  générale  dans  le  cas  où  les  forces  sont  com- 
prises dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  —  Soit  {Jig.  83  ) 
un.  treuil  dont  l'arbre  horizontal  AA'  est  supporté,  vers  ses 

Fig.  83. 


extrémités,  par  deux  tourillons  reposant  sur  les  coussinets 
fixes  A  et  A',  et  sollicité  à  se  mouvoir  par  la  puissance  P  et 
la  résistance  Q,  qui  agissent  par  l'intermédiaire  de  cordes  ou 
de  courroies  que  nous  supposerons  situées  dans  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  AA';  nommons 

H  le  poids  total  du  treuil,  dont  le  centre  de  gravité  G  est 
censé  sur  l'axe  A  A'; 
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R  et  r  les  rayons  des  roues,  à  l'extrémité  desquels  agissent 

Pet  Q; 
p  et  p'  les  rayons  des  tourillons  A  et  A'; 
d  le  diamètre  de  la  corde  sollicitée  parQ; 
p^  q,  mei  l  les  distances  respectives  de  P,  de  Q,  de  M  et  du 

point  d'appui  A  à  celui  A'; 
a  et  ^  les  angles  de  P  et  de  Q  avec  la  verticale; 
N  et  N'  les  résultantes  des  efforts  exercés  respectivement  sur 

les  points  d'appui  A  et  A'; 
0  et  0'  les  angles  que  forment  ces  résultantes  avec  la  verticale; 

f 
fi  et  f[  les  valeurs  de  —===  pour  les  tourillons  A  et  A'...; 

1  la  résistance  occasionnée  par  la  roideur  de  la  corde 

2r  '^ 

qui  s'enroule  du  côté  de  Q. 

On  commencera  par  décomposer  chacune  des  forces  P  et  Q 
en  deux  autres,  suivant  la  verticale  et  l'horizontale,  puis  on 
décomposera,  à  leur  tour,  ces  dernières,  ainsi  que  le  poids  M 
du  treuil,  en  deux  autres  qui  leur  soient  parallèles  et  situées 
dans  les  plans  perpendiculaires,  en  A  et  A',  à  l'axe  du  treuil 
et  à  des  distances  égales  à  la  longueur  de  cet  axe  ;  on  trouvera 
de  cette  manière  : 


Pour  le  point  A 


Pour  le  point  A'  ^ 


somme  des  composantes  verticales, 

—7—  ■+-  Q  tC0S(3  -i-  p  t  cosa  =  Y; 
somme  des  composantes  horizontales, 
Q^sinp  — P^sina=rX; 

somme  des  composantes  verticales, 
|M(^VQ(i=5)cosp+P^-^'cos«=r: 

somme  des  composantes  horizontales. 
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On  aura  donc,  en  observant  que  les  résultantes  des  forces 
contenues  dans  chaque  plan  doivent  passer  respectivement 
par  les  points  d'appui  correspondants  des  tourillons»  lorsque 
le  treuil  est  arrivé  à  sa  position  d'équilibre  ou  de  stabilité, 

N  =  )/X^TV  =  j  v/(M/w-+-Qyco8p-hP/?cosa)»-^{Qçr8inp  — P/?sina)' , 


X  X' 

taûgO=Y»     tangG'=Y7î 

valeurs  dont  les  dernières  serviront,  conjointement  avec  les 
signes  de  X  et  Y,  de  X'  et  Y',  à  faire  connaître  la  direction  et 
le  sens  de  l'action  des  résultantes  N  et  N'. 

L'équilibre  devant  avoir  lieu  autour  de  Taxe  C  du  treuil, 
enff e  la  puissance  F,  la  résistance  active  Q,  la  roideur  de  la 
corde  qui  s'enroule  du  côté  de  Q  et  enfin  les  frottements 
/iN,/',N',  on  aura,  par  la  théorie  ordinaire  des  moments, 

équation  dans  laquelle  il  ne  faudra  introduire  que  les  valeurs 
absolues  de  N  et  N',  et  qui  sera,  en  général,  du  quatrième  de- 
gré en  P. 

51.  Cas  où  les  forces  ont  des  directions  quelconques.  — 
Dans  le  cas  où  le  système  serait  sollicité  par  une  ou  plusieurs 
forces  non  comprises  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
AA%  il  faudrait  remplacer  chacune  d'elles  par  deux  autres 
agissant  au  même  point,  et  dont  l'une,  comprise  dans  un  tel 
plan,  devra  être  traitée  comme  les  forces  F  et  Q,  et  dont 
l'autre,  parallèle  à  AA%  pourra,  à  son  tour,  être  remplacée 
par  une  force  ég[ale  dirigée  suivant  cet  axe  et  par  un  couple 
donnant  lieu  à  des  pressions  en  A  et  A'  qu'il  faudra  comprendre 
au  nombre  des  autres  forces  qui  sollicitent  ces  tourillons, 
pour  obtenir  les  nouvelles  valeurs  des  résultantes  N  et  N'. 

21. 
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Quant  aux  composantes  qui  agissent  suivant  l'axe  AA%  on 
les  composera  en  une  seule,  égale  à  leur  somme,  ei  dont  Tin- 
tensité  absolue,  étant  mesurée  par  Ni,  produira,  sur  l'épaule- 
ment  contre  lequel  elle  force  l'arbre  ou  la  tête  du  tourillon  à 
s'appuyer  latéralement,  un  frottement  /Nt,  dont  le  bras  de 
levier  moyen  devra  être  calculé  comme  il  a  été  expliqué  au 
n«  37,  et  dont  on  ajoutera  le  moment  à  ceux  des  autres  résis- 
tances dans  l'équation  d'équilibre  ci-dessus. 

62.  Méthodes  abrégées  pour  résoudre  V équation  d'équilibre. 
—  Afin  de  simplifier  la  résolution  numérique  de  cetie  même 
équation,  on  se  sert  ordinairement  de  la  méthode  des  substi- 
tutions successives;  on  néglige  d'abord  les  termes  en/,  et/[ , 
ce  qui  donne 

^-^R^ Tr R' 

on  met  cette  première  valeur,  un  peu  faible,  au  lieu  de  P,  sous 
les  deux  radicaux,  ce  qui  fournit  une  nouvelle  valeur  ue  P 
beaucoup  plus  exacte,  et  qu'on  peut  substituer  à  son  tour, 
sous  ces  mêmes  radicaux,  pour  en  obtenir  une  troisième  et 
ainsi  de  suite;  mais,  à  cause  de  la  faible  influence  du  frot- 
tement des  tourillons,  il  arrive  presque  toujours,  dans  les  cas 
de  pratique,  qu'on  pe%t  se  borner  à  la  première  substitution. 

Les  résultats  de  la  Note  I,  placée  à  la  fln  de  cette  Section  III, 
mettent  d'ailleurs  en  état  de  résoudre,  dans  chaque  cas,  d'une 
manière  générale  et  avec  un  degré  d'approximation  très-suf- 
fisant, l'équation  dont  il  s'agit,  qui  se  trouve  ainsi  ramenée  à 
une  autre  Bu  premier  degré,  entre  P  et  Q. 

Considérant,  par  exemple,  v^X'  -h  YS  qui  exprime  la  valeur 
de  N,  si  l'on  ne  connaît  nullement  le  rapport  de  grandeur 
des  composantes  X  et  Y,  dont  on  ne  doit  ici  d'ailleurs  retenir 
que  la  valeur  numérique  et  absolue,  on  remplacera  le  radical 
par  la  quantité  linéaire  et  rationnelle 

0,828 (X -h  Y),    exacte  à  7  près  ; 

si  l'on  sait  à  l'avance  que  Y  surpasse  X,  on  le  remplacera  par 

cfelle-ci  : 

o,96Y  -+-  o,4X,     exacte  à  jV  P^^ès. 
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Subsiitaant  donc  cette  valeur  approchée  de  N  et  la  valeur 
analogue  de  N'  dans  l'équation  d'équilibre  ci-dessus,  on  en 
déduira  immédiatement  P,  en  fonction  de  Q,  avec  un  degré 
d'approximation  très-sufSsant,  même  dans  la  première  suppo- 
sition, à  cause  de  la  faible  influence  du  frottement  des  tou- 
rillons, 

53.  Simplification  relative  au  cas  le  plus  ordinaire  des  ap^ 
plications.  —  Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  on  aura 

9=9'^    /=/;     et    /Np-^/;Ny==/p(N  +  N'); 

de  plus,  les  forces  P  et  Q  agissant  dans  le  même  sens  que 
M  pour  presser  les  tourillons,  les  valeurs  de  Y  et  Y',  de  X  et 
X'y  telles  qu'elles  ont  été  écrites  ci-dessus,  sont  toutes  posi- 
tives, de  sorte  que  si,  comme  il  arrive  fort  souvent,  on  a  en 
même  temps  Y  >  X,  Y'  >X',  on  pourra  prendre,  à  -^  près» 

N -h  1S'  =  o,96(Y -f- Y') -h  o,4(  X -f.  X') 

==  o,96(M  -f-  Qcosp  -hP  cosa)  -f-  o,4(Qsin(3  —  Psina), 

ou,  à  I  près  seulement,  si  l'on  ignore  absolument  l'ordre  de 
grandeur  de  X  et  X',  de  Y  et  Y', 

N -h  N'  =  o,83  (Y -^  Y' +  X -H  X') 

=  o,83(M  -h  Q  cos(3  -f-  Pcosa  +  Q  sinp  —  P  sina). 

L'une  et  l'autre  de  ces  expressions  sont,  comme  on  le  voit, 
celles  qu'on  obtiendrait  directement  si,  au  lieu  de  décom- 
poser chacune  des  forces  proposées  dans  les  plans  perpendi- 
culaires à  chaque  tourillon,  pour  en  chercher  séparément  les 
résultantes  N  et  N',  on  les  avait  supposées,  tout  d'abord,  com- 
prises dans  un  plan  unique,  et  appliquées  au  même  point,  ce 
qui  eût  donné,  pour  la  résultante  générale,  l'expression 

)/{U  ■+-  Q  cosp  -h  F  cosa)^  -h  (Q  sin^  —  P sîna)^ 


=  v/M*-hQ'-f-P'-t-2M(Ocosi3-hPcosa)-h2PQcos(a-hP), 

qu'on  prend  ordinairement,  en  effet,  pour  la  valeur  de  la  force 
totale  qui  sollicite  les  tourillons  et  produit  leurs  frottements 
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censés  concentrés  en  un  seul  ;  mais  cette  supposition  ne  conduit 
véritablement  qu'à  des  résultats  plus  ou  moins  approchés,  et 
qui  peuvent  devenir  fautifs  toutes  les  fois  que  les  compo- 
santes Y  et  Y',  X  et  X'  tendent  à  faire  presser  les  tourillons 
contre  des  points  opposés  des  coussinets. 

Dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  et  attendu  qu'on  ne  doit 
prendre  que  les  valeurs  absolues  des  forces  dont  il  s'agit,  pour 
^es  substituer  dans  les  sommes  X  -f-  X'  et  Y  4-  Y',  on  se  trou- 
vera obligé  de  changer  le  signe  algébrique  et  naturel  de  la 
force  qui  est  négative,  ce  qui  empêchera  la  réduction  ci-des- 
sus d'avoir  lieu.  Par  exemple,  il  se  pourrait  que,  dans  un 
certain  cas,  on  eût  en  même  temps 

Q  2  sinp>  P£  sina,     Q  '^I^ZJLÏ  sinp<  P  ^l:zl}  sioa, 

et  alors,  au  lieu  de 

X  +  X'=  Q  sin(3  —  P  sina, 
on  aurait 

X-^X'=:Qsinp  (^-i\^Vs\na(i-^y, 

ce  qui  est  bien  différent. 

Ces  observations  sont  entièrement  semblables  à  celles  que 
nous  avons  présentées  à  l'occasion  du  frottement  des  pièces 
rectilignes  contre  leurs  guides  (30)  ;  elles  montrent  qu'il  faut 
soigneusement  distinguer»  dans  chaque  cas,  le  sens  de  l'action 
des  forces  et  les  relations  entre  leurs  intensités,  pour  être  en 
état  de  prononcer  sur  le  signe  des  composantes  Y,  Y',  X  etX', 
et,  par  suite,  s'il  peut  être  permis  de  substituer  la  considé- 
ration d'une  résultante  unique  à  celle  des  résultantes  dis- 
tinctes N  et  N';  or  c'est  ce  qui  sera  toujours  possible  quand 
les  données  et  les  conditions  du  système  se  trouveront  nu- 
mériquement et  complètement  établies  (voir  le  n**  56  ci- 
après). 

64.  Exemple  relatif  au  treuil  destiné  à  soulever  des  far- 
deaux. —  Dans  le  treuil  destiné  à  soulever  des  fardeaux,  il 
n'y  a  pas  d'incertitude  :  Q  est  vertical,  |3  =  o,  et  les  compo- 


Digitized  by  VjOOQIC 


IPPLIQUÉE  AUX  MACHINES.  3^7 

santés  X  et  X'  de  N  et  N'  se  réduisent  (50)  aux  forces 


Pf  sina,     pfjL_Z)sina, 


qui  agissent  dans  le  même  sens  pour  presser  les  tourillons  ('). 
L'équation  d'équilibre  peut  être  ainsi  remplacée  par  la  sui- 
vante,  en  observant  que  les  composantes  dont  il  s'agit  sont 
respectivement  moindres  que  les  composantes  verticales  Y 
et  Y': 

-4-/,p[o,96(M  -h  Q-4-  Pcosa)-4-  o,4Psina], 

de  laquelle  on  tire 

p  ^  Qr-^irf»-(a+6Q)4-o,96/.p(M-4-Q) 
R--/ip{o,96cosa-f-o,4sina)        ' 


(*)  Si  P  agissait  au  ^elà  du  tourillon  A'  par  rapport  à  A,  ^  deviendrait  néga- 
tif, et  Ton  prendrait 

N  =  0,96  [  M  y  -h  Q  ^  —  P  j  cosa  j  -♦-  0,4  P  Ç  sin  «, 

«.  =  0,96  [m  ^i^)  ^  Q  fi^  +  p  f^  co.«]  +  0,4  p  ^^in  «. 

et  par  suite, 

N -+- N'=  o,96(M -t- Q -*- P  008  a) -f- 0,4  P  — ^tLÎ^^  sin  a, 

p_    Qr-4-irf«(aH-^Q)-4-o,&6/,p(MH-Q) 
R  — /,  p-|o,96co8a-i-o,4  ^ — j-^. sin  al 

valeur  qui  ne  diffère  de  celle  donnée  dans  le  texte  qu'en  ce  que  sin  a  y  est  rem- 
placé par  -: j-^sina  au  dénominateur;  mais,  comme  la  solidité  de  Tarbre 

exige,  dans  les  suppositions  actuelles,  que  la  saillie  p  soit  très-petite  par  rap- 
port k  /,  on  pourra  presque  toujours  se  borner  à  la  valeur  du  texte,  dont  le 
dénominateur  peut  être  simplifié  toutes  les  fois  que,  Tangle  a  étant  aigu,  on 
aura  co8«>  sin  a;  car  alors  le  facteur 

0,96  ros  a  -f-  0,4  sin  a 

sera  k  |!;  près  égal  à  Tunité. 
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avec  un  degré  d'approximation  très-suffisant  pour  les  appli- 
cations ordinaires. 

Les  valeurs  générales  (50)  de  N  et  N'  devenant  par  elles- 
mêmes  rationnelles  dans  le  cas  particulier  où  P  serait  vertical 
ou  a  nul  en  même  temps  que  p,  il  sera  plus  exact  de  prendre 

OrH-irf»-(a  +  ftQ)^-/p(M-hQ). 
•   H-/P 

en  remplaçant  ainsi  les  coefficients  numériques  o,g6eto,4 
par  I  et  zéro,  attendu  qu'ici  [voir  la  Note  I  à  la  fin  de  cette 
Section  )  les  rapports  de  Y  à  X  et  de  Y'  à  X'  deviennent  in- 
finis, s 

En  général,  et  pour  la  précision,  il  convient  de  ne  pas  ou- 
blier que  ces  coefficients  sont  susceptibles  de  changer  de  va- 
leurs avec  les  rapports  dont  il  s'agit. 

55.  Cas  où  la  puissance  est  parallèle  et  de  signe  contraire 
à  la  résistance.  ~-  Si  a,  au  lieu  d'être  nul,  était  de  180  degrés, 
c'est-à-dire  si  P  agissait  verticalement,  mais  en  sens  contraire 
de  M  et  de  Q,  la  même  solution  serait  applicable  en  changeant 
simplement  le  signe  de/ip  au  dénominateur  de  la  fraction  ci- 
dessus;  car  les  composantes  de  P,  qui  agissent  sur  les  touril- 
lons, auraient  généralement  une  valeur  moindre  que  la  somme 
de  celles  qui  proviennent  de  M  et  de  Q.  Hais  si,  a  étant  nui 
et  par  conséquent?  cosa  positif,  p  égalait  180  degrés,  Q  cos|3 
devenant  —  Q,  il  y  aurait  lieu  de  considérer  les  expressions 
distinctes  de  N  et  N',  qui  se  réduisent  alors  (50)  aux  suivantes  : 

Mm       P£_Q7 

,  __  M(/-m)  _^  P(/-p)  _  Q(/-(7) 
/  /  /        ' 

dont  il  faudrait  toujours  ne  prendre  que  les  valeurs  absolues 
pour  les  substituer  dans  l'équation  générale  d'équilibre. 

Supposant,  par  exemple,  que  l'examen  a  priori  des  don- 
nées de  la  question  apprenne  de  suite  que  N  et  N'  sont  es- 
sentiellement positifs,  ce  qui  d'ailleurs,  à  cause  de  P  >  Q  g) 
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arrivera  nécessairement  quand  on  aura  à  la  fois 

Mm-^Qgp>Q(/,    M(/-m)  +  Qg(/-p)>Q(/-g), 

ou 

Q-^m       Km^/— /n       R   /  -  m  ' 
il  viendra 

ce  qui  suppose  encore  M  +  P  >>  Q,  condition  naiureilement 
comportée  par  les  deux  précédentes. 

Si>  au  contraire,  la  discussion  avait  appris  que  N  et  N'  sont 
essentiellement  négatifs,  il  suffirait  évidemment  de  changer 
la  ligne  de/  dans  la  valeur  générale  de  P. 

Enfin,  si  N  et  N'  étaient  de  signes  différents,  on  aurait 

n.n'=±[m(^_.)-q(M_,).p(^_,)], 


d'où 
P  = 


le  signe  supérieur  de/  correspondant  au  cas  où  la  quantité 

serait  positive,  et  le  signe  inférieur  à  celui  où,  au  contraire, 
elle  serait  négative. 

56.  Discussion  relative  au  genre  particulier  de  solution  qui 
convient  à  chaque  cas.  —  Cette  discussion  montre  la  nature 
des  difficultés  qu'on  pourra,  en  général,  rencontrer  dans  les 
calculs  relatifs  à  l'équilibre  du  treuil  soumis  à  des  résistances 
passives;  car,  les  quantités  N  et  N'  étant  fonctions  implicites 
de  la  quantité  P  qu'il  s'agit  de  déterminer,  il  ne  sera  pas  tou- 
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jours  possible  de  distinguer  a  priori  quel  est  leur  véritable 
signe;  mais,  outre  que  les  cas  d'indécision  seront  fort  rares, 
on  peut  encore  remarquer  que  ces  cas  ne  se  présenteront  que 
lorsque  la  somme  des  termes  tous  connus,  dans  N  et  N',  dif- 
férera assez  peu  du  terme  qui  contient  P  et  lui  sera  d'ailleurs 
opposé  de  signe;  ce  n'est  qu'alors,  en  effet,  que  les  signes  de 
N  et  N'  pourront  être  douteux.  Or,  dans  ce  cas  même,  les  va- 
leurs absolues  des  pressions  dont  il  s'agit  seront  fort  petites, 
et  celles  des  frottements  qu'elles  produisent  pourront,  à  la 
rigueur,  être  négligées  vis-à-vis  des  autres  résistances,  à  moins 
que,  pour  plus  d'exactitude,  on  ne  préfère  les  calculer  en  y 
supposant  P  simplement  égal  à  sa  valeur  approchée 

Q^      ou      ^^H.irf.(a  +  6Q); 

ce  qui  permettra  alors  de  tirer  directement,  et  avec  un  degré 
d'approximation  plus  que  suffisant  pour  le  plus  grand  nombre 
des  cas  de  pratique,  la  valeur  correspondante  de  P,  deTéqua- 
tion  générale  qui  exprime  les  conditions  de  l'équilibre  autour 
de  l'axe  du  treuil. 

Du  reste,  les  mêmes  remarques  étant  applicables  au  cas  gé- 
néral examiné  dans  les  n*"*  50  et  51,  quant  à  l'indétermination 
des  signes  des  quantités  partielles  X  et  Y,  X'  et  Y',  il  n'y  a 
pas  lieu  de  craindre  qu'avec  un  peu  d'attention  on  puisse  ja- 
mais faire  de  fausses  applications  des  méthodes  de  calcul  qui 
y  sont  indiquées;  car,  les  cas  d'indécision  relatifs  au  signe  de 
ces  quantités  répondant  encore  ici  à  ceux  oii  leurs  valeurs 
absolues  et  individuelles  seraient  naturellement  fort  petites, 
on  en  facilitera  beaucoup  la  discussion,  en  égalant  séparé- 
ment à  zéro  les  expressions  de  X,  X',  Y,  Y',  puis  comparant 
les  valeurs  qui  en  résultent  pour  P,  soit  entre  elles,  soit  avec 
la  véritable  valeur  de  P,  qu'on  doit  considérer  comme  essen- 
tiellement positive.  En  effet,  celles  de  ces  valeurs  qui  seront 
trouvées  au-dessous  de  zéro  indiqueront  tout  d'abord  que 
l'expression  d'où  elles  proviennent  est  positive,  et  les  autres 
seulement  que  cette  expression  peut  être  négative,  si  la  va- 
leur effective  de  P,  telle  qu'elle  résulte  des  données  du  pro- 
blème, se  trouvait  notoirement  surpasser  celle  qu'on  a  déduite 


Digitized  by  VjOOQIC 


APPLIQUÉE   lUX  MAGHINES.  33 1 

de  réquation  hypothétique  X  =  o,  Y  =  o,...,  que  Ton  consi* 
dère  en  particulier. 

Faisan  t>  par  exemple,  Y  =  o  dans  les  suppositions  générales 
du  n*  50,  on  en  déduira,  pour  P,  une  certaine  valeur 

-^  _      Mm  -+-  Qq  cos(3 
pcosa 

distincte  de  la  véritable;  et,  si  cette  valeur  toute  connue  était 
négative,  ce  serait  un  signe  certain  que  Y  lui-même  serait 
positif;  la  même  chose  aurait  lieu  évidemment  encore  si  cette 
valeur,  étant  positive,  se  trouvait  inférieure  à  la  véritable  ou 

à  P,  et,  a  fortioriy  si  elle  était  au-dessous  de  Q  -j^r  ou  de 

Q  ~  -♦-Tûf''(aH-  6Q);  mais  Y  sera  négatif  dans  le  cas  con- 

traire,  c'est-à-dire  quand  la  valeur  censée  positive  de  Pi  sur- 
passera P,  dont  on  ne  connaît  point,  en  général,  de  limite  supé- 
rieure, comme  on  lui  en  connaît  une  inférieure;  ce  qui  fait 
qu'on  ne  peut  pas  non  plus  indiquer  à  l'avance  une  condi- 
tion générale  et  explicite,  qui  permette  d'assurer  que  Y  est 
en  eflfet  <;  o. 
Toutefois,  si  P.  surpasse  notablement  la  valeur  approchée 

de  P,  c'est-à-dire  Q  -rr>  par  exemple  s'il  en  était  les  |,  on 

pourrait  être  certain,  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas,  que  Y 
serait  aussi  négatif;  car  il  n'arrive  jamais  dans  les  machines 
que  les  résistances  nuisibles  des  arbres  tournants  excèdent  le 
quart  de  la  valeur  qu'aurait  la  force  motrice  si  ces  résistances 
n'existaient  pas.  L'indétermination  du  signe  de  Y  n'aura  donc 
lieu  que  pour  le  seul  cas  où  Pi  différerait  très-peu  de  P  ou 

Q  — î  et  par  conséquent  où  Y  serait  très-voisin  de  zéro,  ce 

qui  confirme  la  remarque  déjà  faite  plus  haut,  et  prouve  qu'a- 
lors on  peut  en  effet  négliger,  sans  inconvénient,  la  consi- 
dération de  Y,  ou  prendre  simplement  pour  sa  valeur  celle 

qui  répond  à  la  supposition  de  P  =  Q  -^  • 
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Calcul  des  résistances  dans  les  poulies,  le  treuil  des  Chinois 
et  le  cabestan. 

57.  De  la  poulie  fixe,  —  Dans  le  cas  parliculîer  de  la  poulie, 
les  forces  P  et  Q  agissent  à  la  même  distance  r  de  l'axe,  et 
sont  comprises  dans  un  plan  qui  partage  en  deux  parties  égales 
rintervalle  des  tourillons,  de  sorte  qu'on  peut  supposer  que 

Fig.  84. 


tout  se  passe  dans  ce  plan  milieu.  Examinons  d'abord  la  poulie 
fixe  [fig.  84):  nommant 

T  la  tension  du  cordon  sur  lequel  agit  la  puissance; 

T'  celle  qui  répond  à  la  résistance; 

(p  l'angle  formé  par  ces  tensions,  de  part  et  d'autre  de  la  droite 
qui  joint  leur  point  de  concours  A  avec  le  centre  C  de  la 
poulie; 

m  le  poids  de  cette  poulie,  qui  est  toujours  fort  petit  par  rap- 
port à  TetT'; 

^  l'angle  que  forme  la  direction  de  ce  poids  avec  celle  de  la 
droite  AC  prolongée; 

conservant,  du  reste,  les  mêmes  dénominations  et  conventions 
qu'aux  n''''  50  et  52,  on  aura,  après  avoir  décomposé  les  forces 
m,  T  et  T'  parallèlement  et  perpendiculairement  à  la  direc- 
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tioD  de  AC, 

-h  f'p  }/[(T-\-T)cos(f'^mcos^Y-h  [(T  — T')  sin^  —  m  sin>];]», 

équation  dans  laquelle  ( T -H  T' )  cos 94- m  cos^' est  évidem- 
ment positif  et  plus  grand  que  (T~T')sin9  — m  sin^'y  qui, 
lui-même,  demeure  au-dessus  de  zéro,  tant  que  sinf  n'est  pas 
très-petit;  remplaçant  donc  le  radical  par  sa  valeur  approchée 
à  âT  pi'ès  (52),  tirant  ensuite  celle  de  T  en  T',  il  viendra 

j^  r^-f-l</^^(<I-f-6^)-^-.^p[(o.96cosy-~o,4  8mq?)r-^fo,96co8^^  — o,4  8inr|i)iw] 
r— /'p(o,96  cos®  -+-  0,4  8iu«p) 

Si  les  cordons  éuient  parallèles,  c'est-à-dire  si  9  était  nul, 
il  n'y  aurait  évidemment  autre  chose  à  faire  qu'à  changer  le 
signe  de  sin^'  dans  cette  formule,  attendu  que  la  quantité 
(T  — T')sîn(p  —  rnsln^'  deviendrait  négative;  enfin,  si  ces 
cordons  étaient  tous  deux  verticaux,  au  lieu  de  la  valeur  ap- 
prochée ci-dessus,  on  prendrait  celle-ci, 

_      TV  -h^&ia-h  bV)  -^  fo  (T h-  m) 

T= y^^^TT' • 

qui  est  entièrement  rigoureuse. 

58.  De  la  poulie  mobile.  ~  Dans  le  cas  de  la  poulie  mobile 
(Jig,  85),  il'sera  plus  simple  de  décomposer  les  tensions  T  et 
T  selon  la  verticale  et  l'horizontale;  car  la  différence  des 
composantes  qui  agissent  dans  cette  dernière  direction  devra 
être  naturellement  nulle,  et  la  somme  de  celles  qui  agissent 
suivant  la  verticale  diminuée  du  poids  m  de  la  poulie  devra 
être  précisément  égale  à  la  charge  Q,  supportée  par  cette  poulie, 
et  dans  laquelle  se  trouve  compris  le  poids  de  la  chape  et  des 
garnitures;  a  et  ^  étant  d'ailleurs  les  angles  formés  respecti- 
vement par  T  et  T'  avec  la  verticale,  on  aura  ainsi  les  équa- 
tions 

T  sina  —  T' sin (3  =  o,    T cosa  4-  T' cos^  —  m  =  Q, 
qui  serviront  9  déterminer  les  angles  a  et  ^,  ainsi  que  les  va- 
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leurs  de  T  et  T%  conjointement  avqc  les  conditions  géomé- 
triques du  système  et  Téquatlon  d'équilibre  de  la  poulie  au* 


Fig.  85. 


tour  de  son  centre  C,  équation  qui  devient  ici  simplement 

attendu  que  Q  représente  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  Taxe  C. 

Pour  tirer  la  valeur  de  T  et  de  T'  de  ces  équations,  on  sub- 
stituera d'abord  celles  que  donnent  les  deux  premières  en 
fonction  de  a  et  de  ^,  dans  la  troisième,  qui  servira  ainsi  à 
calculer  ces  angles  au  moyen  des  conditions  géométriques 
qui  fixent  la  position  du  système;  ayant  de  cette  manière  les 
valeurs  de  a  et  de  p,  on  calculera  T  et  T'  par  les  équations 

Tsina       ,^  .        sina 


sin^ 

T  =  (Q-Mn) 


(Q-h/n) 
sin3 


sin(a-+-p) 


sm(a 


m)  - 


(id^a^fpQ)cos^ 


r{cospH-cosa)  4-f  rf*6cosa 
Quant  à  la  relation  entre  a  et  ^,  elle  se  réduit  à  la  suivante  : 


sin|3 


sina 


sin(«-*-P)      sin(«-*-P) 


^     r(Q-hm)     ' 
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qui  montre  que  sinp  surpasse  sina  d'une  fraction  en  elle- 
même  toujours  fort  petite. 

Dans  le  cas  où  les  cordons  seraient  sensiblement  verticaux, 
on  pourra  y  sans  inconvénient  pour  Tex^ciitude,  remplacer 
les  trois  équations  ci-dessus  par  les  suivantes,  en  négligeant 
les  puissances  de  a  et  {3  supérieures  à  la  première  : 

Ta-T'p  =  o,     T-+-T'=Q-+-m, 

Tr  =  T'r-f-irf«*(a-h6T')-+-/'p(T-+-T'-m), 

qui  donnent 

^,^  r{Q-¥-m)^\d^a-fpO 
2r-hid^b 

59.  Treuil  ou  chèvre  de  Lombard.  —  Les  calculs  qui  pré- 
cèdent sont  immédiatement  applicables  à  la  chèvre  de  Lom- 

Fig.  86. 


bard  {Jig.  86],  que  les  Anglais  attribuent  aux  Chinois,  et  qui 
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a  été  décrite,  par  Navier,  dans  le  tome  I  de  V Architecture  hy- 
draulique de  Bélidor,  nouvelle  édition.  Note  bi,  page  200.  En 
conservant  ici  les  mêmes  dénominations  que  dans  l'article  pré- 
cédent, quanta  ce  qui  concerne  la  poulie  mobile,  et  supposant 
que  la  puissance  P  agisse  pour  élever  la  charge  Q  tangentiel- 
lement  à  la  circonférence  d'une  roue  de  rayon  R,  sous  un 
angle  avec  la  verticale,  mesuré  par  x;  nommant,  de  plus, 

H  le  poids  du  treuil,  y  compris  celui  de  la  roue  et  des  cor- 
dages, dont  le  centre  de  gravité  général  sera  censé  sur  l'axe 
de  ce  treuil; 

p'  les  rayons  égaux  des  tourillons  A  et  A'; 

R'  le  rayon  du  tambour  sur  lequel  s'enroule  le  cordon  dont 
la  tension  est  T  ; 

K  celui  du  tambour  qui  correspond  à  la  tension  T'; 

^7 la  roideur  produite  parTenrouleroenidu  premier 

de  ces  cordons; 

f 
/,  la  valeur  de  ~7~' — J,  pour  les  tourillons  A  et  A'; 

observant  d'ailleurs  que  Q  est  la  résultante  des  tensions  T  et 
T'  qui  agissent  pour  presser  verticalement  les  tourillons; 
qu'enfin  ces  tensions  elles-mêmes  peuvent  être  ici  consi- 
dérées comme  sensiblement  verticales,  en  supposant  que  la 
poulie  C  ait  reçu  des  dimensions  convenables,  on  aura  d'abord, 
pour  calculer  T  et  T'  (58), 


(r  ^id^b)(Q'^m)-h\d^a  -^fpQ 
:tr-{-id^b  ' 


r(Q-^m)-^\d^a--f'f>Q 
nr-^-id^b 

puis,  observant  qu'ici  toutes  les  forces  agissent  pour  presser 
les  tourillons  dans  le  même  sens,  et  que  la  composante  hori- 
zontale Psina  est  nécessairement  «ne  quantité  fort  petite  par 
rapport  à  M-4-Q-+-/n-hP  cosa,  et  dont  il  est  permis  de  né- 
gliger le  carré,  sous  le  radical  qui  exprime  la  pression  toule 
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des  tourillons  (53),  on  aura  également,  pour  calculer  P, 

PR  =  TR'-l-^!^^^R'— TV+/p(M  +  Q  +  m-hPcosa), 

d'où  l'on  tirera  immédiatement  la  valeur  de  P,  après  y  avoir 
substitué  celles  ci-dessus  de  T  et  de  T'. 

Dans  le  cas  où  le  système  serait  sans  résistances  passives, 
on  aurait  évidemment 

ce  qui  montre  qu'on  peut  diminuer  à  volonté  Teffort  de  P, 
en  diminuant  convenablement  la  différence  R'  —  r'  des  rayons 
des  tambours  sur  lesquels  s'enroulent  les  cordages  qui  sou- 
tiennent la  poulie  mobile. 

Si  d'ailleurs  il  s'agissait  de  calculer,  pour  une  révolution 
entière  de  l'arbre  du  treuil,  la  quantité  de  travail  qu'aurait  à 
développer  la  puissance  P,  il  ne  resterait  qu'à  multiplier  sa 
valeur  par  la  circonférence  2  7rR  que  décrit  son  point  d'appli- 
cation dans  sa  direction  propre,  ce  qui  donnerait  pour  ce  tra- 
vail, dans  le  cas  où  il  n'existerait  point  de  résistances  passives, 
c'est-à-dire  pour  l'effet  utile, 

(Q  +  m)7r(R'-0, 

expression  dans  laquelle  7r(R'— r')  représente  évidemment 
la  hauteur  dont  s'est  élevée  la  charge  Q  +  /ti  pendant  cette 
même  révolution  de  l'arbre. 

60.  Cabestans,  manèges  ou  treuils  à  axes  verticaux.  —  Les 
solutions  et  équaiions  relatives  au  treuil  à  axe  horizontal  con- 
viennent également  aux  treuils  et  aux  systèmes  de  rotation 
quelconques  à  axes  verticaux;  il  ne  s'agit  que  de  faire  M  =  o 
dans  ces  équations,  et  d'ajouter  à  leur  second  membre  un 
terme  de  la  forme  (38)  i/Mp,  pour  tenir  compte  du  frotte- 
ment sur  la  tête  du  tourillon  ou  pivot  inférieur  qui  supporte 
la  charge  M. 

Supposant,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  du  cabestan  ordi- 
naire {Jig.  87)  sollicité  par  une  puissance  P,  agissant  perpen- 
diculairement à  l'extrémité  d'un  levier  d'une  longueur  R,  pour 

22 
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vaincre  la  résistance  Q  appliquée  à  la  corde  horizontale  qui 
s'enroule  autour  de  l'arbre  vertical  du  treuil;  nommant  d*ail- 
leurs  a  Tangle  formé,  pour  une  certaine  position  du  système, 

FIg.  87. 


par  la  puissance  P  avec  la  direction  invariable  de  Q,  et  con- 
servant, du  reste,  toutes  les  autres  dénominations  et  conven- 
tions du  n*»  50,  on  observera  qu'ici  le  tourillon  supérieur  est 
généralement  plus  fort  que  le  tourillon  inférieur,  en  A;  qu'en 
outre />  doit  être  changé  de  signe;  qu'enfin  les  composantes 
de  Q  qui  agissent  sur  ces  tourillons  l'emportent  sur  celles 
qui  proviennent  de  la  décomposition  de  P;  on  aura  donc, 
pour  résoudre  la  question  dans  le  cas  du  cabestan  ordinaire. 


PR  =  Qr 


d^ia  -f-ftQ) 


'•^/pNH-/;p'N'-h5/Mp, 


^  =  j  \/(Qq-¥-  P/?sinaJ'H-P^/i'cos*a 

=1=0,960  j  -^'    i    (o,96sina-t-  o,4cosa), 

N'  =  i  4Q  (/  —  gy—  «M^  -+-  p)  ^ina]'  -+-  PM^  -+-  p)^cos'a 
=  0,960 ^ (o,96sin«  —  o,4cosa). 
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valeurs  dans  lesquelles  cosa  devra  toujours  être  pris  abstrac- 
tion faite  du  signe,  mais  non  pas  sina. 

Lorsque  P  représente  la  somme  de  plusieurs  puissances 
égales  et  symétriquement  distribuées  autour  de  Taxe  AA^  ce 
qui  arrive  dans  le  cabestan  manœuvré  par  des  hommes,  les 
composantes  de  ces  puissances  qui  agissent  sur  les  touril- 
lons s'entre-détruisent  réciproquement,  et  Ton  a  simplement 
alors 

d'où  l'on  tire  immédiatement  la  valeur  de  Q. 

Enfin,  dans  le  cas  où  P  serait  quelconque,  mais/,'  =/„ 
p=p,  l'équation  d'équilibre  deviendrait 

et  donnerait,  pour  la  valeur  de  P, 

R  -h/p[o,96sina  —  0,4 1 cosa] 

formule  applicable  à  toutes  les  situations  des  barres  du  ma- 
nège, pourvu  qu'en  attribuant  à  sina  le  signe  qui  fui  convient 
on  ne  prenne  que  les  valeurs  absolues  de  cosa. 

Des  treuils  on  arbres  tournants  conduits  par  des  cordes 
et  courroies  sans  fin. 

61.  Équations  et  données  fondamentales  de  la  question.  — 
Pour  offrir  un  exemple  de  la  manière  de  calculer  les  résistances 
qui  proviennent  de  la  tension  et  de  la  roideur  des  cordes  dans 
un  pareil  système,  nous  considérerons  les  deux  arbres  de 
roues  A  et  A'  {Jig.  88}  horizontaux,  parallèles  et  qui  se  com- 
muniquent le  mouvement  au  moyen  d'une  corde  sans  fln 
BB'D'D,  passant  sur  deux  tambours  de  rayons  différents  R  et 
R'.  Nous  supposerons  que  le  treuil  A  soit  sollicité  par  une 
résistance  verticale  Q,  agissant  à  la  circonférence  d'une  roue 
de  rayon  r,  et  qui  doit  être  ici  censée  comprendre  toutes  les 

22. 
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résistances  passives,  telles  que  roideurde  cordes,  etc.,  qui  se 
développent  en  son  point  d'application.  La  difficulté  se  réduit 
évidemment  à  déterminer  les  tensions  séparées  des  deux 


— — _.j_ ^_.^  _j.-)- -^-1 — -"— 


branches  BB',  DD'  de  la  corde  sans  fin,  tensions  dont  la  diffé- 
rence exprime  la  valeur  de  la  puissance  qui  doit  vaincre  à  la 
fois  la  résistance  active  Q,  la  roideur  de  la  corde  en  son  point 
d'enroulement  D,  et  les  frottements  sur  les  tourillons  A,  qui 
naissent, tant  du  poids  et  de  la  charge  Q  du  treuil  que  de  la 
résultante  des  tensions  dont  il  s'agit.  Nommant 

T  la  tension  qui  agit,  du  côté  de  la  puissance,  avec  le  rayon  R; 

T'  celle  qui  agit,  du  côté  de  la  résistance,  avec  le  même  rayon; 

9  l'angle  formé  par  ces  tensions  avec  l'horizontale  AA'; 

p  le  rayon  des  tourillons  de  l'arbre  A; 

f 
fi  la  valeur  de    ,  '     ^^  qui  leur  correspond; 

M  le  poids  du  treuil  et  de  son  équipage,  censé  agir  sur  l'axe; 

r; la  roideur  due  à  la  tension  T'; 

ail 

observant  d'ailleurs  qu'ici  les  composantes  horizontales  et  ver- 
ticales des  forces  sur  les  tourillons  agissent  pour  les  presser 
tous  deux  dans  le  même  sens,  on  pourra  (53)  les  supposer 
toutes  transportées  en  un  même  point  de  l'axe,  de  sorte  qu'on 
aura,  pour  calculer  T  et  T', 
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équation  dans  laquelle  on  prendra 

N  =  ^[M  -4-  Q  —  (ï  —  T')  sin cp]'  -h  (T  -i-  T' )'  cos^cp 
=  o,96[M-hQ-(T-T')sin9]-f-o,4(T-+-T')cos9, 

si  la  somme  des  composâmes  verlicales  surpasse  celle  des 
composantes  horizontales,  ainsi  qu'il  arrive  dans  presque  toutes 
les  applications,  et  si,  du  reste,  les  forces  Q,  T  et  T'  agissent 
dans  Tintervalle  même  qui  sépare  les  tourillons;  lorsque  cetle 
dernière  circons^nce  n'a  pas  lieu,  il  faut  décomposer  séparé- 
ment chacune  de  ces  forces  sur  les  appuis,  et  opérer  comme  on 
l'a  fait  (60)  à  l'occasion  du  cabestan,  ou  dans  la  Note  du  n«  54. 
L'équation  ci-dessus  ne  suffisant  pas  pour  déterminer  T  et 
T'y  on  remarquera  que  la  corde  ou  courroie  sans  fin,  qui 
conduit  les  tambours,  possède  une  tension  naturelle  ou  propre, 
indépendante  de  l'action  des  forces  appliquées  aux  deux  roues, 
et  dont  l'intensité  dépend  uniquement  de  la  volonté  du  con- 
structeur; c'est  celle  qui  a  lieu  dans  l'instant  où  le  système 
est  au  repos  et  avant  que  la  puissance  et  les  résistances  soient 
mises  en  action.  Si  cette  tension  primitive,  égale  pour  les  deux 
branches  et  que  nous  désignerons  par  T,,  était  connue,  il  se- 
rait facile  de  déterminer  les  valeurs  de  T  et  de  T',  au  moyen 
de  l'équation  ci-dessus;  car,  dès  que  la  puissance  commencée 
agir  pour  entraîner  la  résistance  Q,  la  tension  augmente,  dans 
la  branche  supérieure  BB',  précisément  jde  quantités  égales  à 
celles  dont  elle  diminue  dans  l'autre  branche  DD^  et  cela 
parce  que  les  allongements  et  les  raccourcissements  de  ces 
deux  branches,  supposées  déjà  fortement  tendues  en  vertu  de 
T„  doivent  eux-mêmes  être  égaux,  les  distances  BB'  et  DD' 
conservant  des  grandeurs  invariables.  On  a  donc,  pour  une 
position  quelconque  du  système,  dans  laquelle  la  tension  de 
BB'  serait  devenue  T  et  celle  de  DD',  T', 


(•)  Relation  entre  les  tensions  des  deux  brins  d*une  courroie,  —  La  relation 
T-4-T'=  2T|  est  due  à  Poncelet;  eUe  est  d'une  exactitude  très-suffisante  pour 
les  applications  et  se  recommande  par  sa  simplicité. 

Si  l'on  veut  établir  la  relation  rigoureuse,  il  faut  exprimer  que,  quel  que  soit 
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relation  qui,  combinée  avec  l'équation  d'équilibre  ci-dessus, 
donnera  immédiatement  T  et  T'  en  fonction  de  Tt  et  de  Q. 

62.  Tension  propre  de  la  courroie.  —  La  tension  T„  pri- 
mitivement donnée  à  la  corde,  est  nécessaire  pour  empêcher 
cette  corde  de  glisser  (16),  sous  l'action  de  la  résistance  Q, 
dans  les  positions  les  plus  défavorables  des  tambours,  c'est- 
à-dire  dans  celles  où  T  —  T'  doit  avoir  le  maximum  de  sa  va- 
leur. En  effet,  considérant  le  système  dans  cette  position,  qui 
est  à  déterminer  pour  chaque  cas  où  l'intensité  des  forces 
serait  susceptible  de  varier,  on  aura,  entre  T,  T'etT„les 
mêmes  relations  que  ci-dessus,  et  de  plus,  pour  que  le  glis- 
sement n'ait  pas  lieu, 

£5 

relation  dans  laquelle  e,/,  S  et  fi  ont  les  significations  indi- 


l'état  des  tensions  aux  divers  points,  la  longueur  naturelle  de  la  courroie  qui 
répond  à  la  longueur  effective  résultant  du  tracé  reste  constante.  En  partant  de 
la  loi  de  répartition  des  tensions  sur  les  poulies  indiquée  dans  la  Note  du  n^  16, 
et  désignant  par  D  la  distance  des  deux  axes,  par  R  et  E'  les  rayons  des  deux 
poulies,  par  m  et  m'  =  3  ^  —  m  les  angles  qui  correspondent  aux  arcs  embrassés 
par  la  courroie,  si  Ton  exprime  que  la  somme  des  diverses  longueurs  primi- 
tives qui  répondent  aux  brins  rectilignes,  aux  parties  enroulées  sans  change- 
ment de  tension  et  aux  parties  qui  glissent  sur  les  poulies  est  constante  et 
égale  à  la  longueur  naturelle  du  parcours  supposé  à  la  tension  unirorme  T^ , 
on  trouve 

D^R(;n-i:logJ)       T,^^'(^m'^yo^l)       ^^^  /  T  .  ^  «T'X 

rrif "^ TTï^r ^~r  ^^yt'-rr^) 

__  îD-hmR-hm'R' 

Dans  le  cas  où  la  distance  des  deux  arbres  est  très-grande  par  rapport  aux 
arcs  embrassés,  cette  relation  peut  être  réduite  à 

i-f-aT  "^  i-+-aT'  ~~  i  -,-  al/ 
d'où  Ton  tire 

H-aT'       T'  — T, 


i-+-«T       Tj  — T 
Le  premier  membre  est  le  coefiicient  de  ralentissement;  il  est  égal  à  une 
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quées  dans  le  n**  16»  et  qui  servira,  conjointement  avec  les 
deux  premières,  à  déterminer  la  plus  petite  valeur  qu'il  est 
nécessaire  de  donnera  Tt,  pour  empêcher  le  glissement  d'a- 
voir lieu,  valeur  qu'il  faudra  augmenter  de  quelque  chose, 
par  exemple  de  -pj  ou  |,  selon  les  cas,  pour  parer  à  l'incon- 
vénient des  secousses  et  accidents  quelconques  qui  peuvent 
augmenter  momentanément  les  résistances  ou  détendre  la 
courroie,  la  corde  conductrice. 

Cette  dernière  circonstance  se  présente  ordinairement  pour 
les  lanières  en  cuir  lors  des  temps  humides,  et  pour  les  cordes 
de  chanvre,  lors  des  sécheresses,  mais  elle  arrive  surtout  dans 
les  premiers  jours  qui  suivent  leur  installation  sur  les  poulies 
et  tambours  (');  aussi  les  personnes  chargées  de  la  direction 
des  machines  de  cette  espèce  se  voient-elles  obligées  de  re- 
tendre fréquemment  ces  cordes  ou  courroies,  par  les  moyens 


fraction  k  dont  la  valeur  reste  comprise,  dans  les  conditions  pratiques  d'instal- 
lation, entre  0,98  et  i  (Note  du  n^  15);  l'équation  précédente  devient  donc 

(1)  T'-i.AT=T.(*-f-i), 

dans  laquelle  il  faut  donnera  k  la  valeur  spéciale  à  chaque  cas.  Pour  A  =  i,  on 
retrouve  la  formule  de  Poncelet  ;  on  voit  que  celle-ci  est  d'autant  plus  exacte 
que  la  différence  des  tensions  est  plus  faible. 

La  courroie  peut  être  censée  divisée  en  deux  parties,  Tune  à  la  tension  moyenne 
T',  l'autre  à  la  tension  moyenne  T  et  telles  que  la  somme  de  leurs  longueurs 
naturelles  /  et  /'  soit  égale  à  la  longueur  naturelle  totale;  on  a  ainsi  la  re- 
lation 

qui,  combinée  avec  l'équation  (i)  donne  i  =  /'A;  si  donc  les  circonstances  sont 
telles  que  k  puisse  être  considéré  comme  constant,  /  et  V  le  seront  également, 
pendant  tout  le  mouvement. 

Cette  propriété  permet  d'établir  les  équations  du  mouvement  des  deux  pou- 
lies, en  tenant  compte  des  déformations  élastiques  de  la  courroie;  ces  équations 
sont  celles  de  la  Note  du  n^  46,  Section  II,  dans  lesquelles  k  doit  être  remplacé 
par  /a  {^Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  Z  mars  1873).  (K.) 

(^)  Pour  éviter  ces  inconvénients  qui  sont  forts  gènapt,  lors  de  la  première 
mise  en  marche  d'une  usine,  le  mieux  est  de  tendre  les  courroies,  avant 
de  les  mettre  en  place,  à  une  charge  supérieure  à  celles  qu'elles  auront  à 
supporter  pendant  le  fonctionnement,  et  de  les  maintenir  sous  cette  tension 
pendant  plusieurs  jours,  rb/r,  h  ce  sujet,  Y  Introduction  à  la  Mécanique  indus' 
trielle,  3«  édition,  qui  contient  des  renseignements  détaillés  sur  la  résistance  et 
les  allongements  des  diverses  espèces  de  courroies  en  usage  dans  l'industrie.  (  K.) 
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qui  ont  été  indiqués  dans  la  précédente  Section,  et  dont  les 
meilleurs,  sans  contredit,  consistent  dans  les  poulies  ou  rou* 
leaux  de  pression, qui  permettent  de  graduer  à  volonté  la  ten* 
sion  jusqu'au  point  où  il  n'y  a  plus  de  glissement.  Mais  le 
plus  souvent,  et  pour  parer  aux  accidents  de  toute  espèce,  on 
donne  aux  courroies  un  excès  de  tension  tel,  que  les  frotte- 
ments qui  en  résultent  sur  les  tourillons  des  arbres  enlèvent 
à  ce  mode  de  communiquer  le  mouvement  une  partie  des  avan- 
tages qui  peuvent  y  être  attachés;  d'ailleurs  ce  cas  est  surtout 
celui  des  machines  à  actions  ou  à  mouvements  alternatifs,  et 
qui  sont  dépourvues  d'un  volant  capable  de  maintenir  la  con- 
stance de  la  vitesse  des  tambours  qui  portent  les  courroies. 

63.  Manière  de  calculer  la  tension  primitive,  dans  les  différents 
cas  (•).  —  Dans  le  cas  d'une  machine  toute  construite  et  mar- 
chant uniformément  avec  courroies  et  poulies  de  tension, 
on  pourra  se  servir  des  relations  du  n**  57,  pour  calculer  direc- 
tement les  efforts  éprouvés  par  les  courroies,  toutes  les  fois 
que  la  pression  de  la  poulie  sera  donnée  ou  déterminable 
a  priori,  car  cet  effort  est,  dans  tous  les  cas,  égal  et  directe- 
ment contraire  à  la  résultante  des  tensions  correspondantes. 
Mais,  s'il  n'existe  pas  de  poulie  de  tension,  il  faudra  recourir 


(  *  )  Détermination  des  dimensions  des  courroies  et  des  câbles.  —  Lorsqu'il  s'agît 
d'établir  une  traosmission  de  mouvement,  on  détermine  par  une  étude  préa- 
lable le  nombre  de  chevaux  que  chaque  arbre  doit  transmettre  en  moyenne, 
en  tenant  compte  des  résistances  passives,  suivant  les  règles  exposées  dans  le 
texte. 

Soit  N  le  travail  en  chevaux  qui  doit  être  transmis  par  une  courroie,  ou  par 
un  câble,  monté  sur  deux  poulies  de  rayons  R  et  R'  faisant  respectivement  m 
et  m'  tours  par  minute;  on  a  R  m  =  R'm'. 

L'effort  moyen  P  est  donné  par  la  relation 

P=  r— -60X73. 

Pour  qu'il  n'y  ait  glissement  total  sur  aucune  des  deux  poulies,  il  faut  que 
l'on  ait 

li  £!£. 

T<T'eH     et    T<T'tf  H'  . 

/>        ££ 
On  déterminera,  dans  chaque  caS|  la  plus  petite  dea  deux  valeurs  e  t^  et  e  ■&'  , 
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à  Texpérience  pour  déterminer  Tt  :  par  exemple,  ayant  ôté  au 
treuil  A'  (Jig.  88)  toute  liberté  de  se  mouvoir,  supprimé  Q 
ainsi  que  l'équipage  par  lequel  cette  force  agit,  on  appli- 
quera à  l'extrémité  d'un  levier  horizontal,  suffisamment  long 
et  solidement  lié  à  la  roue  A,  un  contre-poids  justement 
capable  de  faire  glisser  le  tambour  sous  la  courroie,  dans  le 
sens  contraire  à  son  mouvement  naturel;  nommant  Qi  ce 
contre-poids,  r,  son  bras  de  levier  et  toujours  T,  T' les  ten- 
sions correspondantes  des  branches  BB'  et  DD',  on  aura  évi- 
demment (61  et  62) 

Q.r.:={T-T')R^/.po,96[M  +  Q.-(ï-r)sin9] 
^/po,4(T4-T')cos9, 

Pour  tirer  de  ces  équations  la  valeur  de  T„  on  posera 

T-hT'=(n-<?VT'=KT',     T  — T'=((?'^  — i)t'=K'T'; 
substituant  dans  la  première  des  équations  dont  il  s'agit,  elle 


qae  nous  désigneroDS  par  y.  On  se  servira  à  cet  effet  des  tables  de  coefficients 
de  frottement  déterminés  par  M.  Morin;  en  Yoici  quelques  chiffres  : 

Courroies  ordinaires  sur  poulies  en  fonte /=  o,  a8 

»  humides  *»  /=o,38 

•  ordinaires  sur  tambours  en  bois /=  0,^17 

»  neuves  »  •  .   .    .  /=o,5a 

Cordes  de  chanvre  »  /=0;3o 

On  posera 

n  étant  une  fraction  d'autant  plus  petite  que  le  trayail  à  transmettre  est  plus 
irrégulier,  et  que  Ton  doit  supposer  égale  au  plus  à  0,90.  D'un  autre  côté,  on 
a  la  relation 

T  —  r  =  P. 

On  trouve  ainsi,  peur  la  plus  forte  des  deux  tensions  de  la  courroie, 

T  =  P  ^—" 

ny—i 

La  section  à  donner  à  la  courroie  ou  au  c&ble  pour  supporter  cette  tension 
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donnera  immédiatement  T'  et,  par  suite, 

1,-î^i^i  ;-,ivi  -^«^K'U~/.p(o,96K'sin?-o,4Kcos(p)' 

Généralement  on  n'aura  aucun  moyen  direct  d'apprécier  la 
tension  propre  Ti  des  courroies  sans  fin,  et  alors  il  conviendra 
d'opérer  comme  il  a  été  prescrit  ci-dessus  (61  et  62),  pour 
en  calculer  au  moins  approximativement  la  valeur.  Posant 
encore  ici 

(T-+-T')==(i-r(?VT'^KT',     T-r=(e^-i)r==K'r, 

mettant  ces  valeurs  de  T  -i-  T'  et  de  T  —  T'  dans  les  équations 
du  n^  61,  on  en  déduira  d'abord  T',  puis 

Qr-f-iflrf»--f-o,96/.p(M4-Q) 
'      ^     K'R-^d«*64-/.p(o,96K'sin9-~o,4Kcos<p)' 

dont,  conformément  à  ce  qui  a  été  exposé  au  n"^  62,  îa  valeur 
devra  éire  prise  pour  la  position  la  plus  défavorable  du  sys- 


se  déterminera  à  Faîde  des  coefficients  de  résistance  dont  on  trouvera  des 
tables  dans  V Introduction  à  la  Mécanique  indttstrielle  ;  ordinairement  on  fait 
porter  aux  courroies  en  cuir  |  de  kilogramme  par  millimètre  carré  de  section; 
mais,  quand  le  trarail  est  bien  régulier,  on  peut  aller  au  double  de  cette  charge. 
L'épaisseur  ordinaire  des  courroies  en  cuir  est  de  4'"°'>^»  il  est  rare  qu'elle 
atteigne  6  millimètres;  d'un  autre  côté,  Veur  largeur  ne  peut  guère  dépasser 
o'",3o.  On  est  donc  souvent  conduit,  soit  à  augmenter  les  vitesses  des  courroies 
afin  de  diminuer  la  tension,  soit  à  se  servir  de  plusieurs  courroies  parallèles, 
ce  qui,  dans  certains  cas,  nuit  à  la  régularité  de  la  transmission,  soit  enfin  à 
doubler  les  courroies;  ce  dernier  procédé  n'est  pas  sans  inconvénient  à  cause  de 
l'inégale  répartition  des  tensions  dans  une  même  section  et  de  la  roideur 
que  présente  une  courroie  de  grande  épaisseur. 

Influence  de  la  longueur  des  courroies  sur  le  fonctionnement,  —  On  a  établi  cer- 
taines règles  pratiques  pour  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  il  convient 
de  maintenir  l'écartement  des  poulies,  et  par  suite  les  longueurs  de  courroies. 
L'expérience  démontre  en  effet  que,  lorsqu'un  outil  est  trop  éloigné  de  la  trans- 
mission qui  lui  donne  le  mouvement  à  l'aide  d'une  courroie,  son  fonctionne- 
ment devient  irrégulier,  par  suite  des  grandes  oscillations  delà  vitesse;  lorsque, 
au  contraire,  il  est  trop  rapproché,  le  mouvement  est  dur,  saccadé,  la  courroie 
glisse  et  souvent  tombe  ou  se  rompt.  Ces  derniers  faits,  dont  il  n'a  pas  été  tenu 
compte  dans  l'étude  générale  de  la  régularisation  du  mouvement,  dépendent 
surtout  du  degré  de  brusquerie  avec  lequel  se  font  les  variations  de  teosiondela 
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tèmey  répondant  ici  au  maximum  de  Qr  -h  OjgGyipQ,  et,  de 
plus,  être  augmentée  de  jj  ou  j,  selon  que  le  mouvement  de 
la  machine  sera  plus  ou  moins  régulier. 

64.  Solution  définitive  de  la  question.  —  Ayant  obtenu, 
par  l'un  ou  l'autre  des  procédés  qui  viennent  d'être  exposés, 
la  valeur  vraie  ou  approchée  de  T,,  on  procédera  au  calcul 
des  tensions  T  et  T',  relatives  à  une  position  quelconque  et 
donnée  du  système,  en  éliminant  successivement  ces  ten- 
sions, entre  l'équation  d'équilibre  du  n*»  61  et  la  relation 

Substituant,  par  exemple,  la  valeur  aT,  — T'  de  T  dans 
l'équation  dont  il  s'agit,  on  en  tirera 

T,  [R  -/,  p(o,96  siny-0,4  coS(p)]  -  — -^-^ -  -- 


r= 


o,96/;p8m(p-f-  — 


d,T 
courroie,  degré  qui  est  mesuré  par  la  valeur  de  -^  (Note  du  no46,  Section  II). 

Il  existe  donc,  pour  chaque  cas,  une  limite  d  de  l'amplitude,  des  oscillations 
de  la  vitesse  et  une  limite  r  du  maximum  de  --r-  qu'il  convient  de  ne  pas  dé- 
passer. 

En  général,  la  transmission  principale  d'une  usine  fait  marcher  un  grand 
nombre  de  machines-outils  dont  chacune  ne  consomme  qu'une  petite  partie  du 
travail  total  transmis;  dans  ce  cas,  les  variations  de  la  résistance  d'un  outil  en 
particulier  ne  peuvent  avoir  une  influence  immédiate  sensible  sur  la  vitesse  de 
l'arbre  moteur,  en  sorte  que,  si  le  mouvement  de  celui-ci  est  convenablement 
régularisé,  on  peut  supposer  qu'il  reste  uniforme  pendant  toute  la  période  con- 
sidérée de  perturbation  de  l'outil.  Dans  cette  hypothèse,  en  désignant  par 
£1  la  vitesse  angulaire  constante  de  l'arbre  moteur; 
6i  la  vitesse  angulaire  variable  de  l'arbre  de  l'outil  ; 
Q  la  tension  normale  du  brin  menant; 
T  cette  tension  à  un  instant  quelconque,  sous  l'action  d'une  variation  q  de  la 

résistance, 
on  trouve,  d'après  les  Notes  du  n^  46,  Section  II,  et  du  n^  61,  Section  111,  dont 
les  autres  notations  sont  conservées, 

T  =  Q-t-y  I  I  — cos    \t     rwss:  Rû  — y  4/— sin-==- 

\  yJUm)  V  '"         \IUni 

Ces  équations  rendent  compte  des  divers  faits  observés  dans  la  pratique  et 
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et,  par  suite, 


4  --^^  >"r         .^  .^^ 


R-Ho,96/,p6iny  . 

Comme  le  terme  (  T  —  T'  )  sin  9,  qui  entre  dans  l'expression  de 
N  (Gl),  est  généralement  fort  petit  à  Tégard  des  autres,  on 
pourra,  sans  inconvénient  pour  l'exactitude  et  pour  la  simpli- 
fication des  calculs,  le  remplacer  par  sa  valeur  approchée 

Or 

-^  sincp,  relative  à  l'hypothèse  où  il  n'existe  pas  de  résistances 

passives,  ce  qui  donnera  sur-le-champ 

N  ==  .0 ,96  [ M  -h  Q  —  ^  Q sin9  j  +  o,8T,cos9 

et  permettra  ainsi  de  calculer,  a  priori^  la  valeur  du  terme 
/Np  qui,  dans  l'équation  de  l'équilibre,  représente  le  moment 


montrent  l'influence  de  la  longueur  et  de  rallongement  de  la  courroie  sur  les 
variations  de  la  vitesse  et  de  la  tension.  D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessu&,  pour 
que  la  transmission  s'effectue  convenablement,  on  doit  avoir 


^/«/rt 


<^  «t   ^K^-zOï- 


Ces  conditions  peuvent  toujours  être  remplies,  quel  que  soit  /a,  si  m  a  une 

valeur  suffisante;  on  voit  de  plus  que,  si  l'on  fait  /as-»  la  valeur  qu'il  eât 

nécessaire  de  donner  à  m  pour  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  conditions  est  un 
minimum.  H  suit  de  là  que,  quand  la  section  de  la  courroie  est  donnée,  il 
existe  une  valeur  particulière  de  /  qui,  pour  assurer  un  mode  de  fonctionne- 
mont  défini,  exige  un  minimum  d'énergie  du  volant.  Il  en  résulte  encore  que, 
lorsque  la  régularité  voulue  a  été  assurée  à  une  machine-outil,  à  l'aide  d'un 
volant  convenable,  pour  une  longueur  de  courroie  déterminée,  cette  régularité 
n'existe  plus  au  même  degré,  si  l'on  change  la  valeur  de  l'allongement  total  de 
la  courroie  par  unité  de  charge;  il  faut  donc,  pour  rester  dans  les  mêmes  con- 
ditions, si  l'on  augmente  la  distance  de  la  machine  à  la  transmission,  au^ 
mcnter  en  même  temps  la  section  ou  la  roideur  de  la  courroie  de  telle  ma- 
nière que  /«  reste  le  même  ;  il  faudrait  la  diminuer  si  l'on  voulait  rapprocher 
les  arbres;  mats,  comme  on  est  limité  par  la  nécessité  de  conserver  à  la  cour- 
roie une  résistance  suffisante,  on  sera  toujours  exposé  aux  inconvénients  d'an 
mouvement  saccadé,  dès  que  la  distance  des  arbres  sera  trop  faible.  (K.) 
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du  frottement  développé  sur  les  tourillons  de  l'arbre  A,  que 
l'on  considère. 

Une  fois  ces  calculs  terminés,  tout  ce  qui  concerne  le  treuil 
A.',  auquel  est  appliquée  directement  la  puissance  P,  ne  pré- 
sentera absolument  aucune  difficulté;  car  on  aura,  pour  éva- 
luer P,  une  équation  de  la  forme 


PR'=-(T-r)R'-f. 


aR 


-hjr,pV^[M'-h(T-T')sin?-+-Pcosap-h[(T^r)cos(p-P8inap, 

dans  laquelle  tout  sera  connu,  sauf  P,  que  l'on  en  déduira 
par  les  méthodes  déjà  souvent  rappelées. 

Dans  les  applications  de  ces  différentes  solutions  à  chaque 
cas  particulier,  on  pourra  d'ailleurs  remarquer  :  i®  que,  si  les 
cordons  BB'  et  DD'  (Jig,  88)  sont  parallèles,  ou  queR  =  R',  il 
n'y  aura  aucun  changement  à  opérer  dans  les  résultats  à 
regard  des  coefficients  numériques  0,96  et  0,4,  de  sorte 
qu'il  suffira  d'y  supposer  simplement  sin 9  =:o  et  cos<p  =  i; 
et  2"*  que,  si  ces  cordons  forment  entre  eux  un  angle  quel- 
conque, on  aura,  pour  calculer  directement  sinf  et  cos(p,  les 
relations 

BB'=  AA'cosy,    A'B'-  AB  =  R'-  R  =  AA'sinç, 

dans  lesquelles  BB'  et  A  A'  sont  donnés  a  priori. 

Des  palans  ou  poulies  mooflées. 

65.  Palans  à  poulies  égales  et  à  cordons  sensiblement  paral- 
lèles. —  Les  considérations  qui  précèdent  mettent  en  état  de 
tenir  compte  du  frottement  et  de  la  roideur  des  cordes  dans 
toutes  les  machines  composées,  telles  que  les  mou/les^  les 
chèvreSf  les  grues,  etc.,  où  il  entre  des  poulies  et  tambours 
mis  en  actions  par  ces  cordes;  nous  allons  en  présenter 
quelques  exemples  particuliers. 

Considérons  d'abord  le  palan  {Jig.  89),  composé  de  deux 
moufles  ou  systèmes  de  poulies  égales,  montées  sur  deux 
axes  séparés,  soutenus  par  des  chapes,  dont  l'une  est  attachée 
à  un  point  fixe  et  l'autre  supporte  une  charge  ou  effort  quel- 
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conque.  Nous  supposerons  parallèles  les  différents  cordons 
ou  brins,  et  nous  négligerons  leur  poids  aussi 
bien  que  celui  de  ces  poulies,  qui,  dans  les 
cas  les  plus  ordinaires,  exercent  assez  peu 
d'influence. 

D'après  ces  hypothèses  et  en  conservant 
les  mêmes  dénominations  qu'aux  n"  57  et  58, 
on  aura,  pour  exprimer  les  conditions  de 
l'équilibre  d'une  poulie  quelconque,  apparte- 
nant à  l'une  ou  à  l'autre  chape,  l'équation 

Tr  =  T'r-4- !(/»*(« 4- *r)-t-/'p(T4-T'), 

d'où 


fomiale  dans  laquelle  on  fera,  pour  abréger. 


r-t-/^p-l-i.rfi>6 
r-f'9 


=  ?. 


r-f'9 


a. 


ce  qui  donne,  pour  une  poulie  quelconque, 
l'équation 

dans  laquelle  a  et  ^  sont  des  constantes. 
Cela  posé,  nommons 

Q  la  charge  que  supporte  la  chape  inférieure  du  palan,  y  com- 
pris son  équipage; 

txj  /a,  ^3, . . . ,  tn,  /«+!  les  tensions  des  cordons  successirs,  dont 
le  premier  est  supposé  attaché  à  la  chape  supérieure  ou  fixe, 
et  dont  le  dernier  est  censé  sollicité  directement  parla  puis- 
sance  et  appartenir  à  la  dernière  des  poulies  supérieures; 

on  aura,  en  observant  que  la  charge  Q  se  trouve  à  la  fois  sou- 
tenue par  tous  les  cordons,  celui-ci  excepté, 
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L'équation  précédente  donne  d'ailleurs,  pour  les  poulies 
successives, 

/,=a-hpr.^ "*"rr7  -^P'" 

/,=  a^p/,  =  a-hap  +  pV,  =  a(i  +  P)-4-pV,-i- :^^  Jj^zEl  ^  p^,, 

et  par  suite 
ou 

Donc  enfin  on  aura,  pour  calculer  /„  et  /«^.i,  les  formules 

,_^('-P-'),  e.-.^_^/»fi'-' .   \    (P^op-Q 


d'où 


p-_ 


dont  la  première  servira  dans  le  cas  où  le  cordon  sur  lequel 
agit  la  puissance  aboutira  directement  à  une  poulie  de  la 
chape  mobile. 

La  même  analyse  serait  évidemment  applicable  à  toute 
combinaison  de  poulies  égales,  dont  les  cordons  ou  brins  for- 
meraient consécutivement  les  mêmes  angles,  soit  entre  eux, 
soit  avec  la  verticale,  ce  qui  se  présente  quelquefois  dans  les 
machines  destinées  à  soulever  des  fardeaux.  Il  est  évident,  en 
effet,  d'après  les  n'^'ST  et  58,  que  l'on  aura  sensiblement,  pour 
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les  poulies  mobiles  comme  pour  les  poulies  fixes,  et  en 
conservant  les  notations  du  premier  de  ces  numéros. 


Tr— TV-4-irf!*(a-h6r)-f-/>v^(T-f-ï')'cos'<p-4-(ï  — T')^sin»9, 
d'où  Ton  tire,  avec  un  degré  d'approximation  très-sufOsant, 

"~  r— /'p(o,96cos9-f-o,4sino) 

expression  linéaire  et  où  il  n'y  a  de  variables,  par  hypothèse, 
que  T  et  T'. 

66.  application  numérique  au  palan  des  pontonniers.  — 
Le  palan  employé  au  service  des  équipages  de 
F»6-9o-  ponts  (Jig,  90)  est  composé  de  deux  systèmes  de 
quatre  poulies  égales  en  cuivre,  dont  le  rayon 
commun  r  est  égal  à  o^joSgS,  mesuré  à  partir  du 
milieu  de  la  corde  qui,  elle-même,  a  pour  dia- 
mètre rf^=o'",oi8.  Ces  poulies  sont  percées  d'un 
œil  dont  le  rayon  p  =  o^jOioS;  elles  tournent  sans 
enduit  autour  d'un  boulon  en  fer,  de  sorte  qu'on  a 
ici,  d'après  les  expériences  de  Coulomb, 


et  par  suite 


d'où  l'on  tire 

/•-f-/'p  =  o",o6o9,     r  — /'p=ro"»,o577. 

Le  tableau  du  n®  12  donne,  pour  une  corde  de 
diamètre  d'  =:o™,o2,  enroulée  sur  un  tambour  de 
I  mètre  de  diamètre, 

d'^a  =  o^«,  22246,     rf>i  =  o»^S  00974, 

l'exposant  [m  étant  ici  égal  à  i^,'j5  environ,  ce  qui 
convient  aux  cordes  presque  neuves.  Supposant 
donc  que  celle  de  notre  palan  soit  dans  le  même  éiat,  on 
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aura,  d'après  le  n^  12, 
d^a  =  d'^a  (  j.)'=  0,22246  (^)  '''*=  o,  18993   =0, 19, 

d^b  z=  d'^b  (  j/ )^=  0,00994  /^^y'"=  o,oo83i6  =  o,oo83, 
ce  qui  donne 

«  =  71177^=  »M6,     P= ^r±jr^ ==1,1267. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

'-— «\(3"-i        (3-1  j^     P--I     ^' 
en  observant  qu'ici  n  =  8  et,  par  suite, 

^-=2,596,     ^-^==,,6265, 

il  viendra 

^«+i  =  8,43-T-  o,2o6Q; 

s*i]  n'y  avait  pas  de  résistances  passives,  on  aurait  évidemment 

/„+,=  P  =  o,i25Q. 

Ces  résistances  exigent  donc,  de  la  part  de  la  puissance,  un 
surcroît  d'effort  mesuré  par 

8,43 -H  0,081  Q, 

et  dont  le  rapport  à  la  charge  0  augmente  indéfiniment  à 
mesure  que  celte  charge  diminue,  circonstance  qui  tient  à  la 
partie  constante  d^a  de  la  roideur  des  cordages. 

Supposant,  par  exemple,  que  le  fardeau  à  soulever  soit  une 
pièce  de  24  du  poids  de  2800  kilogrammes,  la  puissance  devra 
développer  un  effort  d'environ  585^Sa9,  au  lieu  de 

Oyi25Q  =  35o  kilogrammes 

seulement  qu'elle  aurait  à  exercer  s'il  n'y  avait  pas  de  résis- 
tances nuisibles  :  ces  résistances  absorbent  donc  à  elles  seules 

23 
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les 


^35, -29 


0,402  de  reffortou  du  travail  moteur,  ou,  ce  qui 

35o 


585,29 

35o 

revient  au  même,  l'eflfet  utile  est  réduit  aux  ^3^^ —  —  0,598 

5o5 , 29 

de  la  quantité  de  travail  dépensé,   l'un  et  l'autre  étant  ici 

évidemment  proportionnels  aux  efforts  qui  leur  correspondent 

et  rapportés  au  même  point  d'application,  au  même  chemin 

parcouru. 


67.  Mouflettes  à  poulies  inégales  et  à  cordons  parallèles. 
—  Lsijig.  91  représente  un  système  de  moufles 

Fig- 9»'  souvent  employé,  dans  les  constructions,  pour 
élever  les  matériaux  au  sommet  des  édifices, 
et  dans  lequel  les  cordons  sont  encore  sen- 
siblement parallèles,  mais  dont  les  poulies  sont 
inégales  pour  chaque  moufle  et  montées  sur 
des  axes  différents,  uni^  par  la  même  chape  ; 
les  valeurs  de  a  et  de  ^  changeant  ainsi  d'une 
poulie  à  la  suivante,  il  dévient  indispensable  de 
calculer  de  proche  en  proche  les  tensions  /:, 
/a, . . . ,  /„,  /„+,  qui  appartiennent  aux  poulies  con- 
sécutives, en  fonction  de  la  tension  /,  du  pre- 
mier cordon,  de  sorte  que  Ton  a  la  suite  d'équa- 
tions 

/,=  «-»-  (3/,,     /,=  a,-i- j3,/,,     ^4=aa-+-(îa/i,..   , 

desquelles  on  tirera  la  valeur  de  ti,  puis  ensuite 
celle  de  /„  et  de  /«^.,,  en  posant  encore  l'équation 

Q  =  /,  -1-  /,  -h  /3  -4- . . .  4-  /« 

=  a  4-  «1  -h  «t  4-  ...  -I-  ÛLn^i 

-f-  (I  -h  P  4-  (3,  -f-  p,-f-..  .4-  P,-.,)'.- 


Ces  calculs  se  simplifient  dans  la  plupart  des  cas,  attendu  que 
les  poulies,  symétriquement  placées  dans  les  deux  chapes, 
reçoivent  ordinairement  des  rayons  égaux  aussi  bien  que 
leurs  tourillons. 
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68.  Calcul  de  la  chèvre  d'artillerie.  —  Prenant  pour  exemple 
la  chèvre  d'arllllerie  {Jig.  92)  ei  conservant  pour  les  pou- 

Fig.  9Q. 


''  ^     -'    .*     .  t 


\  J  V 


i.  ?f  •-  r  -^ 


':A[   Ml  ;:/  -' 


lies  mouflées  les  dénominations  du  n^  65,  on  observera  que 
le  cordon  delà  puissance,  dont  la  tension  est  /„+.,  n'est  point 
ici  parallèle  aux  autres,  attendu  qu'il  s'enroule  sur  le  treuil  de 
la  chèvre,  de  sorte  qu'il  faudra  considérer  à  part  l'équilibre 
qui,  sur  la  dernière  poulie  supérieure,  existe  entre  /„^,  et  /„. 
Cela  posé,  on  aura  d'abord,  pour  calculer  la  tension  /„  (65), 

puis  (57),  pour  calculer  celle  /«+,  du  dernier  cordon  qui  fait 
Tangle  <p  avec  la  verticale, 

/,^.  r—t^r-^    ''^^ ^^  ^"^ ^  4- /^ p  ^(/„  4-  /„^,  cos 9 )' -t-  tW, sin' cp, 

équation  qui,  en  posant  [voir  la  Note  I  à  la  fin  de  celte  Sec- 
tion) 

V^(/„-+-  /;,+,  cos(p)'4-  rsin'cp 
=  0,986(^-1-  /„+,  coscp)  +  0,233/^,  sinç, 

valeur  exacte  à  -^  près,  attendu  que  /„  -f-  h^,  cosç  surpasse  au 

23. 
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moins  le  double  de  /.+i  sincp,  donne 

_  /,  (r  -4-  ^  d^b  -t-  0,986/»  4-  I  d^a 
***'  ~~  r —/'p {0,986  COS9  -+-  0,233  sincp) 
_  t„(r-^id^b-ho,ç^fp)-h\d^a 
r-fp 

atiendu  encore  que,  2sinQ  étant  ici  toujours  plus  petit  que 
cos(p,  la  quantité  0,9860059  + o, 233  sinf,  qui  entre  au  dé- 
nominateur, est  à  jj  près  la  valeur  exacte  de 

V^cos^ç  +sin*<p  =  I. 

La  tension  tn+t  du  cordon  qui  sollicite  le  treuil  de  la  chèvre 
étant  ainsi  connue,  on  procédera  comme  à  l'ordinaire  au  calcul 
de  la  puissance  nécessaire  à  appliquera  ce  treuil,  pour  vaincre 
toutes  les  résistances  réunies;  mais  il  se  présente  ici  une 
difficulté  résultant  de  ce  que  les  hommes  qui  opèrent  la 
manœuvra  de  la  chèvre  n'agissent  ni  avec  le  même  effort,  ni 
sous  le  même  angle,  ni  au  même  point  des  leviers,  dont  l'in- 
clinaison varie  d'ailleurs  à  chaque  instant.  C'est  nécessaire- 
ment le  cas  de  se  borner  à  calculer,  d'une  manière  approxi- 
mative, la  valeur  moyenne  de  l'effort  ou  du  travail  qu'ils 
doivent  développer  sur  les  leviers,  à  chaque  révolution  ou 
dans  un  temps  donné,  pour  vaincre  toutes  les  résistances 
réunies,  et  de  s'assurer  s'ils  sont  réellement  capables  de  cet 
effort  ou  de  ce  travail. 

A  cet  effet,  on  remarquera  que  l'action  des  dommes  sur  la 
machine  peut  toujours  être  censée  décomposée  en  deux  au- 
tres, dont  l'une,  perpendiculaire  aux  leviers,  produit  seule  le 
mouvement,  et  dont  l'autre,  dirigée  suivant  ces  mêmes  le- 
viers, sert  uniquement  à  presser  les  tourillons  du  treuil  sur 
les  coussinets,  et  peut,  sans  erreur  sensible,  être  négligée, 
puisqu'elle  n'influe  que  sur  le  frottement  assez  petit  de  ce 
treuil.  Nommant  donc 

P  l'effort  perpendiculaire  au  levier; 
a  l'angle  que  sa  direction  forme  avec  la  verticale; 
R  sa  distance  moyenne  à  l'axe,  qu'on  peut  supposer  égale  aux 
1  ou  aux  j  environ  de  la  longueur  des  leviers; 
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on  aura,  pour  déterminer  P,  en  faisant  attention  qu'ici  les 
/composantes  de  h-hi»  qui  agissent  sur  les  tourillons,  l'empor- 
tent nécessairement  sur  celles  qui  proviennent  de  M  et  de  P, 

PR  =  in^,  r-^\d^[a-h  bt^,) 

-+-/I  P' >/('«+! coscp  —  M  —  P cosa)' -h (/n+i sin<p  —  Psina)», 

équation  dans  laquelle  r',fl ,  p'  et  M  ont  les  significations  déjà 
souvent  indiquées,  et  qu'on  résoudra  d'ailleurs,  à  la  manière 
ordinaire,  en  y  remplaçant,  par  exemple,  le  radical  par  sa  va- 
leur approchée 

(0,96  COS9  4-  0,4  sinç)  tf^i  —  o,96M  ~  (0,96  cosa  -f-  o,4sina)P 
=  ^,+1  —  o,96M  — (o,96cosa  -+-o,4  sina)P, 

puisqu'ici,  l'angle  f  étant  au-dessous  de  4^  degrés,  on  a  en- 
core, à  rî  près, 

0,96  COS9  -4-  0,4  sin©  =  I. 

Mais  comme  l'angle  a  est  susceptible  de  varier  de  zéro  à  90  de- 
grés environ,  et  que  nous  avons  négligé  le  poids  des  leviers 
et  les  composantes  de  l'effort  qu'exercent  les  hommes  dans  le 
sens  de  leur  direction,  on  pourra  également  substituer,  à  l'ex- 
pression 0,96  cosa  -h  o,4sina,  sa  plus  grande  valeur  i,  qui 
répond  à  l'angle  pour  lequel  o,4cosa  =  o,96sina.  On  trou- 
vera d'après  cela,  pour  l'effort  moyen, 

^_/„^.(K  +  irf^6-4-/;p^)-^^rf'-fl-o,96/:p-M 

De  la  résistance  des  chaines  ('). 

69.  Calcul  du  frottement  des  chatnes  plates.  —  Nous  avons 
vu  qu'au  lieu  de  cordes  ou  de  courroies  on  emploie  quelque- 
fois des  chaînes  pour  communiquer  le  mouvement.  Malheu- 
reusement on  n'a  point  encore  fait  d'expériences  spéciales 
pour  déterminer  leur  résistance  absolue.  Celle  qui  provient 

(';  Ce  Chapitre  ne  figure  que  dans  rédition  de  1836.  (K.) 
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des  courroies  ne  parait  pas  toutefois  être  considérable»  ainsi 
que  nous  l'avons  expliqué  (15),  attendu  leur  peu  d'épaisseur 
et  leur  flexibilité  naturelle. 

Quant  aux  chatnes»  elles  occasionnent  des  résistances  qu'il 
n'est  pas  toujours  permis  de  négliger  :  celles  qu'on  regarde 
ordinairement  comme  les  plus  avantageuses  sont  les  chatnes 
plaies  à  articulations,  dont  chaque  chatnon  est  lié  par  deux 
boulonnets  au  chatnon  qui  précède  ou  qui  suit  {voiry  pour  la 
forme  de  la  chatne,  la^g.  4^,  page  2o3). 

Considérant  une  telle  chaîne  passant  sur  une  poulie  ou 
un  tambour  mobile  sur  son  axe  A,  et  sollicitée  à  Tune  de 
ses  extrémités  par  une  résistance  Q  et  à  l'autre  par  une  puis- 
sance P  destinée  à  mettre  le  système  en  équilibre,  on  remar- 
quera qu'en  imprimant  un  mouvement  infiniment  petit  à  la 
poulie,  dans  le  sens  de  P,  l'angle  décrit  par  les  branches  ex- 
térieures des  chaînes  autour  des  boulons  des  chaînons  déjà 
appuyés  sur  la  poulie  est  égal  à  l'angle  décrit  par  la  poulie 
elle-même  autour  de  son  centre;  mais,  en  nommant  d$  le  petit 
arc  parcouru  par  le  point  des  boulonnets  où  s'exerce  le  frot- 
tement, ds  sera  la  vitesse  virtuelle  de  ce  frottement  mesuré  par 

/ 
/  ■■     ^^  Q  ou  fQ  pour  le  tourillon  du  chaînon  qui  vient  sur 

la  poulie,  et  par/'P  pour  le  tourillon  de  celui  qui  la  quitte, 
en  sorte  q\ief'Qds,fVds  seront  les  moments  virtuels  res- 
pectifs de  ces  frottements.  Ceux  des  forces  P  et  Q  elles- 
mêmes  étant  PrfS,  QrfS,  en  nommant  rfS  Tare  élémentaire 
décrit  par  le  centre  des  boulonnets  autour  de  A,  on  aura 
l'équation 

VdS  ^  QdS  -hf  [P  -^  Q)  ds, 

mais  les  arcs  ds,  dS,  qui  mesurent  des  angles  au  centre  égaux 
d'après  ce  qui  précède,  sont  proportionnels  à  leurs  rayons, 
que  nous  nommerons  respectivement  r  et  R,  et  qui  sont  évi- 
demment ici  le  rayon  du  trou  du  boulon  et  la  distance  du 
centre  A  de  la  poulie  au  point  milieu  cp  de  la  chaîne;  donc 
l'équalion  deviendra 

PR  =  QR^/'(P  +  Q)r; 
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c'esi-à-dire  que,  pour  lenir  compte  de  la  résistance  de  la 
chaîne  dans  Téquation  d'équilibre  de  la  machine  où  entre  la 

7.f'r' 
poulie,  il  faudra  augmenter  la  tension  Q  de  ..,  ^  ^    Q,  abso- 
lument de  la  même  manière  qu'on  Ta  Tait  pour  la  roideur  des 
cordes.  En  négligeant  d'ailleurs  le  terme  /'r  vis-à-vis  de  R, 
on  retombera  sur  l'expression 

donnée  par  Coulomb  dans  sa  Théorie  des  machines  simples. 

On  remarquera  que  les  chaînes  plateâ  et  à  articulations  dont 
il  s'agit  ici  peuvent,  lorsqu'elles  ne  sont  pas  rigoureusement 
exécutées,  donner  lieu  à  un  autre  frottement  résultant  de  la 
pression  de  chaque  chaînon  sur  la  gorge  de  la  poulie  à  l'in- 
stant où  l'arrondissement  de  l'extrémité  (voir^g-.  4^,  p.  2o3, 
pour  la  forme  de  la  chaîne),  venant  à  poser  sur  cette  gorge, 
le  chaînon  continue  à  tourner  autour  de  son  boulon  anté- 
rieur jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  appliqué  en  entier  sur  la 
poulie;  ce  frottement  aurait  évidemment  lieu  pour  tous 
les  chaînons  dont  l'épaisseur  serait  un  peu  plus  forte  que 
celle  des  chaînons  quij  les  précèdent  ou  les  suivent  immé- 
diatement, et  il  aurait  pour  bras  de  levier  la  demi-épaisseur 
de  la  chaîne.  Il  serait  possible  de  tenir  compte  de  ce  nouveau 
frottement,  mais  il  vaudra  mieux  chercher  à  l'éviter  par  une 
exécution  exacte  et  régulière  des  chaînons.  Nous  ne  parlerons 
pas  des  chaînes  à  anneaux  tors  qui,  outre  ces  inconvénients, 
ont  encore  celui  d'occasionner  des  ressauts  et  secousses  pro- 
venant du  renversement  des  anneaux  tantôt  dans  un  sens,  tan- 
tôt dans  l'autre;  on  doit  les  rejeter  entièrement.  On  diminuera 
d'ailleurs  ces  inconvénients,  ainsi  que  celui  du  frottement  des 
boulons  et  de  la  variation  du  bras  de  levier  de  la  puissance,  pro- 
venant de  ce  que  les  chaînons  forment  un  polygone  autour  de 
la  poulie,  en  augmentant  convenablement  le  rayon  de  cette 
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poulie  et  diminuant  au  contraire,  le  plus  possible,  la  longueur 
des  chaînons. 

La  disposition  suivante  des  chaînes  nous  paraît  être  celle 
qui  est  la  plus  avantageuse  possible. 

70.  Disposition  de  la  plus  avantageuse  des  chaînes  sur  les 
poulies  ou  tambours.  —  Concevons  une  chaîne  ordinaire 
{Jig.  93)  formée  d'anneaux  oblongs,  plans,  d'une  petite  lon- 
gueur et  perpendiculaires  les  uns  aux  autres;  on  creusera, 

Fig.  93. 


dans  le  milieu  de  la  gorge  de  la  poulie  ou  du  tambour,  une 
rainure  destinée  à  recevoir  les  maillons  qui  se  présentent 
perpendiculairement  à  cette  gorge;  les  longues  branches  des 
autres  s'appliqueront  à  plat  sur  la  gorge  de  la  poulie,  sans 
frotter.  On  peut  voir  cette  disposition  appliquée  au  modèle 
du  ponl-levis  à  la  Dobenheim,  qui  se  trouve  au  cabinet  de 
l'École  d'application;  elle  est  également  employée  dans  des 
machines  en  grand,  notamment  à  certains  ponts-levis  et  à  la 
grue  de  MH.  Wilson  et  Manby  à  Charenton  ;  la  chaîne  s'enroule 
à  plusieurs  reprises  sur  l'arbre  en  fonte  du  treuil,  qui  porte 
des  rainures  hélicoTdes  pour  recevoir  les  maillons  qui  se  pré- 
sentent d'équerre  :  cet  arbre  forme  ainsi  une  véritable  vis  à 
filets  carrés. 

Il  est  à  remarquer  que  dans  ce  système,  qui  réunit  les  avan- 
tages de  la  solidité  et  de  la  simplicité,  le  frottement,  au  point 
de  contact  de  deux  maillons  consécutifs,  peut,  dans  certains 
cas,  être  réduit  à  un  simple  roulement. 
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Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  qu'il  se  passe  ici  exac- 
tement la  même  chose  que  lorsqu'un  tourillon  roule  dans  un 
palier,  ou  lorsque  Toeil  d'une  roue  roule  sur  un  tourillon, 
c'est-à-dire  que  le  point  de  contact  m  (Jig,  94)  des  deux  chat- 

Fig.  94. 


nons,  qui  d'abord  est  en  a  dans  l'axe  de  l'anneau  mobile,  se 
déplace  quand  cet  anneau  vient  à  rouler  sur  la  branche  trans- 
versale de  l'anneau  précédent  ad,  supposé  fixe  et  déjà  placé 
sur  la  poulie  :  or  la  quantité  de  ce  déplacement  est  relative  à 
Tangle  formé  par  les  axes  ^6  et  ad  de  ces  chaînons;  si  donc 
cet  angle,  parvenu  à  sa  plus  grande  valeur,  est  tel  que,  pour  la 
position  correspondante  du  point  de  contact  m,  le  frottement 
en  ce  point  suffise  encore  pour  empêcher  le  glissement,  ou 
que  la  tangente  de  l'angle  bmc,  formé  par  le  rayon  cm  de  l'an- 
neau et  la  direction  bm  du  chaînon  suivant,  soit  plus  petite 
que/,  il  n'y  aura  eu  que  simple  roulement  ou  frottement  de 
la  seconde  espèce,  dont  la  valeur  est  tout  à  fait  négligeable  à 
l'égard  de  l'autre. 

On  pourrait,  d'après  cela,  rechercher  quels  sont  les  rapports 
à  établir  entre  les  dimensions  des  anneaux  et  celles  de  la  poulie 
pour  que  le  frottement  devint  nul;  il  nous  suffira  de  remar- 
quer ici  que  l'arc  am,  décrit  par  le  point  de  contact  m  sur  le 
chaînon,  sera  d'autant  plus  petit  que  l'angle  extérieur  formé 
par  deux  chaînons  successifs  placés  sur  la  poulie  le  sera  lui- 
même  davantage  et  qu'il  y  aura  plus  de  différence  entre  la 
grosseur  du  tourillon  ou  du  fer  rond  qui  forme  les  anneaux 
et  le  rayon  cm  du  cercle  qui  termine  ces  mêmes  anneaux. 
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Manière  de  tenir  compte  du  poids  des  cordes  et  courroies 
dans  les  équations  d'équilibre. 

71.  Loi  générale  des  tensions  en  chaque  point  d'une  corde 
pesantCy  soutenue  par  des  rouleaux  ou  surfaces  quelconques. 
—  Soil  abcd. .  .g  [fig.  gS)  une  corde  sollicitée,  à  ses  exiré- 
miiés,  par  des  forces  quelconques  et  passant  sur  des  poulies 


Fig.  95. 


ou  rouleaux  de  renvoi  A,  B^  C  mobiles  autour  de  leurs 
centres.  On  conçoit  que  le  poids  de  cette  corde  influera  sur 
les  conditions  de  l'équilibre  :  i'^  en  ce  qu'il  chargera  les  points 
d'appui  A»  B,  C  qui  la  supportent;  i"^  en  ce  qu'il  modifiera  la 
tension  naturelle  en  chaque  point.  Cela  posé,  nous  admet- 
trons que  les  forces  étrangères  qui  sollicitent  la  corde  soient 
assez  grandes  pour  que  l'on  puisse  la  considérer  comme  exac- 
tement appliquée  sur  chaque  rouleau  et  comme  à  peu  près 
tendue  en  ligne  droite  d'un  rouleau  à  l'autre,  c'est-à-dire 
de  b  en  c,  de  d  en  e,  ce  qui  a  presque  toujours  lieu  dans  les 
applications  :  par  exemple,  nous  supposerons  que  Textré- 
mité  inférieure  g  de  la  corde  supporte  un  poids  Q,  et  que 
son  extrémité  supérieure  a  soit  liée  à  l'arbre  d'un  treuil 
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sollicité  par  une  puissance  P,  qui  met  tout  le  système  en 
équilibre»  y  compris  les  résistances  passives. 

Nommant  p  le  poids  du  mètre  courant  de  Iji  corde,  celui 
d'un  élément  quelconque  mn:=ds,  appartenant  ou  non  i  la 
surface  des  rouleaux,  sera  pds,  et  si  a  désigne  Tangle  formé 
parcetélémentavecla  verticale,  on  pourraconcevoirpe/f  décom- 
posé en  deux  forces  :  Tune  pds  cosa^qui  agira  dans  le  sens  de 
la  corde  pour  l'entratner  vers  l'extrémité  la  plus  basse  de  mn; 
l'autre  pdssiuaj  qui  agira  perpendiculairement  à  sa  direction 
et  servira  simplement  à  modiûer  la  pression  sur  les  appuis 
A,  B,  C»  de  sorte  qu'elle  sera  détruite,  soit  directement  par  la 
résistance  qu'ils  lui  opposent  en  chaque  point  des  rouleaux, 
soit  indirectement  par  la  rigidité  propre  de  la  corde  ('),  dans 
les  parties  libres  ou  interposées  entre  chaque  couple  de  rou> 
leaux. 

Considérant  d'abord  l'ensemble  des  premières  composantes, 
on  remarquera  que  chacune  d*e\\espd8C0sa  exprime  le  poids 
d'une  portion  de  corde  pareille,  égale  à  la  projection  m'/i'  de 
l'élément  mn  sur  la  verticale  quelconque  LM,  c'est-à-dire  à 
la  hauteur  dh  de  cet  élément,  et  sollicitant  la  corde  dans  le 
sens  de  la  pesanteur;  la  tension  crott  donc  progressivement, 
depuis  le  point  le  plus  bas  de  chaque  rouleau  jusqu'au  point 
le  plus  élevé  de  la  corde  sur  ce  rouleau  ou  sur  les  rouleaux 
adjacents,  et  cela  de  quantités /^A  proportionnelles  à  la  hau- 
teur h  de  chaque  point  au-dessus  du  point  le  plus  bas  dont  il 
s'agit,  quantités  qui  sont  ainsi  indépendantes  de  la  nature  de 
la  courbe  formée  par  la  corde  ou  celle  des  surfaces  qui  la  sup- 
portent. En  général,  si  nous  nommons  /.  la  tension,  en  un 
point  quelconque,  dont  Ai  est  la  hauteur  au-dessus  d'un  plan 
horizontal  et  inférieur  donné,  t  celle  qui  a  lieu  à  un  autre 
point  également  quelconque  et  dont  l'élévation,  au-dessus  de 


(')  Pour  les  parties  qui  forment  chaînettes,  le  poids  pds  de  chaque  élément 
est,  comme  on  sait,  égal  et  désigne  contraire  à  la  résultante  des  tensions  con- 
sécutives, et  la  composante  ^<if  si nx  est  détruite  par  la  somme  des  composantes 
de  ces  tensions  suivant  la  normale,  ou  par  la  force  cdO  =  tdoL,  t  désignant, 
comme  dans  la  Note  du  n^  16,  la  valeur  de  la  tension  au  point  considéré,  et  dd 
ta  variation  de  l'angle  de  contingence,  évidemment  égale  à  celle  de  l'angle  a. 
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ce  plan,  soit  A,  on  aura,  eu  égard  seulement  au  poids  de  la 
corde, 

pdh=:  ^-f-/?(/i  — A,), 

quaniité  dont  le  second  terme  sera  positif  ou  négatif  selon 
que  A  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  A^ 

Ainsi,  par  exemple,  la  tension  au  point  le  plus  élevé  du  rou- 
leau B,  ou  le  plus  bas  du  rouleau  A,  ou  enfin  au  point  d'attache 
a  de  la  corde  sur  ce  dernier  rouleau,  peut  être  censée  com- 
posée de  deux  autres,  dont  Tune,  égale  à  celle  qui  aurait  lieu 
en  ce  même  point  si  la  corde  était  sans  pesanteur,  et  l'autre 
égale  au  poids  d'une  corde  pareille  ajrant  pour  longueur  la 
différence  positive  ou  négative  entre  la  hauteur  de  ce  mênae 
point  et  celui  g  qui  sert  d'attache  à  Q;  ce  qui  revient  à  dire 
notamment  que  la  tension  qui^  en  a,  ferait  équilibre  au  poids 
seul  de  la  corde^  est  équivalente  au  poids  en  question,  et  agit 
pour  favoriser  la  puissance  P  ou  la  résistance  Q,  selon  que  ce 
point  se  trouve  situé  au-dessous  ou  au-dessus  du  point 
d'attache  g. 

72.  Indication  de  la  marche  à  suivre  dans  les  divers  cas^ 
pour  calculer  V influence  du  poids  des  cordes.—  En  particulier, 
si  les  deux  bouts  de  la  corde  se  rejoignent  exactement,  ou  si 
cette  corde  était  sans  fin,  son  poids  ne  ferait  que  presser  les 
appuis  et  n'augmenterait  ni  ne  diminuerait  en  rien  l'action  de 
la  puissance,  principe  évident  et  dont.on  pourrait  se  servir 
pour  établir  celui  qui  précède  :  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles en  fournirait  une  autre  démonstration  très-simple. 

Lorsque  l'extrémité  g  de  la  corde,  au  lieu  d'être  libre  ou 
simplement  sollicitée  par  un  poids  Q,  est  solidement  attachée 
à  un  point  fixe,  le  poids  du  cordon  qui  lui  correspond  se 
trouve  ordinairement  détruit  par  la  résistance  de  ce  point,  et 
alors  il  faut  considérer  l'équilibre  de  la  corde  à  partir  du  point 
le  plus  bas  de  ce  cordon.  Ce  cas  est  notamment  celui  des  pa*- 
lans  et  de  la  chèvre  d'artillerie.  Prenant  donc,  pour  chacune 
des  positions  du  système,  la  hauteur  comprise  entre  le  point 
inférieur  des  poulies  mobiles  et  l'extrémité  de  la  corde  qui 
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répond  à  la  puissance,  multipliant  cette  hauteur  par  le  poids 
de  l'unité  de  longueur  de  cette  corde,  on  aura  la  quantité 
dont  il  faut  augmenter  ou  diminuer  la  tension  /«^t  du  dernier 
brin,  selon  que  la  moufle  mobile  se  trouvera  au-dessous  ou 
au-dessus  de  l'horizoniale  du  point  dont  il  s'agit. 

Quant  aux  composantes  normales /^^bsin a,  qui  contribuent 
à  augmenter  les  frottements  sur  les  appuis  ou  tourillons  des 
poulies,  on  peut  presque  toujours  les  négliger  vis-à-vis  des 
pressions  qui  résultent,  sur  ces  mêmes  appuis,  des  tensions 
que  font  naître,  aux  différents  points,  les  forces  P  et  Q  appli- 
quées au  système.  Si  d'ailleurs  on  voulait  opérer  rigoureuse- 
ment, il  faudrait  considérer  ce  qui  se  passe  d'un  cordon  au 
cordon  suivant,  à  partir  de  celui  qui  soutient  immédiatement  le 
poids  Q  ou  qui  est  attaché  au  point  fixe,  et  déterminer  ainsi,  de 
proche  en  proche^  la  tension  de  la  corde  en  ses  points  de 
contact  sur  les  diverses  poulies  et  les  pressions  qui  en  ré- 
sultent sur  chaque  tourillon,  ce  qui  tend  à  compliquer  un  peu 
les  calculs  et  n'offre,  du  reste,  rien  de  bien  difQcile,  quand 
les  cordons  sont  à  peu  près  tendus  en  ligne  droite. 

Si  les  cordons  des  palans  sont  verticaux,  il  sera  suffisam- 
ment exact  de  supposer  les  tourillons  de  chacune  des  poulies 
supérieures  chargés  du  poids  entier  des  deux  cordons  qui 
aboutissent  à  cette  poulie,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  sup- 
posera, dans  les  équations  d'équilibre,  les  tensions,  aux  points 
de  contact  de  chacun  des  cordons  avec  les  poulies  supérieures, 
augmentées  du  poids  de  ces  mêmes  cordons. 

Si  les  cordons,  au  lieu  d'être  verticaux,  étaient  inclinés 
d'une  manière  quelconque,  les  tensions  en  leurs  extrémités 
supérieures  seraient  encore  déterminées,  au  moyen  de  celles 
de  leurs  extrémités  les  plus  basses,  d'après  le  principe  du 
n**71,  c'est-à-dire  que  les  premières  surpasseraient  respecti- 
vement les  secondes  de  quantités  égales  au  poids  de  portions 
de  corde  ayant  pour  longueur  la  hauteur  comprise  entre  les 
extrémités  de  chaque  brin;  mais  on  aurait  de  plus  à  ienir 
compte  des  composantes  normales  pdss\noc{7i  ),  qui  produi- 
sent un  surcroît  de  pression  sur  les  appuis  ou  tourillons  des 
poulies;  cela  ne  présentera  aucune  difficulté  si  les  cordons 
peuvent  être  censés  tendus  sensiblement  en  ligne  droite. 
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entre  leurs  points  de  contact  respectifs  sur  ces  poulies,  ce 
qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  des  applications. 

A  regard  des  portions  de  cordons  embrassant  les  gorges  de 
poulies,  on  pourrait,  sans  inconvénient,  négliger  totalement 
leur  poids;  mais,  si  Ton  veut  en  tenir  compte,  on  le  suppo- 
sera réuni  à  celui  de  ces  poulies,  dans  le  terme  qui  concerne 
le  frottement  des  tourillons,  et  Ton  ajoutera  son  moment  à 
celui  des  autres  forces,  en  observant,  d'après  le  principe  du 
n"*?!,  qu'il  a  pour  valeur  le  produit  du  rayon  des  poulies  par 
le  poids  d'une  portion  de  corde  pareille,  égale  à  la  projection 
de  l'arc  embrassé  et  agissant  à  l'extrémité  la  plus  basse  de 
cet  arc. 

Frottement  de  la  vis  à  filets  carrés. 

73.  Expression  du  moment  des  résistances  par  rapport  à 
l'axe  de  la  vis,  —  Soit  [Jig.  96)  AB  l'axe,  supposé  vertical. 


d'une  vis  à  filets  carrés,  destinée  à  soulever  un  poids  Q  par 
Tintermédiaire  d'une  puissance  horizonule  P  appliquée  à 
l'extrémité  du  bras  de  levier  R,  de  sorte  que  l'écrou  ab  est 
ici  c^sé  fixe.  On  peut  toujours  supposer  que  la  charge  Q 
'SOit  distribuée  uniformément  sur  un  certain  filet  hélicoXde  de 
la  vis  ou  de  Técrou,  que  nous  nommerons  filet  moyen^  et 
s'y  trouve  posée  comme  sur  un  plan  incliné  formant,  avec  l'ho- 
rizon, un  angle  égal  à  celui  des  plans  tangents  à  ce  filet. 
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Nommant  dono 

r  le  rayon  du  cylindre  qui  coniienl  l'hélice  ou  le  filet  moyen 
dont  il  s'agit; 

p  la  force  horizontale,  tangente  à  ce  cylindre,  qui  serait  ca- 
pable de  vaincre  le  poids,  Q  et  les  frottements  qui  en  ré- 
sultent sur  la  surface  du  filet  moyen  ; 

h  la  hauteur  du  pas  de  la  vis  ou  de  l'écrou; 

:r  =  3>i4i5926  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre; 

a  l'angle  d'inclinaison  constante  du  filet  moyen  à  l'horizon; 

/le  coefficient  du  frottement  pour  les  substances  en  coniaci, 

on  aura,  d*après  le  n*>  18, 

'^  ""  ^  I  — /tanga  ~  ^  27:/-/A' 

dont  le  moment,  par  rapport  à  l'axe  de  la  vis,  est 

^     tanga  -h  f      n    ^  -^  ^'^f'* 
'^  1 — /tanga  2nr—fh 

C'est  ce  moment  qu'il  faudra  introduire  dans  l'équation  d'équi- 
libre (n""  50  et  suivants}  des  forces  qui  sollicitent  la  vis  ou 
l'écrou  dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  fixe 
AB. 
La  valeur  ci-dessus  de  p  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A               ^^i-htang'a      ^    A        ^^      h^-^i'n^r^ 
»i=Qtanga-+-/Q ^,  =Q h/Q  ; — ^nr-: 

on  voit  que  la  portion  de  p,  employée  seule  à  vaincre  le  frot* 
tement,  a  pour  expression 

i-t-tang'g 
^     I— /tanga' 

dont  la  valeur  croit  progressivement  avec  tang  a,  jusqu'à  de- 
venir infînie  quand  tanga  =  -2^9  limite  passé  laquelle  la  puis- 
sance horizontale  p  et,  par  suite,  la  force  P  appliquée  à  l'ex- 
trémité du  bras  de  levier  ne  pourraient  plus  faire  mouvoir  la 
vis  en  l'élevant  le  long  des  filets  de  l'écrou  (19). 
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Il  semblerait,  d'après  cela,  qu*il  dût  y  avoir,  en  général,  de 
l'avantage  à  diminuer  Tangle  d'inclinaison  a  des  hélices;  mais 
on  arrivera  à  une  conséquence  tout  opposée  si  l'on  considère 
que  le  rapport 

/(r>^tang'«)      ^ ^/ 

tanga(i  — /tanga)       sin2a— /(i  —  cos2a) 

du  terme  p  relatif  au  frottement  à  celui  qui  représente  la  por- 
tion utilisée  de  la  puissance  décroît  constamment,  depuis  la 
valeur  B  de  a,  qui  le  rend  inGni,  jusqu'à  la  valeur  de  a  répon- 
dant à  tangsa  =  jt  qui  le  rend  un  minimum  :  la  même  chose 

se  conclut  aussi  directement  de  la  comparaison  de  la  quantité 
de  travail  utilisée  à  celle  dépensée  par  /?,  et  dont  le  rapport 

est  ici  évidemment 

• 

tanga(t-~/tangg)  _  sin2g— /(i  —  cosag) 
langa  -h/         ~~  sin2a  4-/(1  -h  cos2a) 


sin2a  -f-/(i  H-  C0S2a) 


Ce  rapport,  dont  le  maximum  répond  à  tangaa  =  ^9  devient 

nul  pour  la  valeur  de  a  qui  répond  à  tanga  =  -9  c'est-à-dire 

j 
pour  la  même  valeur  qui  rend  inHuie  l'expression  du  frotte- 
ment. 

Supposant,  par  exemple, /=  0,12,  ce  qui  convient  au  cas 
où  l'écrou  serait  en  cuivre  et  la  vis  en  fer,  les  surfaces  étant 
onctueuses;  puis  tanga  =  -—,  ce  qui  se  présente  souvent,  no* 
tamment  dans  les  pressoirs  à  vis»  le  rapport  ci-dessus  de- 
viendra 0|249;  ftins^  ^6  travail  dépensé  par  la  puissance  pour 
élever  la  charge  Q  serait  presque  quadruple  de  celui  qui  ré- 
pond à  l'effet  utile.  Si  tanga  était  égal  à  7,  le  même  rapport 
deviendrait  o,655  :  ces  résultats  mettent  d'ailleurs  en  évi- 
dence l'énorme  influence  exercée  par  le  frottement  des  vis  et 
des  écrous. 
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74.  Propriétés  et  emplois  divers  des  vis.  —  On  conclut  aussi 
de  ce  qui  a  été  dit  (18  et  19),  pour  le  cas  du  plan  incliné,  que 
si  tanga  est  au-dessus  de/,  la  vis  non-seulement  ne  tendra 
pas  à  descendre  d'elle-même  ou  à  se  desserrer  sous  Teffort 
qu'elle  supporte,  mais  encore  exigera,  pour  être  entraînée 
par  la  puissance  p  supposée  agir  dans  le  sens  contraire  de 
celui  qu'elle  avait  précédemment,  un  effort  mesuré  par 

^/— tanga        ^^  (i -f- tang'a)      ^, 

n  =  Q  ^ — TT— ^ — =/Q  — .    ^, Q  tanga. 

'^       ^  I  -h /tanga      "^       i  -H /tanga       ^       '^ 

Ce  cas  est  précisémentcelui  des  boulons  d'assemblage,  qui  doi- 
vent maintenir  l'état  de  compression  réciproque  de  certains 
corps,  après  que  la  puissance  a  exercé  son  action  sur  la  vis  ou 
récrou.  On  sait  qu'il  en  est  tout  autrement  des  vis  de  balanciers 
à  découper, à  étamper  ou  à  battre  la  monnaie,  et  qui  portent  des 
filets  doubles  ou  triples  afin  de  pouvoir  donnera  leurs  hélices 
moyennes  une  grande  inclinaison  sur  l'axe.  Quelquefois  d'ail- 
leurs il  arrive,  même  pour  les  vis  où  la  relation  tanga  </est 
satisfaite,  que  les  secousses  ou  vibrations  éprouvées  par  les 
boulons  d'assemblage  font  desserrer  lesécrous;  ce  qui  exige 
qu'on  s'oppose  à  cet  effet  en  plaçant  deux  écrous  l'un  sur 
l'autre,  ou  mettant  directement  obstacle  au  mouvement  de 
l'écrou  simple,  par  un  moyen  facile  à  imaginer. 

75.  Frottement  latéral  de  la  vis  dans  le  cas  où  elle  est  uni" 
quement  guidée  par  l'écrou.  —  Les  résultats  exposés  dans  le 
n"»  73  resteraient  évidemment  les  mêmes  si  la  puissance  P 
était  immédiatement  appliquée  à  l'écrou;  mais,  en  général,  la 
valeur  de  cette  puissance  variera  suivant  son  bras  de  levier  R, 
et  la  manière  dont  lavis  et  l'écrou  seront  supportés  ou  guidés 
dans  leur  mouvement.  11  se  présente,  en  effet,  divers  cas  à 
examiner. 

Supposant,  par  exemple,  Récrou  ab  {Jig.  96)  complète- 
ment fixe,  il  se  peut  que  la  vis,  n'ayant  pour  objet  que  de 
soulever  un  poids  qui  a  la  faculté  de  tourner  avec  elle,  soit 
uniquement  guidée,  dans  sa  course,  par  l'écrou;  alors  la  puis* 
sance  P,  agissant  à  une  certaine  distance  de  l'axe  AB,  tendra 
à  faire  appuyer  la  surface  extérieure  et  cylindrique  des  Olets 

a4 
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de  la  vis  contre  la  surface  correspondanie  de  Técrou;  il  faudra 

donc  décomposer  la  puissance  P  en  deux  autres  parallèles^ 

agissant  dans  les  plans  qui  limitent  cet  écrou  vers  le  haut  et 

vers  le  bas,  et  qui  contiennent  les  filets  de  vis  soumis  à  la 

pression  latérale. 

Nommant  a  et  6  les  distances  du  plan  dans  lequel  agit  P 

aux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  la  vis  qui  limitent  l'é- 

crou,  /  la  distance  de  ces  deux  plans  ou  l'épaisseur  de  Fécrou, 

on  aura  :  pour  la  composante  agissant  dans  le  plan  supérieur 

dans  le  sens  de  P, 

P6 

pour  la  composante  agissant  dans  le  plan  inférieur  dans  le  sens 

contraire  de  P, 

P^ 

/  ' 

Ces  pressions  donnant  lieu  aux  frottements /P  jy  /P  j  qui 

s'exercent  sur  la  surface  cylindrique  extérieure  des  filets 
auront  pour  bras  de  levier  le  rayon  r'  de  cette  surface,  un  peu 
supérieur. à  r;  on  aura  donc,  en  observant  que  les  pressions 
normales  et  les  frottements  tangentiels  à  la  surface  bélicoYde 
des  filets  de  la  vis  sont  distribués  symétriquement  tout  autour 
de  son  axe,  de  sorte  qu'ils  ne  tendent  nullement  à  en  changer 
la  direction,  on  aura,  dis-je,  Téquation  d'équilibre 

I— /Unga      -^  V  /  /  / 

Si,  d'ailleurs,  la  puissance  P  se  composait  de  deux  ou  plusieurs 
forces  égales  agissant  symétriquement  autour  de  l'axe  de  la 
vis,  le  dernier  terme  de  l'équation  ci-dessus  serait  évidem- 
ment nul. 

76.  Frottement  des  guides  ou  collets  de  la  vis.  —  Quand  la 

vis  est  guidée  par  des  collets  particuliers,  ce  qui  arrive  sou- 

Pfr    Pa 
vent  pour  éviter  que  les  pressions  "t-^  -7-  et  les  frottements 
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qui  en  résultent  n'acquièrent  une  trop  grande  influence,  on 
doit  remplacer  ces  frottements  par  ceux  qui  ont  lieu  sur  les 
arêtes  exlérieures  de  ces  collets;  a,  6»  /  expriment  alors  les 
distances  qui  les  séparent,  soit  du  plan  de  la  puissance  P,  soit 
entre  elles. 

77.  FroUement  du  collier  et  des  guides  de  la  charge.  — 
Lorsque  le  poids  Q  ne  doit  pas  tourner  librement*avec  la  vis, 
et  qu'il  est  contraint  à  se  mouvoir  parallèlement  à  lui-même, 
il  ne  se  trouve  lié  à  elle  que  par  un  collier  on  anneau,  qui  donne 
lieu  à  un  frottement  dont  le  bras  de  levier  s'évaluera  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  n*"  37  et  dont  le  moment  sera  représenté  par 
une  expression  de  la  forme 

qu'on  ajoutera  au  second  membre  de  l'équation  ci-dessus; 
mais,  comme  ce  frottement  peut  donner  lieu  à  une  pression 
sur  les  guides  du  poids  Q,  il  sera  nécessaire,  dans  certains  cas, 
de  tenir  compte  de  la  résistance  qui  en  résulte. 

Nommant  (32)  L  la  distance  de  l'axe  de  la  vis  à  laquelle  il 
agit;  f  le  coefficient  qui  lui  est  relatif,  son  intensité  absolue 
sera  mesurée  par  l'expression 

f.  .  rci  (9''^-P9'^9'')  _  ^  (p'-^99'-^9")  p  /v/o . 

car  le  moment  de  la  pression  qui  y  donne  lieu  doit  être  évi- 
demment égal  à  celui  du  frottement  sur  le  collier  de  la  charge; 
l'expression  ci-dessus  devra  d'ailleurs  être  ajoutée  à  Q  dans 
l'équation  d'équilibre  de  la  vis,  c'est-à-dire  qu'on  devra  y 
remplacer  Q  par 


quantité  à  laquelle  il  faudra  en  outre  ajouter  le  poids  propre 
de  cette  vis  et  de  son  équipage,  pour  obtenir  la  charge  totale 
de  l'écrou. 

^4. 
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78.  Frottement  du  pivot  des  vis  de  compression,  —  Il  ar- 
rive quelquefois  que,  Pécrou  restant  fixe,  l'objet  de  la  vis  est 
de  presser,  comprimer  ou  refouler  certains  corps  vers  son  ex- 
trémité inférieure  B  (Jig,  96);  cette  extrémité  formant  alors 
pivot  donne  lieu  à  un  frottement  dont  on  tiendra  compte  en 
ajoutant  (38)  un  terme  de  la  forme 

au  second  membre  de  l'équation  d'équilibre,  p  étant  le  plus 
grand  rayon  de  la  partie  frottante,  Q  la  force  de  compression, 
et  par  conséquent  Q  —  9  la  charge  agissant  réellement  pour 
refouler  Técrou  de  bas  en  haut,  q  désignant  le  poids  de  la  vis. 

79.  Frottement  des  guides  de  Vécrou  mobile  suivant  l'axe. 
—  Dans  d'autres  cas  {Jig.  97),  la  vis  est  seulement  susceptible 


de  tourner  autour  de  son  axe  AB,  sans  que  celui-ci  se  dé- 
place, récrou  abcd  étant  seul  mobile  le  long  de  cet  axe,  sans 
pouvoir  tourner;  alors  la  vis  frotte  sur  un  pivot  inférieur  ou  ^ 
sur  des  épaulements  B  placés  aux  extrémités,  tandis  que 
l'écrou  est  maintenu  dans  une  direction  parallèle,  au  moyen 
de  guides  à  oreilles,  de  coulisses,  etc.  ;  on  ne  sera  donc  point 
embarrassé  d'établir  l'équation  d'équilibre  pour  ce  cài^,  en 
observant  que  la  charge  de  la  vis  se  compose  du  poids  Q  de 
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récrou  et  de  son  équipage,  ainsi  que  du  frottement  des  guides, 
dont  Isr  valeur  sera  ici  évidemment 

rei  p  ayant  les  significations  indiquées  au  n*"  73,  et  L  étant  la 
distance  du  point  d'appui  des  guides  à  Taxe  de  la  vis,  de  sorte 
qu'on  aura,  dans  le  cas  actuel,  pour  déterminer  la  valeur  de  p, 

„_0 tangq^-/ 

I  — /tanga  —  -^y-  (tanga  -+-/) 


d'où 


valeur  qu'il  faudra  introduire  à  la  place  de 

Q  tanga -i>/^ 
I  — /langa' 

dans  l'équation  d'équilibre  du  n®  73  ci-dessus. 

Quant  à  la  pression  verticale  supportée  par  l'épaulement  su- 
périeur ou  inférieur  de  la  vis,  elle  sera,  q  étant  le  poids  de 
cette  vis  et  de  son  équipage,  en  supposant  que  la  vis  ait  à  sou- 
lever la  charge  Q, 

Q^r  !^,^g  =  Q ilizf}^ ^,; 

I  -/tanga  -f  j-  (langa  +/) 

d'où  il  est  facile  de  conclure  le  moment  du  frottement  de 
répaulemeni. 

80.  Cas  od  la  puissance  est  directement  appliquée  à  récrou. 
—  Enfin  il  peut  arriver  que  la  puissance  soit  directement  ap- 
pliquée à  l'écrou,  qui  alors  tourne  sur  lui-même  en  frottant 
sur  une  rondelle  ab  {Jig.  g8)  ou  sur  une  bande  annulaire, 
comme  dans  les  vis  des  portières  d'écluses,  des  grilles  de  fer- 
metures ou  dans  les  boulons  d'assemblage;  il  est  évident  que 
l'équation  d'équilibre  du  système  pourra  s'établir  d'une  ma- 


Digitized  by  VjOOQIC 


374  COURS  DE  HÉGÀlflQUB 

nière  absolument  semblable,  en  ayant  égard  aux  diverses  cir- 
constances dans  lesquelles  se  trouvent  placées  les  parties 
frottantes  du  système. 

Fîg. 


En  général,  les  formules  qui  précèdent  mettront  à  même  de 
calculer  les  différentes  résistances  et  d'en  diminuer  Tinfluence, 
le  plus  possible,  par  des  dispositions  bien  entendues  :  en  di- 
minuant leur  moment  par  rapport  à  Taxe  de  la  vis,  et  en  sub- 
stituant notamment  le  frottement  des  pivots  à  celui  des  épau- 
lements  ou  bandes  annulaires  dont  le  bras  de  levier  moyen 
ne  peut  jamais  être  très-petit  et  doit  toujours  être  comparable 
au  rayon  moyen  de  la  vis  et  de  Técrou.  On  voit  d'ailleurs  com- 
bien il  importe  d'amoindrir,  dans  chaque  cas,  autant  que  faire 
se  peut,  ce  rayon  sans  nuire  à  la  solidité  de  la  vis  et  de  l'écrou, 
et  de  se  conformer,  en  conséquence,  aux  règles  d'économie 
que  prescrit  la  théorie  de  la  résisunce  des  matériaux. 

81.  Dimensions  à  adopter  pour  les  vis  à  filets  carrés  (  *).  — 
Soient  R,  le  rayon  de  Thélice  intérieure  ou  du  noyau,  R,  celui 
de  l'hélice  extérieure;  on  donne  ordinairement  à  la  saillie  s 
des  filets  une  longueur  égale  à  leur  épaisseur  e  mesurée  dans 
le  sens  de  l'axe,  et,  pour  la  facilité  de  l'exécution,  on  fait  les 
vides  égaux  aux  pleins.  D'après  cela,  s'il  n'y  a  qu'un  filet  de 
vis,  le  pas  h  sera  égal  à  2«  =  2^;  s'il  y  avait  deux  iilets  dis- 
tincts, le  pas  serait  double  ou  ^e.  on  emploie  ainsi  plusieurs 
filets  de  vis,  afin  de  pouvoir  faire  varier  le  pas  sans  changer  la 
grosseur  du  noyau,  qui  a  des  dimensions  déterminées,  comme 
on  va  le  voir. 

Les  vis  à  filets  carrés  étant  souvent  en  fer  et  les  écrous  en 


(')  Extrait  de  l'édition  de  i8a6.  (K.) 
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cuivre,  le  noyau  et  les  filets  doivent  avoir  une  solidité  suffi- 
sante pour  ne  pas  rompre  sous  le  poids  Q  de  la  charge  qui  les 
sollicite  parallèlement  à  Taxe;  or  la  surface  de  rupture  du 
noyau  étant  ttRJ  et  chaque  millimètre  carré  de  cette  surface 
pouvant  porter  moyennement,  sans  se  rompre,  4^  kilogrammes, 
que,  pour  la  sécurité,  on  doit  réduire  à  6  kilogrammes,  on 
aura  ôttR  î  =  Q,  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  Ri  en  millimètres. 
Admettant  ensuite  que  l'écrou  ne  doit  pas  embrasser  moins 
de  trois  filets  successifs,  afin  que  Fengrènement  soit  conve- 
nable et  qu'il  s'use  moins  vite,  son  épaisseur  sera  égale  à  6e 
ou  6^,  et  la  surface  de  rupture  des  filets,  le  long  du  noyau, 

6e 
sera  —  27: Ri,  parce  qu'il  y  a  autant  de  plein  que  de  vide; 

comme  la  charge  pourrait  agir  tout  entière  sur  les  extrémités 
des  filets,  et  qu'elle  aurait  ainsi  un  bras  de  levier  5  double  de 
celui  de  la  surface  de  rupture  des  filets,  on  ne  devra  prendre 
que  la  moitié  de  la  quantité  ci-dessus,  c'est-à-dire  S^ttRi;  la 
résistance  de  la  matière  qui  compose  l'écrou,  différant  géné- 
ralement peu  de  celle  du  fer,  on  devra  égaler  la  quantité  ci- 
dessus  à  la  surface  tiR  J  de  rupture  du  noyau,  d'où  l'on  tirera 
la  saillie 

5  =  e  =  jRa  environ. 

Il  est  évident  que  ces  dimensions  ne  sont  pas  tellement 
absolues  qu'on  ne  puisse  aucunement  s'en  écarter;  très-cer- 
tainement l'usure  et  le  frottement  seraient  moindres  en  aug- 
mentant la  hauteur  de  l'écrou  et  en  faisant  la  saillie  s  plus 
petite  que  l'épaisseur  e. 

Quant  à  la  valeur  qu'on  devra  attribuer,  dans  les  calculs, 
au  rayon  r  de  l'hélice  moyenne  du  filet,  il  est  évident  que, 
dans  la  plupart  des  cas,  il  sera  suffisamment  exact  de  le 
prendre  égal  à  la  demi-somme  des  rayons  extrêmes  du  filet; 
mais  comme  il  peut  arriver  que  la  différence  de  ces  rayons, 
ou  l'épaisseur  des  filets,  soit  très-comparable  à  la  grosseur 
du  noyau,  notamment  dans  les  vis  qui  agissent  par  trac- 
tion, il  parait  évident  aussi  qu'on  risquerait  de  se  tromper 
d'une  manière  notable,  si  l'on  continuait  à  attribuer  une  telle 
valeur  au  bras  de  levier  moyen  r;  c'est  pourquoi  nous  avons 
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cru  utile  d'examiner  à  part  ce  cas  dans  la  Note  II,  qu'on 
trouvera  annexée  à  cette  Section. 


Frottement  dans  la  vis  à  filets  triangulaires. 

82.  Conventions  et  exposé  de  la  question,  —  Soient  HM'Q 
(yîg*.  99)  l'axe  d'une  telle  vis  supposée  verticale;  AH  l'élé- 
ment hélicoïde  qui  correspond  au  filet  moyen  de  cette  vis, 

FJff-  99- 


élément  qui,  vu  la  petitesse  du  filet  par  rapport  au  noyau,  sera 
encore  ici  censé  supporter  toute  la  cliargede  la  vis.  Soient  AB 
la  tangente  en  un  point  quelconque  A  de  l'hélice  qui  appar- 
tient à  cet  élément;  MAC  la  génératrice  correspondante  ren- 
contrant l'axe  de  la  vis  en  H;  enfln  AA'  une  verticale,  parallèle 
à  l'axe  MM',  passant  par  A.  Nommons  B,  C,  A'  les  points  de 
rencontre  de  ces  droites  respectives  avec  un  plan  horizontal 
quelconque;  A'B,  A'C,  projections  de  AB  et  AC  sur  ce  plan, 
seront  les  directions  respectives  de  la  tangente  et  du  rayon  au 
point  A'du  cercle  de  base  du  cylindre  qui  contient  l'hélice  AH, 
et  le  plan  ABC  sera  tangent  en  A  à  la  surface  hélicoïde  du  Glet 
de  vis.  Si,  de  plus,  on  abaisse  du  point  A'  la  perpendiculaire 
A'O  en  0  sur  ce  plan,  et  des  points  B  et  A  les  perpendicu- 
laires BI,  AE  sur  les  droites  AC  etBC,  ces  dernières  passeront 
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évidemment  par  le  point  0,  et  les  angles  À'ÂE  et  Â'BI  seront 
ceux  que  forment  respectivement  le  plan  tangent  ÂBC  avec  la 
verticale  AA'  et  l'horizontale  A'B  ou  hp* 
Cela  posé,  nommons 

cp  et  ^|;  respectivement  ces  deux  derniers  angles  A'AE,  A'BI; 
a  et  6  ceux  que  forme  la  verticale  AA'  avec  la  tangente  AB  et 

la  génératrice  AC  relatives  au  point  A; 
r  le  rayon  AG  =  A'M'  du  filet  moyen  de  la  vis; 
h  le  pas  commun  à  tous  les  filets; 
Q  la  charge  lotale  supportée  par  ces  filets  ou  le  filet  moyen 

AH,  parallèlement  à  Taxe  de  la  vis; 
p  la  puissance  horizontale  qui,  appliquée  à  l'extrémité  du 

bras  de  levier  AG  ou  r,  serait  capable  de  faire  remonter  la 

charge  Q  le  long  de  AH. 

La  vis  pouvant  être  considérée  comme  un  corps  libre  assu- 
jetti seulement  à  tourner  en  glissant  le  long  de  Taxe  fixe  HM', 
pourvu  qu'on  ait  égard  aux  pressions  normales  qu'elle  sup- 
porte de  la  part  de  l'écrou,  en  sens  contraire  de  la  charge  Q, 
ainsi  qu'aux  frottements  qui  en  résultent,  il  est  clair  que  l'é- 
quilibre  entre  toutes  ces  forces,  la  force  p  et  la  charge  Q,  sera 
complètement  assuré  si,  après  avoir  décomposé  chacune 
d'elles  en  deux,  l'une  verticale  ou  parallèle  à  Taxe,  l'autre 
horizontale  ou  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe, 
on  exprime  :  i"  que  la  somme  de  toutes  les  composantes  pa- 
rallèles à  l'axe  est  égale  à  zéro  ;  s*"  que  la  somme  des  moments 
des  composantes  horizontales  qui  tendent  à  faire  tourner  le 
système  autour  de  l'axe,  dans  un  certain  sens,  est  égale  à 
celles  des  moments  des  composantes  horizontales  qui  tendent 
à  le  faire  tourner  dans  un  sens  contraire.  Hais  comme  cette 
dernière  équation  est  assez  difficile  à  établir,  nous  lui  substi- 
tuerons celle  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
appliqué  au  mouvement  effectif  de  la  vis  ou  de  Técrou,  en 
faisant  ainsi  abstraction  des  pressions  normales  qui  rendent  ce 
mouvement  obligatoire. 

83.  Calcul  de  la  puissance  horizontale  capable  de  main- 
tenir la  charge  en  équilibre.  ^  Nommant  dH  la  pression  nor- 
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maie  qui  sollicite  l'un  quelconque  A  des  élémen ts  du  filet  héli- 
coïde  AH,  elle  fera  nattre  le  frottement  fd^  agissant  le  long 
de  la  tangente  AB,  au  point  correspondant  de  l'hélice;  ces 
deux  forces  ayant  pour  composantes  verticales  dîi  sincp, 
fdN  cosa,  on  aura  pour  première  équation  d'équilibre,  en 
observant  que  la  composante  dîi  sincp  et  toutes  ses  semblables 
agissent  en  sens  contraire  de  Q, 

Q=  rsincprfN— /  rcosarfN=:N(sin9— /cosfl), 

dans  laquelle  N  représente  la  somme  j  dti  de  toutes  les  pres- 
sions normales  qu'on  peut  supposer  concentrées  en  une  seule, 
suivant  la  normale  en  A  au  filet  moyen  de  la  vis. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pareillement  pour 
les  conditions  de  l'équilibre  relatives  au  mouvement  effectif 
de  la  vis,  considéré  pour  un  tour  entier,  ce  qui  est  ici  permis. 


cos«' 


d'où  Ton  tire,  en  mettant  pour  N  sa  valeur  déduite  de  la  pré- 
cédente équation, 

ç.    h         ^-    A  1 

^~~     27rr      "^      27rr  cosa(sin©  — /cos/i) 

r\     .        ^n.  '  ^  (sîn9C0ta-4-/sinfl^ 

=  Q  cota  -f-/Q  -; — -^ =  Q :^ jr^ 

•^     smfl(sin(p— /cosaj  sin<p  — /cosa 

En  observant  qu'on  a 

A 
27rr 


et  par  conséquent 


27rr 


il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  sincp  en  fonction 

des  quantités  connues,  pour  être  en  état  de  calculer  celle  de/?. 

Or  les  triangles  OIA',  OAA'  rectangles  en  O  et  le  triangle 
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AA'I  rectangle  en  I  nous  donnent 

.   ,.,.,      OA'       A'IsinOIA'        .    ,         , 
sin9:=sinOAA'=  j^  = ^T? =sin6cosvj;. 

A  cause  des  triangles  A' BI,  A' BA  rectangles  en  A^  nous 
avons  aussi 

.  _  A^I  __   AA^sin6   _  sinfe 
ang^;  —  ^,g  ^  AA'ianga  ""  iîangi' 
donc 

.    ,  sin6  AsinA 

sin^  = 


COS^: 


v/sln*6  -h  tang'a       ^/A'sin'6  +  4^*'"^ 
tangg  _  aTrr 


\/sin'fr  -4-  lang'a       v^A*sin'6  -f-  47rV 
et  partant 

tang^sinfr  2Trrsin6 

sm  9  ==  °  =  —======  • 

^sin*6  -h  langea       vA'sin'ft  -^  4^*''* 

On  arrivera  aux  mêmes  résultats  par  les  principes  connus,  si, 
prenant  pour  axes  positifs  des  x,  y,  z  les  droites  A'B,  A'C, 
A'Ay  qui  se  coupent  rectangulairement  en  A',  on  observe  que 
les  projections,  sur  les  pians  des  xz  et  des  yz^  de  la  perpen- 
diculaire A'O  au  plan  tangent  ABC,  sont  elles-mêmes  perpen- 
diculaires aux  traces  BC  et  AC  de  ce  plan,  de  sorte  qu'elles 
ont  pour  équations 

sur  xz X .—  z  côlrt, 

sur  yz 7*1=  zcoti; 

il  en  résulté,  en  effet,  qu'on  obtiendra  les  angles  de  la  perpen- 
diculaire A'O  avec  les  axes  des  x  et  des  z  par  les  relations 

cota 


cosOA'B=:sin^|;  = 


sji  -+-  cot*6  -h  cot^a 
sin6  Asinfr 


v/sin^6  +  tangua       v^A^sin'A  -h  47r'r* 

cosOA'A  =r  sin©  =   .  

V^i  +  cot^6  4-cot*a 

—      tangg  sini      __        i7rrsin6 


V^sin'6  -H  tong'a      VA'sin*6  -f-  4^^''*' 
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qui  sont  les  mêmes  que  celles  trouvées  ci-dessus.  Substi- 
tuant donc  la  valeur  de  sincp,  celles  de  sina  et  de  cosa  dans 
l'expression  de  p^  il  viendra  finalement 


^  cola-!-/sina\/i  -4-coi*a-hcoi*6 
I  — /cosa  sji  -h  cot^a  -h  cot'6 


m:  y  ■        r:::^=z=zzii=:=:  • 

27rrsin6 vAm-4^ÏV» --  hf^/h^ s'xn'b  -h 4?:^ 

Sk.  ISouvelle  méthode.  —  Cette  formule ,  qui  est  due  i 
M.  le  professeur  Persy,  ne  s'accorde  point  avec  celles  qu'ont 
obtenues  d'autres  auteurs;  mais  il  est  aisé  de  faire  voir  qu'elle 
est  la  seule  rigoureuse,  et  que  l'inexactitude  des  formules 
dont  il  s'agit  provient  de  fausses  décompositions  des  forces. 

Il  est  bien  permis,  en  effet,  de  supposer  la  charge  Q  tout 
entière  appliquée  au  point  A  de  l'hélice  moyenne  el  repo- 
sant sur  le  plan  tangent  en  ce  point  comme  sur  un  plan  in- 
cliné le  long  duquel  elle  serait  élevée  en  vertu  de  l'action  de 
la  force  horizontale  p\  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  le 
point  d'application  A  est  contraint  de  demeurer,  dans  son 
mouvement  sur  ce  plan,  à  une  distance  invariable  r  =  AG  de 
Taxe  MM'  de  la  vis;  ce  qui  suppose  l'intervention  de  certaines 
forces  agissant  suivant  les  rayons  horizontaux  AG  de  l'hélice 
moyenne,  et  qui  so^nt  détruites  par  la  rigidité  de  la  vis  ou  de 
l'écrou. 

D'après  cela,  il  est  évident  que,  pour  exprimer  les  condi- 
tions de  l'équilibre  entre  les  forces  N,/N,  Q  et  p  qui  sont 
censées  solliciter  la  vis  au  point  A,  il  sera  nécessaire  de  dé- 
composer la  force  N  en  trois  autres,  agissant  parallèlement 
aux  axes  A' A,  A'B  et  A'C,  et  dont  la  dernière  sera  censée 
détruite  par  la  rigidité  de  la  vis,  tandis  que  les  deux  premières 
maintiendront  à  elles  seules  en  équilibre  la  force  horizontale 
p  et  le  frottement  tangentiel  /N.  Nommant  donc,  comme  ci- 
dessus,  9  et  4^  les  angles  formés  par  le  plan  tangent  en 'A,  avec 
la  verticale  AA'  et  l'horizontale  A'B  ou  A/?,  on  aura  évidem- 
ment 

Q  =  Nsincp  — /Ncosa,    /?=:Nsin^J/  -+-/Nsinû; 
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d'où  Ton  tire 

T^  Q  sinJ;  4- /*sîn« 

sin<p— /cosa      '^      smcp— /cosa 

ou,  en  remplaçant  sinf,  sin^,  sina  et  cosa  par  leurs  va- 
leurs (92), 

N  —  O  s/i+  coVb-^côvâ 

I  _yeosa  ^i-hcoVb  H-  col* a 


__  ^  cola  -hfsina  ^i  h-  coiffe  +  coi^a 
I  — /cosa  v^i  -f-  col'6  -h  col'a 

formules  dont  la  dernière  est  précisément  celle  à  laquelle 
nous  sommes  arrivé,  par  une  autre  voie,  dans  le  numéro 
précédent. 

85.  Comparaison  de  cette  solution  avec  celle  qu'on  obtient 
par  un  mode  différent  de  décomposition  des  forces,  —  SI,  au 
lieu  d*opérer  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  eût  décom- 
posé la  force  horizontale^  et  le  poids  Q  suivant  la  normale  à 
la  surface  du  filet,  et  qu'on  eût  pris  la  somme  />sin4'  +  Qsincp 
des  composantes  ainsi  obtenues,  pour  la  pression  normale, 
et,  par  suite,. . .,  f{p sin^  -f-  Qsincp)  pour  la  valeur  du  frot- 
tement le  long  de  l'hélice  moyenne,  puisqu'on  eût  égalé  cette 
valeur  à  la  différence  psïna  —  Qcosa  des  composantes  de  p 
et  de  Q  suivant  cette  hélice,  on  serait  parvenu  à  la  formule 


^  cosa  +/sin9      ^      cosa  v/i  -+-  col'a  -h  coVb  -h  f 
'^  sina—Jsm^  sina  v/i  h-  coi'a  -h  cot>6  —/cota 

qui  diffère  essentiellement  de  la  précédente,  bien  qu'elle 
fasse  retomber  sur  celle  trouvée  au  n^  73,  quand  on  y  suppose 
6  =  90'  ou  cot6  =  o;  or  rien  ne  justifie  le  mode  de  décom- 
position des  forces  p  et  Q,  admis  en  dernier  lieu. 

Pour  découvrir  en  quoi  consiste  la  différence  de  ces  solu- 
tions, il  n'y  a  qu'à  supposer  A  ou  cota  nul  dans  les  deux  for- 
mules, hypothèse  qui  réduit  les  surfaces  hélicoTdes  de  la  vis 
et  de  l'écrou  à  des  surfaces  coniques  circulaires  dont  b  est 
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Tangle  formé  par  la  génératrice  avec  Taxe;  la  dernière  devient 
ainsi 

p  —  Q/sin  fc, 

et  la  précédente 


de  sorte  que  celle-ci  donnerait  p  =:  od  précisément  quand 
l'autre  conduirait  à  la  valeur  p  =  o,  résultats  dont  le  premier 
paraît  plus  conforme  d'ailleurs  à  la  manière  dont  on  envisage 
ordinairement  les  choses  dans  la  théorie  du  coin,  à  laquelle 
se  rapporte  évidemment  le  cas  particulier  qui  nous  occupe 
(21  et  suiv.)- 

En  effet,  Técrou  emboîte  ici  la  vis,  comme  le  ferait  un  ro- 
binet conique  dans  son  enveloppe,  de  sorte  que^  pour  déter- 
miner la  pression  sur  cette  enveloppe,  il  ne  s'agit  pas  simple- 
ment de  prendre  la  composante  QsinA  de  la  charge  Q  suivant 
la  normale  du  cône,  mais  bien  de  décomposer  Q  suivant  une 
infinité  de  forces  normales  aux  surfaces  de  contact  et  dont  la 

somme  est  évidemment  - — r>  si  l'on  néglige  la  considération 

sin6  °  ° 

du  frottement  qui  agit  le  long  des  génératrices  pour  s'opposer 

à  l'action  du  poids  Q,  c'est-à-dire  à  sa  descente  produite  par 

la  compressibilité  plus  ou  moins  grande  de  la  substance  de 

l'enveloppe. 

86.  Nécessité  d'avoir  égard  à  l'élasticité  des  matières  de  la 
vis  et  de  l'écrou,  démontrée  par  l'exemple  des  cônes  frot- 
tants. —  Cette  dernière  observation  prouve,  au  surplus,  que 
la  formule  de  M.  Persy  n'est  point  entièrement  exempte  de 
reproches,  et  qu'il  devient  nécessaire,  pour  les  applications 
pratiques,  de  la  modifier  conformément  aux  théories  exposées 
dans  les  numéros  21  et  suivants. 

En  effet,  considérant  {Jig.  loo)  un  cône  à  base  circulaire, 
ABC,  dont  l'axe  est  vertical,  et  qui  tourne  exactement  dans 
une  boîte  pareillement  conique  abcd,  contre  laquelle  il  est 
pressé  en  vertu  de  la  charge  verticale  Q,  il  est  évident,  d'après 
les  résultats  du  n^  22,  que  la  somme  des  pressions  normales 
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souffertes  par  la  surface  de  contact  sera  mesurée  par  l'ex- 
pression 


N  =  2Q 


cosft  — /sin6 


(i  — /')sin26  -h  a/cosaé      sinft  -h/cosft' 


qui  ne  devient  plus  inflnie  quand  on  y  suppose  sin6  =  o, 
mais  bien  égale  à  ^;  ce  qui  donne,  pour  le  frottement  qu'au- 
rait à  vaincre  la  force  horizontale  p,  agissant  tangentielle- 


Fig.  100. 


^Pli 


i.l  H  II  A  .i    ; 
N  1 V  K  II  S  I  T  ^'   o  ;  - 

CAl.lFOUXiA.  , 


ment  à  la  circonférence  moyenne  de  la  surface  de  contact, 
supposée  ici  d'une  étendue  très-petite,  l'expression 

/Q      , 

sin  b -t- f  cos  b 

dont  la  valeur  se  réduit  simplement  à  Q  pour  b  =  o. 

Le  cas  particulier  qui  nous  occupe  comprend  évidemment 
aussi  celui  de  deux  surfaces  de  révolution  quelconques  qui 
s'emboîteraient  l'une  dans  l'autre,  en  se  touchant  suivant  un 
cercle  dont  le  rayon  devra  être  pris  pour  le  bras  de  levier  de 
la  puissance  p  ou  du  frottement.  Quant  aux  bouchons  coni^ 
ques,en  général,  aux  robinets  tournants  ou  aux  cônesdefric'- 
lion  employés  dans  les  machines  comme  moyen  A'embrayage 
ou  de  suspension  du  moavement,  et  dont  les  surfaces  de 
contact  ont  une  certaine  étendue,  on  devra  adopter,  confor* 
mément  au  contenu  de  la  Note  II  de  cette  Section,  pour  bras 
de  levier  moyen  du  frottement,  l'expression 


2  r'»4-  r'r"  '\'  r 


tf\ 
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analogue  à  celle  qu'on  obtient  pour  les  couronnes  circulaires 
frottantes  (37),  et  dans  laquelle  r'  et  r"  sont  les  rayons  extrêmes 
des  surfaces  en  contact. 

On  remarquera,  au  surplus,  que  ce  qui  précède  suppose  que 
rétat  de  compression  réciproque  des  cônes  provient  unique- 
ment de  l'action  de  la  charge  Q,  et  n*est  point  dû  à  une  cause 
étrangère,  qui  aurait  primitivement  agi  pour  refouler  l'un  des 
corps  dans  l'autre  et  mettre  en  jeu  leurs  actions  moléculaires 
ou  de  ressort;  car  l'état  de  tension  de  ces  ressorts  pouvant, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n<*  23,  se  maintenir  même  lorsque 
la  cause  a  cessé  d'agir  et  pourvu  que  l'angle  26,  au  sommet 
des  cônes,  satisfasse  à  la  condition 

a/* 
tang2ft<!    -Lfi'*    ^"    6<Carc(tang=/J, 

il  paraît  évident  que  la  résistance  à  vaincre  par  la  puissance/?, 
du  moins  dans  les  premiers  instants  et  jusqu'à  ce  que  les 
corps  fussent  convenablement  dégagés,  pourrait  avoir  aussi 
une  valeur  quelconque  indépendante  de  P  et  uniquement 
relative  à  l'énergie  de  la  compression  primitive. 

87.  Solution  générale  du  problème  de  la  vis  à  filets  trian- 
gulaires, en  ayant  égard  à  l'influence  de  l'élasticité  des  ma- 
tières. —  D'après  ces  diverses  considérations,  relatives  aux 
surfaces  coniques  frottantes,  il  sera  facile,  en  reprenant  l'ana- 
lyse du  n"»  84',  d'avoir  égard  au  frottement  qui,  dans  le  sens 
des  génératrices  de  la  vis  à  filets  triangulaires,  s'oppose  à  la 
compression  réciproque  de  cette  vis  et  de  l'écrou,  ou,  si  l'on 
veut,  à  ce  que  cette  même  vis  puisse  descendre,  sans  tourner 
autour  de  son  axe,  par  l'effet  du  refoulement  dont  il  s'agit; 
l'intensité  absolue  de  cette  force  étant  mesurée  par  /N  et 
l'angle  qu'elle  forme  avec  la  verticale  ou  l'axe  6,  elle  donnera 
la  composante /Ncos 6  suivant  ce^axe,  qui  s'opposera  à  l'ac- 
tion de  Q  ou  s'ajoutera  à  celle  de  N,  et  la  composante  horizon- 
tale /Nsinfr,  qui  tendra  à  modifier  la  pression  soufferte  par 
l'axe  de  la  vis.  On  aura  donc,  pour  déterminer  N  et  p,  en  rai- 
sonnant, du  reste,  comme  au  numéro  cité, 

0  =  N  sinç  -h/N  cos6  — /N  cosa,     />  =  N  sîn^/  -h/N  sina; 
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d'où  résulte 

sinç  -h/(cos6  —  cosû)'     ^         sin9-h/(co36  — cosa)^ 

et,  en  remplaçant  sinf,  sin^,  sina,  cosa  par  leurs  valeurs 
respectives  (83], 

^      cota-*-/sin/ï/n-cot'«-»-cot'^ 

p  =  {j  ' =. 

I  — /(cos/i  —  cos^)  yi  -h  coi^a  -t-  cot*^ 

_  A  sin b \/h^-^iiT^r^ -f-  inr/y/h*  sin*^  H-  47rV 

formule  qui,  en  y  faisant  a  =  90°,  redonne  celle  ci-dessus, 
relative  aux  cônes  de  friction,  ce  qui  doit  être,  et  coïncide 
exactement  avec  celle  du  n'^TS,  concernant  la  vis  à  filets 
carrés,  lorsqu'on  y  suppose,  à  son  tour,  ^  =  90®;  ce  qui  dé- 
montre, chose  d'ailleurs  évidente  en  soi,  que,  pour  cette  sorte 
de  vis,  l'élasticité  des  matières  n'exerce  aucune  influence  di- 
recte sur  rintensilé  du  frottement. 

88.  Comparaison  des  résultais  donnés  par  la  nouvelle  for^ 
mule  et  les  précédentes  —  Si  maintenant  on  veut  se  former 
une  idée  de  la  limite  des  écarts  que  peuvent  présenter  les  ré- 
sultats des  formules  obtenues  dans  les  trois  hypothèses  exami- 
nées, on  devra  remarquer  que,  dans  la  pratique,  l'angle  6 
n'est  jamais  au-dessous  d'un  demi-angle  droit,  et  ne  lui  de- 
vient même  égal  que  pour  les  vis  et  écrous  en  bois  peu  ré- 
sistants, tels  que  le  chêne,  tandis  que,  le  plus  ordinairement, 
l'angle  aigu  des  filets  étant  au  plus  les  |  de  90  degrés,  b  sur- 
passe 60  degrés.  Quant  à  l'angle  a,  sa  cotangente est  ra- 
rement au-dessus  de  i;  mais  elle  peut  décroître  indéfiniment, 
et  il  arrive  même,  dans  beaucoup  de  cas,  qu'elle  est  au-des- 
sous de  0,04.  Faisant  donc,  en  premier  lieu,  dans  les  formules 
dont  il  s'agit, 

cotfc  =  1,    sîn6  =  cos6  =:  0,7071,     cota  =  o,5, 

sina=:  0,8944?    cosa  =  0,4472; 

supposant  d'ailleurs /=  0,1,  nombre  qui,  d'après  les  expé- 

25 


Digitized  by  VjOOQIC 


386  GOITM  DB  VtiGAKIQirB 

riences  de  Coulomb  et  les  nouvelles  expériences  de  M.  Morin^ 
exécutées  à  Metz,  en  i83a,  représente  assez  exactement  la 
valeur  moyenne  du  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour 
les  divers  bois  ou  métaux  glissant  l'un  sur  l'autre  avec  inter- 
position d'enduit  gras,  en  faisant,  dis-je,  ces  suppositions 
dans  les  formules  ci-dessus,  on  trouvera 

par  la  première. . .  />  =  o,5Q -f- 0,18  Q==o,68  Q, 
par  la  deuxième..  />  =  0,50-1-0,0970  =  0,5970, 
par  la  troisième.. .    /i  =  o,50 -*- o,ii50  =  o,6i50. 

Ouant  à  la  formule  du  n**  73  relative  aux  vis  à  filets  car- 
rés, elle  donne,  dans  les  mêmes  suppositiODs  de  /r=o,i, 
cota  :=  tanga  =::  0^5, 

p  =:  0,50  -♦-  o,i30  =  o,630. 

Faisant,  en  second  lieu,  cota  =  o,o4  seulement,  afin  d'ac- 
quérir une  Idée  des  écarts  que  présentent  les  formules  pour 
les  très-faibles  inclinaisons  des  filets  de  vis,  et  supposant 
d'ailleurs  que  les  autres  données  restent  les  mêmes,  on  trou- 
vera également 

par  la  première />=:o,o4Q-f-  0,14240  =  0,18240, 

par  la  deuxième. ..    p  =  o,o40 -*- ''>»o7O70  =  o,iii70f 
par  la  troisième...    /i  =  o,o40-»-o,i2580  =  o,i6580; 

enfin  par  celle  qui  se  rapporte  à  la  vis  à  filets  carrés 

p=z  o,o40h-  o,ioo60  =  o,i4o6, 

89.  Conséquences  qui  résultent  de  cette  comparaison.  — 
Le  rapprochement  de  ces  divers  résultats  conduit  aux  consé- 
quences suivantes  : 

i^  Les  formules  des  n""  83  et  87  donnent  des  résultats  qui 
diffèrent  d'autant  moins  entre  eux  que  l'angle  d'inclinaison 
a  de  l'hélice  moyenne  des  filets  de  la  vis,  sur  l'axe,  est  plus 
petit,  de  sorte  que,  pour  ces  petits  angles,  on  peut  sans  in- 
convénient, dans  les  applications  pratiques,  se  servir  de  la 
première  de  ces  formules,  qui  est  un  peu  plufs  simple. 

T.""  La  formule  du  n""  85  conduit  à  des  résultats  qui,  en  gé- 
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néral,  diffèreni  trop,  en  moins,  de  ceux  que  fourait  la  formule 
obtenue  en  dernier  lieu,  pour  qu'il  soit  permis,  en  aucun  cas, 
d'en  faire  usage  dans  Les  calculs,  d'autant  plus  qu'elle  conduit, 
pour  les  tIs  à  Qlets  triangulaires,  à  des  Taleurs  de  p  plus 
faibles  que  celles  qui  se  rapportent  aux  tIs  à  fllets  carrés,  ce 
qui  visiblement  est  inadmissible. 

3<*  Enfin  toutes  ces  formules  s'accordent  à  prouver  que  le 
frottement  joue  un  rôle  considérable  dans  les  différentes 
espèces  de  vis;  mais  celle  du  n®  87,  qui  mérite  une  entière 
confiance,  montrant,  comme  celle  du  n*"  83,  que  ce  rôle  est 
moindre  pour  les  vis  à  filets  carrés,  à  circonstances  semblables 
d'ailleurs,  il  en  résulte  que  l'on  doit  accorder  à  ces  dernières 
la  préférence  dans  l'établissement  des  machines  qui  ont  pour 
objet  l'économie  du  travail  moteur. 

90.  Dimensions  à  adopter  pour  les  vis  à  filets  triangulaires(^), 
—  Dans'  la  vis  à  filets  triangulaires  en  bois  dont  la  dureté 
n'est  pas  très-grande,  comme  le  chêne,  l'orme,  etc.,  on  prend 
ordinairement  pour  triangle  générateur  un  triangle  isoscèle 
rectangle.  Lorsque  la  vis  est  en  bois  dur,  tels  que  le  buis,  le 
cormier,  le  sorbier,  le  charme,  on  prend  pour  le  profil  un 
triangle  équilatéral  (fig.  loi);  on  agit  de  même  quand  la  vis  est 


en  fer  et  Técrou  en  cuivre  :  dans  tous  ces  cas,  le  pas  est  me- 
suré par  la  base  du  triangle  s'il  n'y  a  qu'un  filet,  par  deux  fois 
cette  base  s'il  y  en  a  deux,  etc. 
Il  convient  encore,  dans  le  cas  actuel,  de  prendre  l'épaisseur 

(>)  Extrait  de  rédltion  de  1896. 

25. 
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de  l'écrou  égale  au  moins  h  trois  fois  le  pas;  mais,  comme  la 
surface  de  rupture  le  long  du  noyau  est  ici  double  de  ce 
qu'elle  est  dans  la  vis  à  filets  carrés,  il. semblerait  qu'on  dût 
prendre  seulement  la  saillie  des  filets  égale  à  ^  du  rayon  du 
noyau,  ce  qui  ne  serait  point  exact,  attendu  que  la  base  des 
filets  n'est  pas  la  surface  qui  présente  la  moindre  résisunce 
par  rapport  à  une  puissance  qui  serait  censée  agir  au  sommet 
parallèlement  à  Taxe  de  la  vis;  c'est  pourquoi  on  doit 
encore  prendre,  pour  la  résistance  proportionnelle  des  filets  à 
la  rupture,  une  surface  tout  au  plus  moitié  de  celle  occupée 
par  ces  filets  sur  le  noyau,  en  sorte  que  la  saillie  est  toujours 
j  du  rayon  du  noyau.  Quant  à  la  grosseur  du  noyau,  on  la 
déterminera  de  la  manière  déjà  indiquée,  en  observant  que, 
pour  le  cas  du  bois,  on  ne  doit  pas  supposer  la  résistance 
supérieure  à  o^»,8o  par  millimètre  carré. 

Ces  remarques  ne  concernent  que  les  vis  destinées  à  sup- 
porter  de  grands  efforts.  Dans  les  instruments  de  précision, 
dont  les  vis  sont  en  fer  ou  en  acier,  on  donne  à  la  saillie  ou 
hauteur  du  triangle  générateur  jusqu'à  deux  et  même  trois 
fois  la  base,  aPm  de  rendre  la  surface  frottante  plus  grande  et 
l'usure  moindre.  Les  vis  à  bois  ou  clous  à  vis  offrent  égale- 
ment des  filets  très-aigus,  dans  la  vue  de  les  faire  mordre  faci- 
lement et  d'augmenter  le  frottement  et  la  force  nécessaire 
pour  les  arracher. 

Du  frottement  dans  les  engrenages. 

91.  Considérations  préliminaires.  —  Avant  d'indiquer  la 
marche  à  suivre  pour  calculer  la  quantité  de  travail  consommée 
par  le  frottement  des  engrenages,  nous  allons  exposer  quelques 
considérations  préliminaires  sur  lesquelles  elle  est  fondée. 

Considérons  deux  rouleaux  cylindriques  C  et  C  (PL  II, 
fig,  8),  qui  se  louchent  en  m  et  sont  pressés  l'un  sur  l'autre 


(*)  I^  théorie  du  frottement  des  engrenages  est  exposée  dans  les  feuilles  li- 
tfaographiées  de  1825-1836;  elle  a  été  reproduite,  en  i835,  avec  quelques  mo- 
difications, dans  un  cahier  spécial;  c'est  cette  dernière  rédaction  qui,  sauf 
indication  contraire,  est  suivie  dans  le  texte.  (K.) 
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par  une  force  N.  Si  le  rouleau  C  roule  sur  le  rouleau  C\  sup- 
posé immobile  sur  son  axe,  ou  s'ils  roulent  simultanément 
l'un  sur  Tautre,  en  développant  à  leur  contour  des  arcs  égaux, 
il  ne  se  produira  qu'un  frottement  de  roulement  que  l'on 
pourra  négliger  dans  la  plupart  des  cas  et  surtout  dans  celui 
des  engrenages  ordinairement  formés  de  corps  peu  compres- 
sibles; mais  si,  au  lieu  de  rouler,  le  cylindre  C  glissait  sur  C\ 
supposé  immobile,  il  se  produirait  au  point  de  contact  un 
frottement  de  glissement  /N,  et  si  l'on  désigne  par  ds  le 
chemin  élémentaire  mm'  parcouru  dans  dt^  ce  frottement  dé- 
velopperait une  quantité  de  travail  élémentaire  mesurée 
par/Ndi. 

Si  le  rouleau  C,  au  lieu  d'être  immobile,  tournait  autour  de 
son  axe  dans  le  même  sens  que  C,  et  que  l'arc  mm''=:  ds  fût 
parcouru  dans  l'élément  du  temps  dt  à  sa  circonférence  par 
le  point  m,  il  est  clair  que  les  deux  cylindres  auraient  roulé 
l'on  sur  l'autre,  tout  en  glissant,  d'une  quantité 

mm'  —  mm"  =  rf*  —  ds'* 

Ainsi  le  chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  ré- 
sistance au  roulement  serait,  pour  les  deux  rouleaux,  égal  au 
plus  petit  des  deux  arcs  mm'  et  mm",  et  le  chemin  parcouru 
par  le  point  où  s'exerce  le  frottement  de  glissement  serait  la 
différence  de  ces  deux  arcs;  par  conséquent,  la  quantité  de 
travail  élémentaire  développée  par  ce  second  frottement  serait 
mesurée  par 

/N(rf5-rff'), 

celui  du  frottement  de  roulement  étant  considéré  conlme  né- 
gligeable par  rapport  à  l'autre. 

Enfin,  si  le  rouleau  C,  au  lieu  de  tourner  dans  le  môme 
sens  que  C,  marchait  en  sens  contraire,  il  est  clair  qu'il  n'y 
aurait  plus  de  roulement  et  que,  s'il  avait  décrit  dans  ce  sens 
un  arc  élémentaire  mmi  =  d/,  le  chemin  parcouru  par  le  point 
d'application  du  frottement  de  glissement,  dans  ce  déplace- 
ment simultané  de  deux  rouleaux,  serait 

mm'  4-  mmi  =  ds-¥-  ds', 
et  que,  par  conséquent,  le  travail  développé  par  cette  résis- 
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tance,  en  sens  contraire  du  mouvement,  serait  mesuré  par 

Concluons  de  là  que,  selon  que,  dans  le  mouvement  des 
courbes  de  ces  rouleaux  Tune  sur  Tautre,  le  point  de  contact 
primitif  se  trouvera  sur  chacune  d'elles  d'un  même  côté  du 
nouveau  point  de  contact  ou  d'un  côté  opposé,  le  travail  dé- 
veloppé par  le  frottement  de  glissement  devra  être  exprimé 

par 

f^ids-ds')    ou  par   /^{ds-^ds'). 

92.  Glissement  relatif  des  dents.  —  Cela  posé  (PL  Uyfig^  glr 
soient  amh^  afmb'  deux  courbes  de  dents,  satisfaisant  à  la  con- 
dition géométrique  du  tracé  que  leur  normale  commune  passe 
par  le  point  de  contact  t  des  cercles  primitifs,  et  supposons 
que,  par  suite  d'un  déplacement  infiniment  petit,  elles  vien- 
nent à  se  toucher  en  un  nouveau  point  m,.  Soient  aussi 

C^  =  R  le  rayon  du  cercle  primitif  dont  le  centre  est  C; 
G'  /  =  R'  le  rayon  du  cercle  primitif  dont  le  centre  est  C; 
^C/n=:d,  tCm=B'  les  angles  décrits  à  l'insunt  que  nous 

considérons  à  partir  de  la  ligne  des  centres  CC; 
N  la  pression  normale  de  Tune  des  dents  sur  l'autre. 

ax  nti  il  et  d^  m,  6',  étant  les  nouvelles  positions  des  courbes  don- 
nées, rapportons  par  des  arci^  de  cercle  mm'  et  mm''  décrits  des 
centres  C  et  C  le  point  de  contact  précédent  sur  ces  courbes. 
11  est  clair,  d'après  l'inspection  de  la  figure,  que  si  le  point  m 
de  contact  se  trouve,  pour  la  position  que  l'on  considère,  plus 
près  du  point  t  que  le  milieu  de  la  corde  formée  par  le  pro- 
longement de  la  ligne  tm,  les  deux  points  m!  et  m'  se  trouve- 
ront d'un  même  côté  de  mi,  et  qu'au  contraire,  si  ce  point  est 
au  delà  du  milieu  de  cette  corde,  le  point  m' se  trouvera  d'un 
côté  et  le  point  m"  de  l'autre  côté  de  mi;  par  conséquent, 
dans  le  premier  cas,  le  chemin  élémentaire  parcouru  dans  le 
sens  du  frottement  de  glissement  ou  de  la  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes  sera  mxm'—  m^m"  et  dans  le  second 
m»  m' -h  m»  m";  mais  on  remarquera  en  même  temps  que,  dans 
le  premier  cas»  cette  tangente  commune  passera  entre  les  deux 
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centres  C  et  C,  et  que,  dans  le  second,  elle  les  laissera  tous 
les  deux  d'un  même  côté.  Cette  observation  est  importante  à 
cause  des  changements  de  signe  qui  en  résultent  pour  cer- 
talAes  quantités. 

Nous  allons  d'abord  examiner  le  premier  cas  et  nous  feroos 
voir  ensuite  que  le  second  conduit  aux  mêmes  résultats.  Pro- 
jetons les  arcs  élémentaires  rtiym'  et  mxm'  sur  la  tangente 
commune  en  m  aux  deux  courbes,  ces  projections  mnr',  et 
mnC^  seront  égales  aux  arcs,  attendu  que  le  déplacement  est 
supposé  infiniment  petit.  Or  on  a,  dans  les  triangles  mm!m\ 
et  mm^nC^  rectangles  en  ni^  et  m', 

mm',  =  mm!  cosmfnuti^     et    mm\  ==  mm"  cosm'mm\ , 

et  comme  tm  est  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  ou  à 
mm\  et  mm\  et  que  Cm  et  Cm  le  sont  respectivement  à  mm' 
et  mm'',  on  a 

cos  m'  mm\  =  cos  C  mi    et    cos  m"  mnt^z=i  cosC  m  i. 

De  plus, 

mm' =:  Cm  de    et    mm"  =  C'mrfô'; 

par  conséquent,  le  chemin  parcouru  par  le  point  d'application 
du  frottement  a  pour  expression 

mm\  —  mm\  =  Cm  cosCm^  dO  —  Cm  cosCmtdO. 

Prolongeons  la  tangente  commune  de  part  et  d'aatre,  et  des 
centres  C  et  C  abaissons  sur  cette  ligne  les  perpendiculaires 
CP  et  C'F,  nous  aurons,  pour  les  triangles  CmP  et  C'mP', 

CP=:CmcosmCP  =Cmcos^mC, 
G  P'=  Cm  cosmC  P'  =  Cm  cos/  mC, 

et  par  suite 

mm\  --  mm",  =  CPrfÔ  -  C  P' rfô. 

Mais  on  a,  d'autre  part,  au  moyen  des  triangles  Cpt  et  Cj/t, 
et  appelant  n  la  longueur  de  la  normale  tm, 

CP  =  n  -f-  Cl  cos / CP  =  n  -h  R  cos f  CP, 

CV'=^Ctcost  CP'  —  il  =  R'  cos/  CP  —  « 
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et^  par  conséquent, 

mm\  -  mm\  =  /i{rfe  -+-  dd')  ■+■  cos/ CP  (RrfÔ  —  K'dff); 

mais,  puisque  les  vitesses  sont  transmises  comme  si  les  cer- 
cles primitifs  roulaient  l'un  sur  l'autre,  on  a 

Re=R'e'  ou  tide  =  wd9\ 

et  par  suite 

mm\  —  mm''^  =  n{dO-{-  dff). 

Nous  venons  de  raisonner  en  supposant  que  le  point  m  se 
trouvait  plus  près  de  /  que  le  milieu  de  la  corde  formée  par 
tni  prolongé;  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  contraire,  le  che- 
min parcouru  par  le  point  d'application  du  frottement  eût  été 

mm'  -^  mm"; 

mais,  attendu  qu'alors  la  tangente  commune  en  m  laisse  les 
deux  centres  du  même  côté,  on  a 

CP  =  in-Rcos/CP    et    C'F=»  — R'cos/CF, 

et  il  s'ensuit  qu'on  trouve  encore 

mm'H-mm^=mm;-fmm';=CPrfOH-CP'(/Ô'  =  n(rfÔH-rf9')(')- 

Ainsi,  dans  l'un  ou  dans  l'autre  cas,  on  arrive  à  la  même 
expression  du  chemin  élémentaire  parcouru  par  le  point  d'ap- 
plication du  frottement. 

La  relation 

Rrfe  =  R'rfe' 
donne 


(*)  Note  de  l'édition  de  1836.  —  U  serait  faeUe  da  démontrer  ces  résnluts 
d'ane  manière  directe,  en  remarquant  que,  si  l'on  suppose  le  cercle  (€)  im- 
mobile, et  qae  l'on  fasse  rouler  infiniment  peu  le  cercle  (C)  sur  lui,  le  point 
de  contact  m  décrira,  dans  ce  mouvement,  Tare  élémentaire  mm^  ayant  pour 
centre  le  point  de  contact  t  des  deux  cercles,  et  correspondant  à  un  angle  mtm' 
égal  à  celui  que  tend  à  décrire  la  normale  mt.  Or  on  voit  aisément  que  cette 
droite  et  toutes  celles  qui  sont  liées  inTariablement  au  cercle  G'  déoivent, 
dans  ce  mouToment,  un  angle  égal  k  d$-^  dB', 
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ce  qui  conduit  à 

mm'  —  mm  =  n  — =r^ —  m 

dans  le  premier  cas»  et  à 

mm  -f-  mm"  =  n  — jp —  d% 

dans  le  second. 

93.  Travail  élémentaire  consommé  par  le  frottement  des 
engrenages  dans  un  déplacement  infiniment  petit.  —  Le  frot- 
tement dû  à  la  pression  N  étant  /N,  si  i*on  désigne  par  /  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression»  il  s'ensuit  que  la  quantité 
de  travail  élémentaire  développée  dans  dt  par  le  frottement 
de  l'engrenage  aura»  dans  tous  les  cas,  pour  expression 

Si  nous  appelons  Q  l'effort  qu'il  faut  exercer  tangentielle- 
ment  aux  cercles  primitifs»  pour  vaincre  la  résistance  qui 
s'oppose  au  mouvement  de  la  roue  conduite»  et  f  l'angle  de 
la  normale  avec  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres»  nous 
aurons  évidemment 

NXCK  =  QR  (•), 
ou 

Ncos9  =  Q»    d'où    N  =  -^, 
^      ^'  COS9 

ce  qui  donne»  pour  le  travail  élémentaire  du  frottement» 

B^R'    de 


fQn 


H'       COS9 


Dans  cette  expression»  la  force  Q  est  ordinairement  connue  : 
c'est  l'effort  moyen  qu'il  faut  exercer  à  la  circonférence  pri- 
mitive de  la  roue  conduite»  pour  vaincre  toutes  les  résistances 


(*)  DuM  cette  relaUon  on  néglige  le  frottement  sur  les  dente,  ce  qui  re- 
vient à  négliger  le  carré  de /dam  le  traTail  du  frottement.  (K.) 
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autres  que  le  frottement  de  l'engrenage,  mais  les  quantités  n 
et  9  varient  avec  l'angle  6,  et  il  faut,  dans  chaque  cas,  connaître 
leur  valeur  exacte  ou  approximative  en  fonction  de  cet  angle 
pour  pouvoir  intégrer  cette  expression  du  travail  élémenuire 
et  en  déduire  la  quantité  totale  de  travail  consommée  par  le 
frottement  de  l'engrenage  pendant  toute  la  durée  du  contact 
des  deux  dents;  c'est  ce  que  nous  allons  chercher  à  obtenir 
en  appliquant  cette  formule  aux  diverses  formes  d'engrenage 
employées. 

9fc,  Application  à  Vengrenage  à  épicyclotdes.  —  Commen- 
çons par  Tengrenage  à  épicycloTdes  d'une  roue  conductrice 
et  d'un  pignon  {PL  I^fig.  4),  on  a,  dans  ce  cas,  ç  =  B\  puisque 
la  normale  tm  est  perpendiculaire  au  flanc  Cm,  et,  de  plus, 

n  =  R'sin  es- 
par conséquent,  l'expression  du  travail  élémentaire  du  frotte- 
ment de  l'engrenage  est 

à  cause  de  R(/0  =  WdB'.  On  sait  d'ailleurs  que 

lange'=:e'-f-  -3-  ^-•••» 

'  et,  par  conséquent,  toutes  les  fois  que  l'angle  B'  sera  assez 
petit  pour  que  l'on  puisse  se  borner  au  premier  terme  de  la 
série,  on  prendra 

/QR'  f  5-t£  ^  lang  6'  dQ'  =/Q  ?-t^  R'  6'  d6'. 

En  intégrant  alors  depuis  9'=  o  jusqu'à  la  valeur  de  6%  qui 
correspond  au  plus  grand  écartement  du  point  m  à  partir  de  la 
ligne  des  centres,  on  a,  pour  le  travail  total  développé  pendant 
cet  intervalle  par  le  frottement. 
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Sî  les  dents  se  prenaient  a^ant  la  ligne  des  centres»  pendant 
un  intervalle  correspondante  un  angle  6^»  on  aurait  de  même, 
pour  le  travail  consommé  dans  cette  période, 

et»  par  conséquent,  pour  l'amplitude  totale  d'  +  d'%  parcourue 
pendant  le  contact, 

95.  Avantage  que  l'on  trouve  à  faire  conduire  les  dents  au- 
tant avant  qu* après  la  ligne  des  centres.  —  Cette  dernière  ex- 
pression montre  que,  pour  une  amplitude  égaie  de  contact, 
ou  pour  un  déplacement  angulaire  donné  d'+  6'%  il  est  avanta- 
geux, sous  le  rapport  de  l'économie  du  travail  consommé  par  le 
frottement,  que  les  dents  se  prennent  avant  et  après  la  ligne 
des  centres,  puisque,  si  la  conduite  n'avait  lieu  qu'avant  ou 
après  cette  ligne,  le  travail  développé  par  cette  résisunce 
aurait  eu  pour  expression 

comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

R  -4-  R' 

La  quantité /Q — g —  R'S'©",  souslractlve  de  la  précé- 
dente, indique  l'économie  produite  par  l'engrènement  avant 
et  après  la  ligne  des  centres,  et  comme  elle  est  évidemment 

un  maximum  pour  6'=  6"=  — — »  6' -h  0"  étant  l'angle  to- 
tal donné,  il  s'ensuit  qu'il  convient,  sous  le  rapport  que  nous 
considérons  actuellement,  de  faire  conduire  les  roues  d'en- 
grenage auunt  avant  qu'après  la  ligne  CC 

96.  Effort  moyen  à  exercer  tangentiellement  à  la  circonfé^ 
rence  primitive  pour  vaincre  le  frottement  des  engrenages.  — 
Il  importe  souvent,  pour  la  facilité  des  calculs,  de  trouver  la 
valeur  de  l'effort  moyen  tangentiel  aux  deux  cercles  primitifs 
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en  /,  qui  développerait  une  quantité  de  travail  suffisante  pour 
compenser  celle  que  consomme  le  frottement  de  Tengrenage. 
Or  le  chemin  parcouru  depuis  la  ligne  des  centres  jusqu'à  la 
dislance  angulaire  ff  est  R'6',  dans  le  sens  de  l'effort  moyen 
cherché  ;  nous  aurons  donc,  en  appelant  a  le  pas  de  l'engre- 
nage,  supposé  égal  à  R'd'=Rd,  pour  la  valeur  de  cet  effet 
moyen» 

•^^       R        a  ""-^^     RIV     a' 

SI  les  dents  se  conduisent»  avant  la  ligne  des  centres,  d'une 
quantité  angulaire  d'^et,  après  cette  ligne,  d'une  quantité  9' Je 
cheminuparcour  par  l'effort  moyen  cherché,  dans  sa  direction 
propre,  étant  R' { 9' -+- ô"),  on  aurait,  pour  la  valeur  de  cet 
effort, 

R'ie'-t-ô")  ~-'^    RR'  R'i6'-4-9') 

"•'^   RR'   L      a  9+6'}' 

Cet  effort  moyen  est  évidemment  plus  faible  que  l'effort 
moyen  nécessaire  pour  vaincre  le  frottement  dans  le  cas  où 
l'angle  d'-t-  6'  serait  décrit  d'un  même  côté  de  la  ligne  des 
centres,  puisque  celui-ci  aurait  alors  pour  valeur 

,    R -)- R' ô' -t- 0" 


R  2 

Dans  le  cas  où  ff  =  6",  ce  qui  correspond  à  la  différence 
maximum,  on  voit  que  l'effort  moyen  à  exercer,  quand  les 
deux  roues  se  conduisent  avant  et  après  la  ligne  des  centres, 
est 

„  R-t-R'R'O' 
■'^     RR'       a 


ou,  si  K'6'  =  a, 


„Rh-R'  a 

■^^-RF-â' 
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et  que,  dans  celui  où  la  conduite  aurait  lieu  entièrement  après 
la  ligne  des  centres,  à  une  distance 

il  serait 

c'est-à-dire  double  du  précédent. 

Dans  la  plupart  des  cas,  l'engrenage  ayant  lieu  avant  et 
après  la  ligne  des  centres,  nous  adopterons,  pour  la  valeur  de 
l'effort  moyen  nécessaire  pour  vaincre  le  frottement  et  qu'il 
faut  exercer  tangentiellement  aux  deux  cercles  primitifs  en  t, 

sauf,  dans  les  autres  cas,  à  recourir  à  la  formule  qui  leur  con- 
vient. 

Le  nombre  des  dents  étant  m  pour  la  roue  du  rayon  R  et 
m'  pour  la  roue  de  rayon  R',  on  a 

/n«r-2rR,     m'a=:27rR', 
d'où 

a    TT  n  r 

rR~~m'    ïir'^m^* 

CI  par  suite 


^^  R  -f-  R'  «         /«/^      /  ï      ,      M  j^r\ 


m  H-  m 
7: 


mm' 


C'est  sous  celte  forme  que  nous  emploierons  le  plus  fré- 
quemment l'expression  de  cet  effort  moyen,  parce  que  les 
nombres  de  dents  sont  toujours  donnés  immédiatement  par 
l'observation  dans  les  machines  établies.  Elle  nous  montre 
que  cet  effort  sera  d'autant  plus  faible  que  le  nombre  des 
dents  sera  plus  grand  et  que,  par  conséquent,  il  y  a,  sous  ce 
rapport,  avantage  à  augmenter  ce  nombre. 

97.  Engrenage  d'une  roue  et  d'une  lanterne.  —  Les  expres- 
sions précédentes  s'appliquent  immédiatement  au  cas  où  une 
lanterne  à  fuseaux  cylindriques  est  conduite  par  une  roue  en 
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supposant  que  l'arc  décrit  à  la  circonférence  primitive  sc^t 
égal  au  pas,  ou  à  l'intervalle  entre  l'axe  de  deux  fuseaux  con- 
sécutifs. 

98.  Engrenage  d'un  pignon  placé  dans  Vintérieur  d'une 
roue.  —  Dans  le  cas  d'un  pignon  intérieur  à  une  roue,  il  est 
facile  de  voir,  par  l'examen  de  la  Jig.  lo,  PL  II ^  dans  la- 
quelle C  et  G  sont  respectivement  les  centres  de  la  roue  et  du 
pignon ,  que»  quand  le  point  de  contact  m  des  deux  courbes 
se  trouve  sur  la  normale  commune  /m»  considérée  comoie 
corde  du  cercle  primitif  intérieur,  en  deçà  de  son  milieu 
vers  /,  la  tangente  commune  doit  passer  en  dehors  des  deux 
centres,  et  que,  au  contraire,  quand  ce  point  m  est  au  delà  du 
milieu  de  la  corde,  cette  tangente  passe  entre  les  deux  centres, 
ce  qui  est  tout  à  fait  l'inverse  des  engrenages  extérieurs. 

On  voit  alors,  en  conservant  les  marnes  désignations,  qu'on 
a  dans  le  premier  cas,  pour  les  expressions  successives  du 
chemin  parcouru  par  le  point  d'application  du  frottement, 

nixtu'  —  mtm''=m\m-'  m^m^  mm' cosC mt  —  mm" cosC'm/ 
=  CmrfecosCmi  —  C'mrf0'cosC'm/, 

CmcosCm/ =  CP  =  Rcos/CP  —  », 
C'mcosC'm/  =  C'P'  =  R'  cos/CP  —  n, 
et  par  suite 
m,m-m,m-^=(Rrffl-R'rf9')cos/CP4-»{rfe'-rfe)=/iïÇ^rfe, 

puisque 

Hde^KdO'. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  on  a 

miin'  —  iiii  1»^= m',  m  -h  I»'  m  =  mm'cosGmi  -h  mm^ cosC'inl 
=  CmdecosCmi  -h  CmdycosCmt, 

Cm  cosCmt  ==  CP  =  Rcos/CP  —  n. 
Cm  cosCmt  =  C'P'=  n  —  R'cos^CP, 
et  par  suite 
m,m'~m»m''=(Rde-R'c/0')  cosrCP-hii(rfÔ'-i/e)=»  ^^dB. 
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Ainsi,  dans  tes  deux  cas,  le  chemin  élémentaire  parcouru 
par  le  point  d'application  du  frottement  a  la  même  exprès* 
sion,  et  le  travail  consommé  par  cette  résistance,  pendant 
Tinstant  dt,  est 

Cet  engrenage  ne  s'exécute  que  par  des  courbes  épicy* 
cloîdales,  et  Ton  retrouve,  de  même  que  précédemment,  pour 
la  valeur  approximative  du  travail  consommé  par  le  frotte- 
ment pendant  que  les  roues  décrivent  un  arc  R'd'  à  leur 
circonférence  primitive, 

quantité  évidemment  beaucoup  plus  faible  que  celle  qui  cor- 
respondrait, dans  les  mêmes  circonstances,  à  des  engrenages 
extérieurs  de  mêmes  dimensions. 

Les  conditions  du  tracé  montrent  que,  si  la  roue  doit  con- 
duire le  pignon,  celui-ci  ne  doit  avoir  que  des  flancs  en  ligne 
droite  et  que  l'engrenage  ne  peut  avoir  lieu  qu'après  la  ligne 
des  centres.  Si  l'arc  WO'  parcouru  pendant  le  contact  est 
égal  au  pas  a,  ce  qui  convient  pour  qu'il  y  ait  toujours  au 
moinsr  une  dent  en  prise,  on  a,  pour  l'effort  moyen  que  la 
roue  doit  exercer  afln  de  vaincre  le  frottement  de  l'engrenage. 


^^R^R^K^y       .^/i        i\a      ^^ 


m  —  mf 
mm' 


en  appelant  toujours  m  et  m' les  nombres  de  dents  respectifs 
de  la  roue  et  du  pignon. 

99.  Engrenage  à  développantes.  —  Lorsque  les  courbes  des 
dents  sont  formées  par  des  développantes  {PL  lyjlg.  S)  dont 
les  rayons  sont  les  perpendiculaires  CK  et  CK'  abaissées  des 
centres  C  et  C  sur  la  direction  constante  et  donnée  de  la  nor- 
male commune  tm,  l'expression  générale  de  la  quantité  de 
travail  élémenuire  consommée  par  le  frottement  de  l'engre- 
nage devient  susceptible  de  s'intégrer  rigoureusement.  En 
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effet»  dans  cette  expression 

la  longueur  n  de  la  normale  tm  éunt  égale  à  Tare  développé, 
on  a 

n=tnt^C\iQ    et  de  plus    NxCK  =  QR, 


ce  qui  donne 

J 
dont  Tintégrale 


/N»ttî^rf8=/QÎ-t^R9rf9, 


fi'-^-% 


exprime  le  travail  total  consommé  par  le  frottement,  pendant 
que  les  roues  ont  décrit  à  leur  circonférence  primitive  un 
arc  Rô. 

L'effort  moyen  à  exercer  tangentîellement  à  ces  circonfé- 
rences primitives  en  /,  pour  vaincre  celle  résistance,  a  donc 
pour  expression 

si  R0=:a. 


(  '  )  Expression  générale  du  frottement  dans  les  engrenages.  —  M .  Resal  a 
bien  voulu  me  communiquer  à  ce  sujet  la  Note  suivante  : 

«  Poncelet,  en  restreignant  la  question  au  cas  d'un  contact  peu  étendu  de 
part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centres,  est  conduit  aux  mêmes  formules  pour  les 
trois  principaux  types  d'engrenages  employés  dans  l'industrie.  En  se  plaçante 
un  point  de  vue  général,  on  arrive  facilement  à  ce  résultat. 

»  Soient  {Pi  I,  fg.  i) 

C  la  roue  menante; 

P  l'effort  moteur  tangent  à  la  circonférence  primitive  de  C; 

Q  la  force  tangente  à  cette  même  circonférence,  équivalente  à  la  résistance 

K  et  K'  les  projections  des  centres  C  et  G'  sur  la  normale  commune; 

«9  l'angle  de  cette  normale  avec  la  ligne  des  centres. 

»  On  a 

C'K'=R'8inf,    wK'^R'coBîîH-/ï, 

CK  =  R  sinp,     mK  =  R  cosf  ~  «, 
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Il  y  aurait  lieu  d'examiner  le  cas  où  l'engrenage  se  fait, 
partie  avant  et  partie  après  la  ligne  des  centres,  et  d'en  com- 
parer les  résultats  à  ceux  du  cas  où  il  n'a  lieu  que  d'un  seul 
côté,  et  l'on  arriverait  encore  exactement  à  la  même  conclu- 
sion, qu'il  y  a  avantage  à  ce  que  les  dents  se  conduisent  autant 
avant  qu'après  cette  ligne. 

En  introduisant  aussi  dans  l'expression  ci-dessus  de  l'effort 
moyen  les  nombres  de  dents  m  et  m'  de  la  roue  et  du  pignon, 
on  obtient,  pour  l'expression  de  l'effort  moyen  cherché. 


/«(s*i)î-/«' 


m  -^  m 


mm' 
qui,  dans  ce  cas,  est  tout  à  fait  rigoureuse. 

100.  Engrenage  d'un  pignon  et  d'une  crémaillère.  —  Lors- 
qu'un pignon  doit  conduire  une  crémaillère,  il  suffit  de  faire 
R  =  oo,  dans  l'expression  précédente  de  l'effort  moyen  qui 
doit  vaincre  le  frottement,  et  l'on  trouve  pour  sa  valeur 

et ,  en  prenant  les  moments  par  rapport  anx  centres  G'  et  G, 

PR'=  N.G'K'H-ZN.mK',    QR  =  N.GK  -+-/N.inK, 


d'où 


P  =  N  [sinp  -h/^cOs^4-  ^)J,     Q  =  N  j^sinf  -t-/^cosp  -  ^)] 
p       8inç+/(cos/5-*-^j 


sin  y  - 

»  Sî  /  était  nul,  on  aurait  P  =  Q  ;  la  force  tangentielle  équivalente  au  frot- 
tement est  donc 


r=p— Q=Q 


/(cosp-^) 
brce  tangen( 


*  Soient 


»>n?-+-/(co8f-gj 


tt'=€U  le  chemin  élémentaire  décrit  par  Tune  ou  Taulre  des  circonférences 
primitives  ; 
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101.  Frottement  d'une  came  et  du  mentonnet  d'un  pilon. 
-—  Quand  une  came  en  développante  de  cercle  pousse  le 
mentonnet  d'une  tige  guidée  dans  des  coulisses  ou  rainures 
{Jig.  7,  PL  II)f  si  Ton  désigne  toujours  par  6  l'angle  décrit,  ou 
plutôt  par  a  le  chemin  parcouru  dans  la  direction  de  la  tige, 
on  a  encore,  pour  l'effort  moyen  qui  doit  vaincre  le  frotte- 
ment, l'expression  rigoureuse 

R'  étant  le  rayon  du  cercle  développé  ou  tangent  à  la  ligae 
droite  parcourue  par  le  point  de  contact. 

102,  Cames  en  épicycloldes.  —  Pour  transmettre  à  un 
levier  mobile  autour  d'un  axe  un  mouvement  continu,  de 
manière  que  les  vitesses  transmises  restent  dans  un  rapport 
constant,  on  donne,  comme  nous  l'avons  dît,  à  la  came  la 
forme  d'une  épicycloïde,  qui  conduit  à  partir  de  la  ligne  des 
centres.  Dans  ce  cas,  le  grand  développement  de  la  courbe 


t'm'  la  normale  commune  dans  lear  nouvelle  position; 
I  la  projection  de  t  sur  r'm'. 

On  a 

t'J  =:dn='  ds  sînp. 

Le  traTttil  du  frottement  est,  par  suite, 

/  "n?l  "np-+-/(cos5?— gjj 
ré  dey,  on  a  simplement 


»  En  négligeant  le  carré  do/,  on  a  simplement 

jdn 

Si  le  contact  est  peu  étendu  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centras,  f  dif- 
fère peu  de  sa  valeur  f  «  lorsque  le  contact  commence»  et  Ton  a  à  très-peu  près 

d'où 

expression  qui  revient  à  celle  du  texte.  »  (K.) 
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ne  permet  pas  de  se  borner  à  remplacer,  dans  Texpression  du 
travail  élémentaire 

/QR'*±^  lange' de', 

la  tangente  de  6'  par  la  valeur  approchée»  réduite  au  premier 

terme  de  la  série, 

6'* 
tange'=e'H--y  4-..., 

et  il  faudra  prendre  au  moins  deux  termes  de  cette  série,  ce 
qui  donne,  pour  la  quantité  de  travail  consommé  pendant  que 
le  cercle  primitif  de  la  came  parcourt  un  arc  R'e', 

et,  pour  l'effort  moyen  nécessaire  pour  vaincre  ce  frottement, 
^„  R  4-  R'  a  /        6'*\ 

Si  Tangle  6'  est  de  45  degrés,  on  a 

quantité  qui  n'est  pas  négligeable,  par  rapport  à  l'unité. 

103.  Cas  où  la  forme  des  cames  ne  satisfait  pas  à  la  con- 
dition  de  l'uniformité.  —  On  rencontre  souvent,  dans  les 
machines  soufflantes  (fig.  102),  des  cames  dont  la  courbure, 
déterminée  par  des  considérations  spéciales,  ne  satisfait  pas 
à  la  condition  de  transmettre  aux  tiges  qu'elles  conduisent 
une  vitesse  qui  soit  dans  un  rapport  constant  avec  celle  de 
l'arbre  de  la  came.  Il  faut,  dans  ce  cas,  recourir  à  des  mé- 
thodes approximatives,  et  voici  la  manière  d'opérer  : 

Soient 

amb  une  courbe  quelconque  qui  pousse  la  tige  d'un  piston 
de  machine  soufflante,  dans  une  direction  constante; 

Q  le  poids  de  celte  tige  ou  l'effort  qu'il  faut  exercer,  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  pour  la  faire  marcher; 

26. 
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a  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  normale  au  point  de 
contact  actuel. 

Fig.  102. 


^ 


La  pression  normale  sera  Qcosa,  et  le  frottement /Qcos a 
consommera,  pour  un  petit  arc  élémentaire  ds  parcouru  par 
la  came  dans  Tinstant  dt,  la  quantité  d'action  élémentaire 

fQ  cos  xds 

qu'il  faut  intégrer  depuis  a  jusqu'en  b  ou  par  l'arc  total  s, 
afin  d'obtenir  le  travail  total  consommé  par  le  frottement 
dans  une  levée  de  la  tige.  Cette  intégrale  pourra»  dans  tous 
les  cas  y  être  obtenue  approximativement  par  les  méthodes 
indiquées  (n°  9,  Section  I). 

104.  Engrenages  coniques. —  Ddins  les  engrenages  coniques 
exécutés  avec  soin,  on  a  toujours  l'attention  de  faire  les  dents 
et,  par  suite,  le  pas  aussi  petits  que  possible,  de  sorte  que  le 
mouvement  et  le  glissement  des  dents  l'une  sur  l'autre  ont 
sensiblement  lieu,  comme  s'ils  se  passaient  dans  le  plan  tan> 
gent  aux  surfaces  coniques  moyennes  et  normales  à  la  lon- 
gueur des  dents  (*)• 

(*)  M.  Resal  (^Journal de  l'École  Polytechnique,  XXXUI*  Cahier)  adonné  les 
iatégraloB  qui  représentent  le  travail  absorbé  par  le  frottement  dans  les  engre- 
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Il  suit  de  là  qu'en  conservant  les  mêmes  dénominations, 
mais  en  les  appliquant  au  développement  de  ces  surfaces 
moyennes,  ^on  aura  encore  pour  l'effort  moyen  qui,  exercé 
dans  le  plan  tangent  que  Ton  considère  et  perpendiculaire- 
ment à  la  ligne  des  centres  des  cercles  développés,  produi- 
rait la  même  quantité  de  travail  que  le  frottement  de  Ten- 
grenage. 


/Q 


RR'     2' 


R  et  R'  sont,  dans  ôette  expression,  les  rayons  des  cercles 
primitifs  moyens  développés,  Q  l'etîort  ou  la  résistance  qui 
s'oppose,  dans  le  plan  tangent,  au  mouvement  de  la  roue 
conduite  et  a  le  pas  mesuré  sur  les  circonférences>primitives 
des  cercles  moyens. 

105.  Frottement  de  la  vis  sans  fin  (*).  —  Soit  (c')  (fig.  io3) 

Fig.  io3. 


une  roue  dentée  conduite  par  une  vis  à  filets  carrés;  le  plan 


nages  coniques,  quelle  que  soit  Tétendue  du  contact;  il  en  «déduit,  comme  cas 
particulier,  ce  qui  se  rapp^orte  aux  engrenages  cylindriques.  En  s'en  tenant  au 
premier  terme  d'un  développement  en  série,  il  est  retombé  sur  la  formule  de 
PoDcelet.  (K.) 

(■)  Extrait  de  l'édiUon  de  1836. 
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milieu  de  la  roue  comprend  Taxe  EF  de  la  vis,  que  nous  sup- 
poserons verticale»  et  les  dents  ont,  sur  le  cylindre  de  cette 
roue,  une  inclinaison  telle  qu'elles  se  présentent  à  la  vis  pa- 
rallèlement à  la  tangente  du  ûlet  qui  répond  au  point  de 
contact;  les  arêtes  de  ces  dents  sont  donc  obliques  par  rap- 
port à  Taxe  de  la  roue. 
Cela  posé,  ne  considérons  (y?gf.  io4)  que  ce  qui  se  passe 

Fig.  104, 


dans  le  plan  milieu  de  la  roue  qui  comprend  Taxe  EF  de  la 
vis;  le  profil  de  la  surface  frottante  des  filets  sera  une  perpen* 
diculaire  mb  à  cet  axe,  en  sorte  que  l'engrenage  devra  remplir 
les  mêmes  conditions  que  celui  des  crémaillères  à  dents 
droites  {*);h  courbe  mb^  de  la  dent  sera  donc  la  développante 
de  la  circonférence  primitive  de  [(/),  tangente  à  la  droite  AB, 
qui  contient  les  points  de  contact  m  avec  le  filet  correspon- 
dant et  qui  est  parallèle  à  l'axe  EF  de  la  vis. 
Soit  Q  la  puissance  à  appliquer  à  la  circonférence  primitive 


(* )  Le  point  de  contact  entre  le  filet  et  la  dent  ne  peut  ôtre  rigoareaiemeDt 
dans  le  plan  de  la  figure  que  sur  la  ligne  et/.  C'est  par  approximation,  et  en 
admettant  implicitement  que  l'étendue  du  contact  est  très-petite,  que  l'auteur 
suppose  qu'au  delà  de  cc^  le  point  de  contact  m  se  trouve  dans  le  plan  ci-dessus 
et  que  l'inclinaison  de  l'hélice  correspondante  de  la  surface  hélicoïdale  est 
encore  égale  à  a. 

Foir  à  ce  sujet,  pour  le  cas  où  lo  contact  a  une  étendue  quelconque,  le 
Mémoire  de  M.  Resal  inséré  au  XXXIII*  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polj-^ 
technique.  (K.) 
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de  (c')  pour  vaincre  toutes  les  résistances  qui  agissent  autour 
de  son  axe;  la  vis  pourra  être  censée  chargée  d'un  poids  con- 
stant Q  agissant  sur  l'hélice  dont  le  rayon  est  ^T  ou  r,  dans 
une  direction  parallèle  à  Taxe  EF>  c'est-à-dire  que  la  pres- 
sion Q  produira  sur  cette  hélice  un  effet  absolument  analogue 
à  celui  d'un  écrou  sur  une  vis  pareille,  qui  aurait  même  pas 
et  l'hélice  m  pour  hélice  moyenne.  Or  on  remarquera  que  le 
point  m,  où  s'exerce  le  frottement  de  la  dent  mb'^  est  animé 
d'un  double  mouvement  relatif,  l'un  tangentiel  à  l'hélice» 
l'autre  tangentiel  à  la  courbe  mb'  de  cette  dent,  en  sorte  que 
le  moment  virtuel  total  de  ce  frottement  est  la  somme  des 
moments  virtuels  dus  séparément  à  ces  deux  mouvements  et 
au  frottement /N  résultant  de  la  pression  normale  N  exercée, 
sur  la  surface  du  fllet,  par  l'action  de  la  puissance  P  qui, 
appliquée  à  l'une  des  extrémités  de  la  vis,  agirait  avec  un 
bras  de  levier  R  pour  faire  mouvoir  la  roue  {&)  ou  vaincre  la 
résistance  Q.  Nommons  donc  a  l'angle  formé  par  l'hélice  m 
avec  l'horizon,  ou  un  plan  perpendiculaire  à  i'axe  EF  de  la 
vis,  on  trouvera  sans  peine,  pour  la  pression  normale, 

N  = Q^  .      y     d'où    /N  = ^^■.  .      s 

cos«— /sm«  "^  cosa— ysina 

reste  à  trouver  les  vitesses  virtuelles  de  m  sur  l'hélice  et  sur 
la  courbe  mb\ 

En  nommant  h  le  pas  de  cette  hélice,  R  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P,  dz  la  vitesse  virtuelle  de  Q  ou  la  hauteur 
dont  s'élève  m  parallèlement  à  EF,  par  suite  d'un  mouvement 
inflniment  petit  imprimé  à  la  vis,  la  vitesse  virtuelle  de  P 

^     n 

sera  évidemment  — r—  dz  ;  celle  de  m  suivant  l'hélice  sera 
/i 

dz 
-i — :  enfin  celle  de  m  suivant  la  courbe  mV  sera,  d'après  la 

propriété  des  développantes,  le  petit  arc  de  cercle  décrit  par 
la  tangente  mT  autour  de  T,  tandis  que  la  circonférence  pri- 
mitive (RO  de  la  roue  décrit  un  autre  petit  arc  égal  à  dz  et 
sous-tendant,  au  centre  </,  le  même  angle  que  le  premier  à  son 
centre  T;  cette  vitesse  virtuelle  de  m  sur  mb'  sera  donc 
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mT  ,        zdz  ^ 

-— tfz=:-^>  en  prenant  mT  pour  z;  donc  on  aura,  pour 

exprimer  les  conditions  de  l'équilibre,  en  divisant  par  dz  et 
multipliant  par  h, 

sma(cosa— /sma)       R'(cosa — jsina) 

La  hauteur  z  est  ici  variable;  mais,  en  observant  que  chaque 
dent  pousse  à  partir  de  Thorizontale  ci/  et  en  supposant 
qu'elle  quitte  le  fllet  bm  quand  le  point  de  conuct  T  de  la 
précédente  est  arrivé  sur  cc\  on  pourra  remplacer  z  par  sa 
valeur  moyenne  \mT  =  \h,  en  supposant  que  la  vis  n'ait 
qu'un  filet;  ce  qui  donnera,  en  réunissant  les  deux  premiers 

termes  et  en  se  rappelant  que  tanga  =  — » 

nn  ^ /sîna-i-/cosa\        i  fQh^ 

\cosa— /sina/       2  R'(cosa  — /sina) 

En  négligeant  le  dernier  terme  en  A,  on  retombe  sur  l'équa- 
tion d'équilibre  de  la  vis  à  filets  carrés,  en  ayant  égard  au 
frottement,  ce  à  quoi  Ton  devait  bien  s'attendre.  D'ailleurs, 
ce  terme  est  toujours  fort  petit  à  l'égard  de  celui  qui  le  précède, 
et,  comme  a  s'éloigne  ici  fort  peu  de  zéro,  on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  y  supposer  sin a  =  o,  cosa  =  i,  de  sorte  que 
l'équation  pourra  prendre  cette  forme,  qui  se  prête  facilement 
au  calcul, 

27rRP  --=  aîrr -^  Q  4-/Q  -ijy 
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NOTES. 


I.  —  Sur  la  Taleor  approchée  linéaire  et  rationnelle  des  radicaux 
de  la  forme  v/fl'-+-^%  v^a*—  b\.... 


106.  Expression  linéaire  de  ^a^-h  b^;  limite  de  l'erreur,  —  La  valeur 

approchée  du  radical  yjà'-^b^  devant  être  rationnelle  et  linéaire  en  a  et 
ô,  nous  ferons  

a^ib  étant  des  nombres  absolus  et  positifs,  a  et  ^  des  nombres  indé- 
terminés qui  doivent  satisfaire  à  la  condition  que,  dans  une  étendue 
donnée,  Terreur  commise,  en  prenant  a^  h-  p^  au  lieu  de  /a* -h  6%  soit 
la  moindre  possible  par  rapport  à  la  véritable  valeur  du  radical.  L'erreur 
absolue  étant  cna-^^b  —  yja^  -h  6%  Terreur  proportionnelle  ou  relative  y 

que  nous  nommerons  z,  sera,  en  faisant  t  =  /<  ou  a  =  nb^ 


^à*b^  ^i-\-n* 


-I» 


et  il  s*agira  de  la  rendre  un  minimum  pour  toutes  les  grandeurs  de  a  et 
de  ^  ou  de  /i  comprises  dans  Tintervalle  considéré,  en  disposant  conve- 
nablement des  indéterminées  a  et  p,  ce  qui  revient,  au  fond,  à  choisir 
ces  quantités  numériques  de  manière  que  le  cours  de  la  courbe  qui  au- 
rait n  pour  abscisses  et  z  pour  ordonnées  respectives  s'approche  le  plus 
qu'il  est  possible  de  Taxe  des  n  dans  l'étendue  comprise  entre  deux  va- 
leurs données  de  tz,  que  nous  supposerons  être  /z  =  ^  et  /z  =  œ . 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'étudier  la  marche  de  la  fonction  z  entre 
les  deux  limites  où  Ton  doit  calculer  les  valeurs  de  v/«*-+-  ^*.  Or  il  est 
aisé  de  s'assurer  que,  de/z  =  oà7z  =  Qe,2est  susceptible  d'un  maximum 
absolu  à  partir  duquel  Terreur  décroît  constamment  et  indéfiniment  sous 
le  point  de  vue  algébrique,  c'est-à-dire  en  passant  par  zéro  et  devenant 
négative;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  Terreur,  à  partir  de  ce  maximum, 
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décroît  contiQuellement  jusqu'à  devenir  nulle,  pour  croître  ensuite  en 
dessous  de  Taxe  des  abscisses,  en  prenant  des  valeurs  de  signe  contraire. 
En  effet,  si  Ton  considère  les  nombres  a  et  ^  comme  donnés,  et  que 
l'on  différentie  deux  fois  de  suite  la  valeur  ci-dessus  de  z  par  rapport  à 
n  ;  que  Ton  égale  enfin  à  zéro  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 
pour  avoir  la  valeur  de  n  qui  répond  au  maximum  de  Terreur,  on  trou- 
vera que  les  conditions  de  ce  maximum  sont  satisfaites  pour 


a 


Recherchant,  en  outre,  les  expressions  de  Terreur  z  qui  répondent 
aux  deux  limites  considérées,  on  trouve 

pour  /ï  -—  A- z  —  —==L  —  1  ; 

V^i  -hÂ- 

pour /i  =  oo z  =  a~i. 

Si  donc  on  était  certain,  a  priori,  que  le  maximum  ci-dessus  se  trouve 
situé  entre  ces  limites,  pour  les  valeurs  cherchées  de  a  etde^,  c'est-à-dire 

que  le  rapport  g  est  essentiellement  positif  et  plus  grand  que  ^,  il  ne 

resterait  qu'à  déterminer  ces  valeurs  de  manière  à  rapprocher  le  plus 
qu'il  est  possible  de  zéro  les  expressions  algébriques  des  trois  erreurs 
dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  de  manière  que  la  plus  grande  d'entre  elles, 
prise  abstraction  faite  du  signe,  fût  la  moindre  possible,  ce  qui  serait 
facile,  puisqu'il  ne  s'agirait,  comme  on  va  le  voir,  que  d'exprimer  que  les 
valeurs  absolues  de  ces  premières  erreurs  sont  précisément  égales; 

mais,  comme  la  limite  du  rapport  -r  nous  est  absolument  inconnue,  il 

devient  indispensable  de  faire  des  suppositions  particulières  sur  les  va- 
leurs des  indéterminées  a  et  p.  Supposant,  par  exemple,  qu'elles  doivent 
rendre  nulles  les  erreurs  relatives  aux  limites  /i  =  qo  ,  /z  =  ^,  on  aura 

a  —  I  =  o,     d'où    a  =  I  ; 

''iij. -1=0,  d'où  p=/rnp-oiA=y/r^-^A: 

Or  on  s'assure  aisément  que  le  rapport 

^  --= ^ v/ÏH=T» H-  A- 
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est  ici,  en  effet,  plus  grand  que  k,  de  sorte  que  l'erreur  maximum 


est  réellement  située  dans  l'intervalle  compris  entre /z  =  X-et/i==Qo,  ce 
qui  ne  peut  être,  à  moins  que  les  erreurs  relatives  aux  valeurs  particu- 
lières a  =  1,  p  =  v/i-*-^*— ^,  qui  sont  positives  et  que  nous  nommerons 
a'  et  p'y  n'aillent  sans  cesse  en  croissant  à  partir  soit  de  la  limite  infé- 
rieure nz=A,so\t  de  la  limite  supérieure  /i=:oo,  jusqu'à  la  valeur 
maximum  v/a'*H-p'*—  i,  qui  est  également  positive; 

D'ailleurs,  la  fonction  v/«'+p'—  i  tendant  à  diminuer  à  mesure  que 
l'on  y  substitue  des  valeurs  de  a  et  de  p  de  plus  en  plus  petites,  par  rap- 
port à  a'  et  à  p\  il  est  clair  que,  bien  qu'elles  fassent  croître,  dans  le  sens 

négatif,  les  erreurs  a  —  i  et  ~  — *-  —  i  relatives  aux  limites  «  =  « , 

V I  H-  X' 

n  =  a,  elles  seront  plus  avantageuses  que  celles  a'  et  P',  tant  que  ces 
dernières  erreurs,  prises  avec  un  signe  contraire,  demeureront  au-dessous 
de  Terreur  maximum  y/a'H-f>'— i  correspondante;  mais  comme,  au 
contraire,  elles  cesseraient  de  l'être  dès  l'instant  où  cette  dernière  vien- 
drait à  être  surpassée  par  l'une  ou  l'autre  d'entre  elles,  on  voit  que  les 
valeurs  de  a  et  de  p,  qui  répondent  aux  plus  petites  erreurs  possibles 
pour  tout  l'intervalle  compris  depuis  /z  =  A-  jusqu'à  /z  =  oo ,  doivent 
satisfaire  à  la  double  condition 


de  laquelle  on  tire  d'abord 

expression  qui  montre  que,  en  effet,  le  rapport 


v/T-Mt»  -  k 


=  v/i- 


est  plus  grand  que  /-,  de  sorte  que  le  maximum  v/a*-j-fi^—  i  de  l'erreur 
se  trouve  réellement  situé  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites 
/i  =  ^  et  72  =  00,  comme  le  supposent  les  raisonnements  qui  précèdent. 
On  tirera  ensuite  des  mêmes  équations  de  condition 

a  p  ^       ^(^rrrP-A) ^ 


V'a(n-/')-aXVi-^  X'  i  -+-  Va (I  -^ ^'')  ~  ^W^  •+-  ^'' 
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et  partant,  pour  l'expression  de  la  limite  s  des  erreurs  que  Ton  risque 
de  commettre  en  prenant  yja^  -4-  b^  =  aa  -^  p^, 

1—2=1 '^  =  yjo}  -h  p'  —  I  =  ^  *  ^ =  £. 

107.  Exemples  particuliers.  —  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ne 
connaisse  nullement  Tordre  de  grandeur  de  a  et  de  h,  c*est-à-dire  si  a 
surpasse  b  ou  en  est  surpassé,  les  limites  entre  lesquelles  il  faudra 
prendre  les  valeurs  de  yfcT^^  seront  ainsi  «  =  o  et  h  =  » ,  de  sorte 
que  Ton  devra  faire  X  =  o  dans  les  expressions  ci-dessus  de  a,  ^  et  e,  qui 
deviendront  respectivement 

a  =  p  =  0,8284,    «  =  o,  1716. 
On  aura  donc,  à  moins  de  o,  17 16,  ou  environ  \  près, 


quelles  que  soient  les  valeurs  positives  de  a  et  de  6,  le  maximum  o,  1716 

des  erreurs  proportionnelles  et  positives  ayant  lieu  pour  «  ou  t  =  5  =1, 

et  celui  des  erreurs  négatives  pour  n  =  oetrt  =  «),ouû  =  oet^  =  o. 

Supposant  pareillement  que  Ton  sache  que  a  doive  surpasser  ^,  ou  /i 

l'unité,  on  aura  X  =  i  et  a  =  0,96046,  p  =  0,39788,  e  =  0,08954  <^, 

cette  limite  s  des  erreurs  positives  et  négatives  étant  précisément  atteinte 

a  h 

pour  les  valeurs  /i  =  i,  71  =  00  et  «=^  =  2,42,  ou  a  =  b^  fl  =  -et 
/!  =  2,426. 


On  voit,  d'après  cela,  que  les  valeurs  rationnelles  a«  -+-  p6  de  ^a'  -+-  b^ 
sont  d'autant  plus  approchées  que  a  devient  plus  grand  par  rapport  à  b\ 
c'est  ce  que  confirme  le  tableau  suivant,  dont  le  calcul  est  dû  à  M.  le  capi- 
taine du  Génie  Gosselîn. 
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Tableau  des  valeurs  numériques  des  coefficients  de  la  fonction  linéaire  aa-hpb 
et  des  limites  de  r  erreur. 


RELATIONS 

VALEURS 

VALEURS 

VALEURS 

LIMITES 

de  l'erreur 

VALEURS  APPROCHÉES 

de  a  et  de  b. 

de  A. 

de  a. 

de  p. 

oa 
Taleora  de  i  —  a. 

de  >/a«-+-  b*' 

a  et  b 
qaelconqaes. 

0 

o,8a84o 

0,82840 

0,17160  OU     ^ 

0.8284  (ff-l-*) 

«i>* 

I 

0,96046 

0,39783 

0,03954  ou   — r 

0,96046. a  H- 0,39783.* 

û>2.* 

2 

0,9859a 

0,23270 

0,01498  ou   — 

0,98592.^-4-0,23270.* 

a>3.b 

3 

0,99350 

o,i6i23 

o,oo65o  ou  -77 
i54 

0,99350. a  -H  0,  i6i23.* 

a>i.b 

4 

0,99625 

0,12260 

0,00375  ou  ^ 

0,99625.» H-  0,12260.* 

a>5.b 

5 

o»99757 

0,09878 

0,00243  ou   7 

417 

o,99757.« -h  0,09878.* 

a>6.b 

6 

0,99826 

0,08261 

0,00,74  OU  ^ 

0,99826. a  -*-  0,08261  .* 

ay-j.b 

7 

0,99875 

0,07098 

0,00125   OU   ^ 

0,99875.^ -H  0,07098.* 

a>8.* 

8 

0,999^5 

0,06220 

0,00095  ou   ^^,^^ 

0, 99905. tf  4- 0,06220.* 

a>  ^.b 

9 

0,99930 

o,o5535 

0,00070  ou  ^^^y 

0, 99930. a -h  0, 05535.* 

fl>10.6 

10 

0,9993^ 

0,04984 

o,ooo6d  ou  ^53jj 

0, 99935. a-4- 0,04984.* 

108.  Simplification  des  calculs  numériques  des  coefficients  a  et  ^  et  de 
r  erreur  limite  e,  au  moyen  des  Tables  de  logarithmes,  —  On  facilitera 
beaucoup  le  calcul  numérique  des  valeurs  de  a,  ^  et  e  en  posant 

A=cot4ç    ou    ç  =  ^arc(cot  =  /)  =  {arcf  tang=  t  J; 

il  viendra,  en  effet, 

a  =  i  — lang-f,    p  =  2tang(j>,  'e==Ung*f, 

expressions  que  Ton  calculera  sur-le-champ  au  moyen  des  Tables  Irigo- 
nométriques,  en  déterminant  d*abord  Tangle  4?  dont  le  logarithme  de  la 
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tangente  doit  être  égal  à 

10— logX-, 

puis,  successivement,  les  valeurs  de  7,  tang^  et  tang'ip. 
Supposant,  par  exemple,  X-  =  3,  on  aura,  d'après  ces  Tables, 

log  tang4?  =  10  —  log3  =  9,62287875  =  log  tang(i8'»—  26'—  7'»o65)  ; 

d'où 

f  =  4°—  36'—  31", 766,     logtang<p  =  8,9o64o56,    tangy  =  o,o8o6i3i, 

en  ayant  soin  de  retrancher  10  de  la  caractéristique  de  log  tang^ ,  qui 
représente  le  logarithme  du  rayon  supposé  divisé  en  dix  billons  de 
parties  égales,  dans  les  Tables. 
On  aura  donc  aussi,  en  ayant  cette  attention, 

log  tang*f  =  alog  lang«p  =  3,8128112  =  log  0,00649847, 

et  finalement 

8  =  0,0064985,    p  =  2tang^  =  0,1612262,    a  =  i  — tang*  y  =  0,993502, 

valeurs  qui  sont  précisément  celles  qu'indique  la  Table  ci-dessus  pour  k  =  3. 

109.  Extension  dont  est  susceptible  la  méthode  précédente  pour  des 
Jonctions  complexes  quelconques,  —  La  marche  par  laquelle  nous  sommes 
arrivé  aux  expressions  générales  de  a,  ^  et  e  en  k  ou  7  peut  évidem- 
ment s'appliquer  à  toute  espèce  de  fonction  complexe  des  deux  variables 
â  et  ^,  qu'il  s'agirait  de  remplacer  par  sa  valeur  linéaire  et  approchée  de 
la  forme  aa  +  p6  +  7,  pourvu  que  Texpression  analytique  de  l'erreur 
proportionnelle  qui  résulte  de  cette  substitution  fût  susceptible  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum  dans  l'intervalle  où  l'on  veut  considérer  les 
valeurs  des  variables  a  et  b.  Cette  méthode  s'étendrait  même  aisément, 
pour  certains  cas,  à  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  a, 
à,  r,  £/,...,  en  se  basant  sur  des  considérations  analogues  à  celles  par 
lesquelles  Laplaoe  et  Fourier  sont  parvenus  à  découvrir  les  valeurs  des 
inconnues  d'une  suite  d'équations  de  condition,  de  manière  que  la  plus 
grande  des  erreurs  auxquelles  elles  conduisent,  quand  on  y  substitue,  à 
la  place  des  inconnues,  les  valeurs  données  par  l'expérience,  soit,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  la  moindre  possible  (').  En  effet,  toute  la  difficulté 
consistera  à  découvrir,  dans  chaque  cas,  l'expression  analytique  des 
limites  de  l'erreur  qu'on  risque  de  commettre,  à  les  égaler  ensuite  entre 


(*)  Mécanique  céleste,  2*  édition,  t.  II,  p.  ia6  et  Buiv.;  Analjrse  des  équa- 
tions, par  Fourier,  !'•  Partie^  p.  81,  n«  21. 


Digitized  by  VjOOQIC 


▲PPLIQUÉB  AUX  MAGHIHSS. 


4l5 


elles,  abstraction  faite  du  signe;  ce  qui,  lorsque  le  nombre  des  équations 
ainsi  obtenues  sera  égal  au  nombre  des  indéterminées  s  P,  7, . . . ,  per* 
mettra  de  calculer  les  valeurs  de  celles-ci  qui  satisfont  aux  conditions  du 
problème. 

Ces  observations  montrent  suffisamment  que  la  méthode  peut  s'appli- 
quer à  une  infinité  de  circonstances  et  offre  ainsi  les  moyens  de  rem- 
placer, quand  la  chose  est  en  soi  possible,  toute  fonction  complexe  de 
variables  quelconques  par  une  autre  fonction  plus  simple  et  qui  se  prête 
plus  facilement  au  calcul  ou  à  certaines  transformations  analytiques. 
L'exemple  qui  précède  pourra  d'ailleurs  servir  à  faire  pressentir  la  nature 
des  moyens  qui  doivent  être  mis  en  œuvre  dans  chaque  cas  particulier, 
et  les  avantages  que  ce  procédé  peut  avoir,  dans  certaines  questions,  sur 
ceux  ordinairement  mis  en  usage  et  qui  consistent  dans  le  développe- 
ment des  fonctions  en  série  ou  en  fractions  continues. 

110.  Considérations  géométriques  propres  à  conduire  au  même  but,  — 
Maintenant  nous  ferons  remarquer  qu'il  se  présente  divers  moyens, 
essentiellement  fondés  sur  des  considérations  géométriques,  et  qui  sont 
propres  à  conduire  au  but  désiré  par  une  voie  pour  ainsi  dire  purement 
intuitive. 

En  effet,  reprenant  la  question  ci-dessus,  nommant  c  la  valeur  exacte 
du  radical  v^a'+6%  et  considérant  les  quantités  variables  a^  b  Qi  c 
comme  les  coordonnées  d'un  certain  point  dans  l'espace,  pris  par  rapport 

Fig.  io5. 


aux  axes  rectangulaires  Oa,  0&,  Oc  (fig,  io5),  il  est  clair  que  l'équation 


v/û' -t-  ^'  =  c,    ou    a'-*-  ^*  =  c', 

représentera  une  surface  conique  à  base  circulaire,  ayant  son  sommet  à 
Torigine  0,  pour  axe  l'axe  Oc,  que  nous  supposerons  vertical,  et  pour 
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angle  générateur  un  demi-droit  ou  45  degrés.  De  même  Téquation 

c  =  a/n-  pô 

représentera,  dans  les  coordonnées  c,  a,  b^  un  plan  passant  par  Torigine 
0,  qui  sert  de  sommet  au  cône,  de  sorte  que  la  question  proposée  re- 
vient précisément  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  a  et  ^  qui 
entrent  dans  l'équation  du  plan,  de  manière  que  les  ordonnées  verticales  c 
de  ce  plan  diffèrent  le  moins  possible,  pour  une  étendue  donnée,  de 
celles  qui  leur  correspondent  sur  le  cône  et  appartiennent  à  une  même 
verticale,  c*est-à-dire  aux  mêmes  valeurs  de  a  et  de  6  prises  dans  Fin- 

tervalle  pour  lequel  la  plus  petite  valeur  de  ?  =  /-  et  la  plus  grande  =  » , 

ce  qui  se  rapporte  à  l'espace  compris  depuis  Taxe  desr<  jusqu'à  la  droite  Om, 
formant  avec  cet  axe  Tangle  nOm  dont  X-  est  la  cotangente. 
Nommant  donc  ^  cet  angle,  ou  faisant 

mQn  =  ^  =arc(cot  =  k)  =arc(  tang  ~j\ 

tous  les  points  de  la  surface  conique  et  du  plan  à  considérer  seront  com- 
pris entre  les  génératrices  et  les  droites  respectives  qui  ont  Oa  et  Om 
pour  projections  sur  le  plan  de  ab. 

Supposons  que  Ton  fasse,  dans  le  premier  plan  et  dans  cette  surface, 
un  profil  quelconque  passant  par  Taxe  Oc.  Soient  [fig,  io6)  O/^'la  trace  du 


premier,  Op'  celle  de  la  seconde  sur  ce  profil,  0^  celle  du  plan  des  ab\ 
considérons  la  verticale  qui  répond  au  point  quelconque  p  de  Or/,  elle 
rencontrera  la  trace  Op*  du  plan  en  un  point  p',  et  celle  de  la  surface 
en  un  point/?';  Terreur  absolue  commise  en  prenant  pp"  pour  pp'  sera 

p'p"^  et  Terreur  relative  ou  proportionnelle  ^^  :  c'est  cette  erreur  qui 

doit  être  rendue  la  plus  petite  possible  dans  toutes  les  positions  du  profil 
autour  de  Taxe  Oc. 
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On  voit  que  le  rapport  ^-^  est  indépcDdant  de  la  position  de  p  sur 

rhorizontale  O^^,  de  sorte  que,  par  exemple,  il  suffit  de  considérer  tous 
les  points  p'  de  la  surface  conique  qui  appartiennent  à  un  môme  plan  de 
niveau  0'^',  coupant  cette  surface  suivant  un  cercle  dont  la  projection  sur 
le  plan  des  ab  {fig.  io5)  est  représentée  par  Tare  mpn  comprenant  tous 
les  points  p  à  considérer,  et  dont  l'intersection  avec  le  plan  qui  a  pour 
équation  c  =  aa  -h  p^  est  représentée,  dans  cette  même  projection,  par 
la  droite  rs^  je  suppose,  limitée  également  aux  côtés  de  Tan^e  mOn  qui 
comprend  tous  les  points/?.  Mais  ^' étant,  dans  le  profil  ci-dessus  [fig,  io6), 
le  point  du  plan  r  =  aa  -h  ^6  qui  se  trouve  situé  à  la  môme  hauteur  que 
le  point  p'  de  la  surface  conique  par  rapport  à  0^  ou  au  plan  des  ah\^e 
plus  q  étant,  sur  ce  dernier,  la  projection  de  q*  comme  p  l'est  de  /?',  on 
a  évidemment 

P'P"  ^  PI . 

pp'        Ory' 

donc  la  droite  rs  [fig.  io5),  qui  appartient  au  plan  cherché  et  dont  l'équa- 
tion est 

c  =  aa  -¥-  pby 

doit  être  choisie  de  façon  que,  dans  l'étendue  comprise  depuis  On  jusqu'à 
0/w,  elle  se  rapproche  le  plus  possible  de  l'arc  de  cercle  itpm^  en  ce  sens 
que  la  plus  grande  valeur  du  rapport  des  intervalles  pq  à  0/?,  mesurés 
sur  les  différents  rayons  vecteurs  Op  compris  dans  l'angle  /tiO/z,  soit  la 
plus  petite  possible  sans  égard  aux  signes  de  position  de  pq  et  de  0^. 

D'ailleurs  il  est  à  remarquer  que  ces  raisonnements  sont  indépendants 
de  la  nature  particulière  de  la  courbe  mpn^  ou  de  la  fonction  en  a  et  b 
considérée,  pourvu  seulement  qu'en  égalant  cette  dernière  à  c  l'équation 
qui  en  résulte  soit  celle  d'un  cône  ayant  l'origine  des  coordonnées  a,  b^  c 
pour  sommet,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  soit  homogène  en  ces  coor- 
données. 

Gela  posé,  il  parait  évident,  a  priori,  que,  si  la  portion  de  courbe  mpn 
est  susceptible  d'ôtre  renfermée  entre  deux  droites  parallèles  suffisam- 
ment rapprochées,  le  problème  proposé  pourra  ôtre  résolu,  sans  difficulté 
et  d'une  manière  satisfaisante,  en  déterminant  le  système  de  ces  paral- 
lèles qui  offre  le  plus  petit  écartement  possible,  et  prenant,  pour  la 
droite  rs  représentée  parTéquation  c  =  aa  +  ^6,  celle  qui  partage  en  deux 
parties  égales  l'intervalle  dont  il  s'agit.  Notamment,  si  la  courbe  mpn  est 
partout  convexe  depuis  n  jusqu'à  /ti,  la  position  la  plus  avantageuse  de  rs 
sera  évidemment  comprise  entre  celle  de  la  corde  mn  et  de  la  tangente 
parallèle  m'n\  et  elle  correspondra  nécessairement  à  la  droite  /z'//?'  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l'intervalle  de  nm  à  n'm',  de  sorte  que  les 

^1 
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trois  limites 

nn'       pp"       mm" 
iï'O'     yô^     'rrrÔ 

des  erreurs  positives  ou  négatives  qu'on  risque  de  commettre  en  rem- 
plaçant la  courbe  par  la  droite  sont,  abstraction  faite  du  signe,  égales 
entre  elles  (*)- 
Appliquant  ces  résultats  au  cas  particulier  du  cercle  ou  de  la  fonclioa 

v/«'-h  b^  et  remarquant  que  l'angle  de  n'm"  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
celui  de  la  corde  mn  avec  l'axe  Oa,  est  égal  à  90''— ^^p,  on  aura,  l'équa- 
tion de  cette  première  droite  devant  être  identique  avec  c^  aa-^^^b^ 


a          xti     rx  n     0/n-O/i'      1/             c     \      rfn-cosH* 
r=coti4»,    On"— =  -(cH ---)=:>-^ — H-i 

p  *^'  2  2\  COSi^^/  2C0Si<t 


—  —  I 

a 


d'où 

acos^'^  ,      ,,  ,  o         asini^J;  ^       ,  , 

a  = î-~-  -  I  —  tang*H,  6  = ^-r  =  a  tangi^, 

i-hcosii*  H-C08i>^ 


(^)  Plus  généralement,  s'il  s'agit  d'une  fonction  quelconque  F ( a,  ^)  ou  d'une 
surface  représentée  par  l'équation  c  =  F(a,  5),  et  qu'on  se  propose  de  déter- 
miner le  plan  dont  l'équation  est  c  =  aa  4-  /3^  +  ^i  de  façon  que  les  ordon- 
nées c  de  l'un  et  de  l'autre,  correspondant  aux  mêmes  abscisses  ouvaleurs  de 
a  et  b,  diffèrent  le  moins  possible  entre  elles,  pour  toute  l'étendue  d'un  seg- 
ment conyexe  de  la  surface  c=  F(a,  &),  limité  au  plan  dontc  =  ma-^nb  -hp 
serait  l'équation  donnée,  on  mènera,  par  l'intersection  de  ce  dernier  avec  celui 
des  abf  intersection  représentée  par  ma  +  n5  h-  /?  =  o,  un  plan  tangent  au 
segment  proposé,  ou,  plus  généralement,  un  plan  qui  senre  de  limite  extérieure 
à  ce  segment  ;  puis  on  conduira,  entre  ce  plan  et  le  plan  c  =  ma  +  is^,  nn 
nouTeau  plan  passant  par  la  droite  ma  h-  n^  +  /?  =  o,  de  manière  que  ses  or- 
données soient  mojrennes  harmoniques  entre  les  ordonnées  correspondantes  des 
deux  autres,  c'est-à-dire  telles,  qu'en  nommant  respectivement  c/,  e^  les  ordon- 
nées des  deux  derniers,  e  celle  du  plan  dont  il  s'agit,  prise  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  a  et  de  6,  on  ait 


I       î  /î         i\ 

-  =  -  (  -  -H  —  J       ou 


c'  — <r 


l'équation  de  ce  plan  sera  celle  du  plan  cherché,  et,  en  l'identifiant  avec  l'é- 
quation c=  aa  -i-  ^5  -4-  y,  on  en  déduira  les  valeurs  des  indéterminées  a,  j3, 
y.  Quant  à  la  limite  de  l'erreur,  elle  aura  évidemment  pour  expression  le 
rapport 

c'—  c      e  —  cr 
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et  enfin,  pour  Texpression  de  la  limite  de  Terreur  proportionnelle, 

On"        l  /      C  \        I-i-COSir|/        ^°6^^, 

valeurs  qui  coïncident  respectivement  avec  celles  qui  ont  été  données  en 
premier  lieu,  quand  on  prend 

ç  =  !>!;  =  |(arccot  =  A), 

Hi.  Formules  relatives  au  cas  où  le  rapport  de  a  à  b  est  compris 
entre  des  limites  quelconques  (').  —  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui 
précède,  que  la  valeur  de  la  fonction  ^a^-h  à'  devait  être  prise  dans  Tin- 

tervalle  compris  depuis  -7  =  ^  jusqu'à  ^  =  o»  ou  depuis  0014^  =  0  jus- 
qu'à cot>|/  =  ^;  mais  les  raisonnements  resteraient  absolument  les  mêmes 
s'il  s'agissait  de  considérer  les  valeurs  de  cette  fonction  entre  des  limites 
quelconques,  par  exemple,  depuis  la  droite  On  (Jig.  107),  pour  laquelle 

Fig.  107. 


l'angle  aOn  =  ^^',  -  =  cott|/'  =  it',  jusqu'à  la  droite  0/w ,  pour  laquelle 


(■)  Solution  de  la  question  à  l'aide  de  deux  cercles,  —  Nous  reproduisons 
ici  nue  solution  due  à  M.  Resal  et  basée  sur  une  interprétation  géométrique  qui 
se  distingue  par  sa  simplicité. 

En  considérant  a  eib  comme  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point,  Terreur  re- 
lative 

^  =  — ~ I 

n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  les  rayons  vecteurs  des  deux  points  cor- 

27. 
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l*angleûO/w  =  ip,  ^r  =  cot^]/  =  /.  La  droite  /w'/i",  qui  partage  en  deux  par 

égales  rintervalle  compris  entre  la  corde  mn  de  la  portion  de  courbe  à 
considérer  et  la  tangente  m'n'  à  cette  courbe,  qui  lui  est  parallèle,  devant 
toujours  être  prise  pour  celle  dont  l'équation  est  c  =  aa  -^  p^,  on  trou- 
vera sans  difficulté 


d'où 


^^cotM^Î'-^-y),    £^£[i:L^2?i(izJLn, 

p      ^^'^^      ^^'     a  acosK^^-H^j/)       ' 


_      2C0gi(-j^-h-y)      ^   COSJj^H-j/) 
'^  ""  I  -+-  COSi  [')f  -  f  )  ~"  cos'i  (^  -  j')  ' 

'        I -^cosK^I^  — i^'j  ~~  ^î*H  l^  — ^')' 


respondants  de  deux  cercles  dont  Tud  (B)  a  pour  équation  a* h-  ^'=  aa  +  bp 
et  passe  par  Torigine  O,  et  l'autre  (A)  a  Torigine  pour  centre  et  Tunité  pour 
rayon. 

Soient  n,  n'  les  points  de  (A),  m  et  m*  les  points  de  (B)  correspondant  aux 
angles  ^  et  \p'  et  posons  ^  =  ^'-t-  f»;  désignons  en  outre  par/  et  q  les  intersec- 
tions de  la  bissectrice  deTaogle  nOn'f  avec  (A)  et  (B).  On  reconnaît,  en  tra- 
çant la  figure,  que  les  erreurs  seront  le  mieux  partagées  si  Ton  fait  en  sorte 
que  les  cercles  se  coupent  entre  On  et  On'  et  que  le  maximum  pq  de  z  soit 
égal  aux  valeurs  absolues  des  minimum  égaux  nm,  n'm\  ce  qui,  en  désignant 
par  r  le  rayon  de  (B),  s'exprime  parla  relation 

9  ' 

;ir  —  i=.i  —  ar  ces  -  »     d'où     »*  =  ■ 


3  cos'  f 
4 
l'erreur  maxima  relative  est,  par  suite, 

c  =  tang»|. 

Soient  0M  =  /9  un  rayon  vecteur  quelconque  de(B)}  0  l'angle  qu'il  foraie 
avec  On;  on  a 


r^-^f-f-^H  =-J— Fcosôcos^f -+-  ^Wsintfsin^^'-h^^l, 
4 


p  =  3  r  cos 

■-         ^         "*'  -^       cos 
4 
d'où 


cos»? 


->    »  =  ■ 


4  4 

valeurs  conformes  à  celles  qui  sont  données  dans  le  texte.  (K.) 
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D*ailIeuT3,  on  a  visiblement,  p%%  pf  étant  les  intersections  de  la  corde 
et  de  Tare  mn  avec  la  droite  Op  qui  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
mO/i  =  4*  —  ^|;', 

i(0^_0^^)      ,-,co8i(.|,.y) 

1(0/?  -f-  Op')         I  ^  COSi  l^^  -  f  )    ~  ^"^  ^^^        *  ^' 

de  sorte  que  les  trois  nombres  a,  ^  et  i  peuvent  encore  ici  être  calculés 
très-facilement  au  moyen  des  Tables  trigonométriques.  Supposant,  par 
exemple, 

tang^|/  ou  T  =  iV*  =  0,707a,  tang^'  ou  T7  =  7»/îô  =  Oî3iGaa8, 
on  trouvera 

a  =  0,901042,    .p  =  0»4474,     «  =  0,0069990  <Tî7- 


ii2.  Expression  linéaire  approchée  du  radical  /«* —  A',  relaiiue  à  des 
limites  quelconques  de  a  et  de  b.  —  Pour  offrir  une  seconde  application 
simple  du  principe  posé  en  dernier  lieu,  nous  nous  proposons  de  trouver 
la  valeur  linéaire  et  approchée  du  radical  ^a^—  b*.  Faisant  donc 

^à'—b'—  c  =  atf  -+-  p6 
et  supposant  qu'il  s'agisse  de  déterminer  a  et  p  pour  l'intervalle  compris 
depuis  T  =  ^  =  cot+  jusqu'à  -r  =  ^'=  coti^',  nous  aurons  à  considérer 
(Jig.  108)  l'hyperbole  équilatérale  c/i/n  représentée  par  l'équation 

et  ayant  Oc  =  c  pour  demi-axe  réel,  ou  plutôt  la  portion  mpn  de  cette 


hyperbole,  comprise  dans  l'angle  aOb  desab  positifs,  depuis  la  droite  On, 
formant  avec  l'axe  Oa  l'angle  nOc  =  ^^S  jusqu'à  la  droite  Om, formant  avec 
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le  même  axe  l'angle  mOc  =  4».  Or,  d'après  ce  qui  précède,  toute  la  diffi- 
culté de  la  question  consistera  à  trouver  l'équation  de  la  droite  m'/z*  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l'intervalle  compris  entre  la  corde  mn  de 
l'hyperbole  et  la  tangente  parallèle  la  plus  voisine  m'n*;  car  cette  équa- 
tion devra  être  identique  avec  l'équation  r  =  aa  -t-  pb,  et  la  limite  de 
l'erreur  aura  pour  valeur  le  rapport 

Tfiy  yi\  Tn"  représentant  les  intersections  respectives  de  l'axe  Oa  avec  les 
droites  mn^  m'n\  m'n'  suffisamment  prolongées. 

Nommons  a',  1/  les  coordonnées  de  m  et  a',  b'  celles  de  n,  réqnaUon 
de  la  droite  indéfinie  mn  sera 

b  —  b'^-n -Ja  —  à),     ou     b  =  -i -^a-^- b' —  a —, j*, 

de  plus  on  aura,  pour  déterminer  a\  b\  a",  b"  en  fonction  de  Y,  ^  et  c, 
les  relations 

desquelles  on  tire 

6'  —  //  _  a'-^a*  _  y/i—  tang'+  -♦-  y^i  —  tang^ '^' 

«'-  «'  "^  b'-^b""  tang4»  )/i  —  ta^g^^^'  -+-  \zng^'  y/i  -  tang»^' 

Observant  que,  dans  cette  expression,  tang^  et  \XhgY  ^^  sauraient  sur- 
passer Punité,  on  posera,  pour  la  simplicité, 

,  .1/  /      j»  V     b*—b'      sinw-T-sin»' 

tang^  =  cos»,    lang^^'  =  cosw',    d  où    —, j,  =  -^—, — ■ — r-« 

*^  '  ^^  a—a^       sm(w4-w') 

On  trouvera  pareillement,  et  dans  les  mêmes  hypothèses, 
,,       fb^—b'  î  —  cos(w -+-»') 

b*—  a'  -7 =   —  C :— 7 rr—  • 

a'  ~  a"  sin  (w  -+-  w'  ) 

Ces  expressions  sont  susceptibles  d'être  ramenées  à  une  forme  plus  simple 
encore,  en  posant  de  nouveau 

w  H-  w'  =  2  0",     w'  —  M  =  a  ^  ; 
on  obtient,  en  effet,  par  les  transformations  trigonométriques, 

b'—  b"  _  sinwjj-sinw'  _  cos^ 
a'  —  «*  ""  sin(w-hw')  "~  coso- 

,,        ,b'—b^  i~  cos(M-f-»') 

^'—  a'  -; -„  =  —  c  — r-7— ^ rr-  =  —c  tango-, 
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au  moyen  de  quoi  Téquation  de  la  corde  mn  devient 

,      cos*^ 

h  — a  —  c  tanga. 

COSff  ^ 

Reste  à  trouver  celle  de  la  tangente  friri  qui  lui  est  parallèle.  Or  il  est» 
évident  aue,  pour  l'obtenir,  il  ne  s*agira  que  d'écrire,  dans  la  précédente, 
que  m  coïncide  avec  n  ou  que  +'=  >|*,  «'=  Wj-et  partant  ^  =  o,  a  acqué- 
rant ainsi  une  valeur  inconnue  u  que  nous  représenterons  par  v'.  On  ob- 
tient, d'après  cette  considération,  pour  Téquation  de  la  tangente  /ti'/i', 

h  =  — ->  «  —  c  langa', 
coso^  ^    * 

dans  laquelle  on  a,  pour  déterminer  9', 

I         cos^  ,      cos^ 

ou    co8<r=^7^-, 


coso-      coso-  cosa 


puisque  la  tangente  doit  être  parallèle  à  mn. 

D*après  cela,  on  aura  évidemment  aussi,  pour  Téquation  de  la  parallèle 

équidistante  m'/i', 

,       cos^         r.  .         ,v 

^  =  ;:7;;r;;^  ~  -(tangcr  +  tanga'). 


COS<T 


Cette  équation  devant. être  identique  à  celle  c  =  aa  +  p^,  on  en  déduit 
finalement 

acos^  acos^cosi'         !iC0S<7 


p=- 


coso'(tang(T-i- tango')       sin(<r -h  <r')       sin(o--h<r') 
a  acosccoscr'  acos^o" 


tang ff -+- tang ff'  sin(ff-r-(7')   '      cos(îsin(<y -hc') 


Quant  à  la  limite  c  des  erreurs  proportionnelles  qu'on  risque  de  com- 
mettre, on  la  trouvera  en  observant  que  les  équations  ci-dessus  des 
droites  mn  et  m' ri  donnent,  en  y  faisant  6  =  0, 

^  (ang(TCos«T        sino-       ^  ,  .     , 

et  partant 

—  ^^*  ~  ^^^  -  ^"^^  —  sino''cos«î_  sinff  —  tango-'ccso- _  sin(<T— «r') 
~Oïî  -4-0ïî'~"  sina-t-  sino-'ccs^""  sino-  -t-  tango' coso""  sin(o-t-  o')* 

113.  Marche  à  suiçre  dans  les  calculs  numériques.  —  Toutes  ces  quan- 
tités, comme  on  voit,  se  calculeront  aisément  au  moyen  des  Tables  trigo- 
nométriques. 

A  cet  effet,  k'  et  X-  étant  les  limites  supérieure  et  inférieure  du  rap- 
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port  T  de  sorte  qu'on  ait  /*'>  X* >  i,  ou  X-  tout' au  moins  égal  à  i,  on 
calculera  les  angles  a>  et  w'  au  moyen  des  relations 

«  »  =  arc(  cos= -r}>     w'=  arc  f  cos= -p  j  ) 

ou 

log  cosw  =  lo  —  logX-,    log  cos«'  =  lo  —  logX^; 

après  quoi  on  déterminera  facilement  les  angles 


ff  = 


:,    ^=:: 


et  par  suite  Tangle  ?',  donné  par  la  relation 

COS<r'=  T^î       ou      l0gC08ff'=  10  H-l0gC0S<T  — l0gC0S<î. 

COh  0 

Connaissant  <r,(/  ei$  ainsi  que  les  logarithmes  de  cos(r  et  de  cosS,  on 
n'aura  plus  qu*à  chercher  dans  les  Tables  les  logarithmes  de  sin  (a  -h  v'), 
sin((r  —  a'),  pour  obtenir,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  ceux 
de  a,  p  et  1. 

114.  Exemples  particuliers  et  idée  des  limites  d^ approximation,  — 
Afin  d'acquérir  une  idée  des  limites  entre  lesquelles  il  est  avantageux  de 
substituer  la  fonction  da-^^b  au  radical  ^a^-^à'^  nous  supposerons 
d'abord  que  l'on  ait  X-  =  i ,  X-'  égal  à  un  nombre  quelconque  plus  grand 
que  l'unité,  ce  qui  revient  à  admellre  qu'on  doive  prendre  les  valeurs  du 
radical  depuis  a  =  b,  oii  il  est  nul,  jusqu'au  =  qd^,  où  il  se  réduit  à  a. 
Or,  cette  supposition  donnant 

&)  =  G,      0-  =  ^w',      ^=|«',      COSff'=I,      (3^=0,      «  =  1, 

on  voit  que  les  erreurs  commises  pourraient  devenir  égales  à  la  valeur 
même  du  radical  quand  a  serait  égal  à  6  ou  que  b  serait  nul,  etc.,  ce  qui 
n'est  pas  admissible;  mais,  quelque  près  que  X-  soit  de  l'unité,  pourvu 
qu'il  soit  plus  voisin  encore  de  X',  on  pourra  toujours  trouver  une  expres- 
sion linéaire  suffisamment  approchée  de  ^a^  —  à'. 
Supposant,  par  exemple,  X*  =  i,oi,  X'^  i,oa  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  supposant  qu*il  s'agisse  de  prendre  la  valeur  de  ^tr  —  6*  depuis 
a  =  i,oib  jusqu'à  a  =  i  ,oti6,  on  trouvera 

^  =  îî-=^  =  i*33'5a',i5,    <T  =  9•43'I^45, 
<r'=9*35'28'',85    et    1  =  0,006636, 


de  sorte  que  Terreur  commise  serait  au  plus  rb  de  ^a^  —  b\ 
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Quant  aux  valeurs  de  a  et  de  p,  elles  seraient,  dans  les  mêmes  hypo- 
«=5,9619,    p  =  5,8786. 

On  a  donc,  à  moins  de  -rfj;  près,  pour  Tintervalle  compris  depuis 
/i  =  1 ,01  b,  jusqu'à  rt  =  I  ,oa^, 


y/a'—é^^'rr:  5,9619/2 —5, 8786 Z>. 

A  mesure  ensuite  que  la  limite  supérieure  X*  du  rapport  de  akb  s'éloi- 
gnera de  I,  la  limite  inférieure  ^  pourra  elle-même  s'en  éloigner  de  plus 
en  plus  en  s'approchant  de  l'infini,  sans  qu'on  ait  à  craindre  des  erreurs 
graves  sur  l'approximation  linéaire  du  radical.  Supposant,  par  exemple, 
X'=  00  ou  cosw'  =  G  et  X-  =  1,1,  on  aura 

w'  =  90», .  «  =  24»  —  37'  —  a8", 
<T  =  57*— 18'—  44",    cos(r'=  cotff,    <t'=  5o'—  5', 

partant 

e  =  o,i3i9,    a  =  I,  i3i9  =  I  —  g,     p  =  0,72636. 

On  a  donc 

|//i^— 6*=  I ,  i3i9r/  —  o, 72636^, 

à  moins  de  |  près,  pour  toute  l'étendue  comprise  depuis  é  =  o  jusqu'à 
6  =  0,91a  environ. 

On  trouvera  de  même  que,  depuis  ^  =  o  jusqu'à  b  =  |a,  ou  de  a  infini 
jusqu'à  a  =  iby  on  a,  à  moins  de  o,oi86  ou  yj, 


v/«''  — /^'=  1, 018623  û  — 0,272944^. 

Il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen,  attendu  que,  dans 
les  applications  de  la  Mécanique  aux  machines,  les  radicaux  de  la  forme 
)/à*—b^  sont  rarement  à  considérer. 


115.  Approximation  linéaire  des  radicaux  de  la  forme  ^à^-¥-  b^-h  c'  (  '  ). 
—  Nous  en  dirons  autant  de  ceux  de  la  forme  ^a^-hb^H-c^  qui  représentent 


(•)  Méthodes  nouvelles  de  transformation  linéaire  de  ^a*-+-  ^'h-c*.  —  M.  Hor- 
vath  {Bulletin  de  la  Société  Philomathique  deParis^  t.  IV,  décembre  1867)  a 
snbstitaé  à^a"-i- ^*h-c*  le  trindme  ia-h/i^-f-vc  dans  des  conditions  telles, 
qu'en  considérant  a,  hy  e  comme  les  composantes  suirant  trois  axes  rectangu* 
laires  d'une  force  F,  l'erreur  relatiTe  commise  soit  aussi  petite  que  possible, 
lorsque  la  direction  de  cette  force  reste  comprise  dans  l'angle  trièdre  formé 
par  trois  droites  0F|,  OF.,  0F„  données  par  la  nature  même  de  la  question. 
M.  Honratb  arriTO  à  une  solution  simple  par  la  considération  d'une  sphère  et 
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la  résultante  de  trois  forces  rectangulaires  entre  elles  et  situées  dans 
l'espace.  D'ailleurs,  si  l'on  connaît  les  limites  entre  lesquelles  demeurent 
compris  les  rapports  des  composantes  «,  b,  c  ou  de  leurs  résultantes  par- 
tielles v^â'-f-  ^^ . . ,  on  pourra  toujours  ramener  ce  cas  au  premier  de  ceux 
que  nous  avons  examinés  dans  cette  Note.  Connaissant,  par  exemple,  les 
limites  entre  lesquelles  se  trouvent  compris  les  rapports  de  a  à  ^b^  -h  c' 
et  de  6  i  c,  on  aura  successivement 


a,  P,  a',  ^'  étant  des  nombres  obtenus  comme  cela  a  été  expliqué  précé- 
demment; mais  ici  les  erreurs  partielles  relatives  à  chaque  opération 
pourront  bien  s'ajouter,  et,  si  l'on  représente  par  $  et  $'  les  limites  des 
erreurs  respectivement  commises  dans  la  première  et  la  seconde  de  ces 
opérations,  ]a  plus  grande  erreur  absolue  qu'on  risque  de  commettre  sera 
évidemment  exprimée  par 

quantité  plus  petite  que  (^  -t-  f^'  y/à^-^  b^-^  c*). 


d'un  plan;  M.  Resal  {^Bulletin  de  la  Soctété  Mathématique  de  France,  t.  I,  n0  4) 
a  repris  la  question  par  une  méthode  basée  sur  la  considération  de  deux 
sphères;  cette  méthode,  tout  en  permettant  démettre  les  valeurs  X,  fi,  v  sons 
une  forme  élégante,  fait  reconnaître  que  la  somme  géométrique  F  peut  sortir 
de  l'angle  trièdre  admis  comme  limite  par  M.  Horrath,  pourvu  qu'elle  reste 
comprise  dans  le  cône  droit  à  base  circulaire,  circonscrit  au  trièdre.  En  dési- 
gnant par  f  l'angle  au  sommet  de  ce  cdne,  par  oc,  j8,  y  les  angles  formés  par 
l'axe  du  cône  avec  les  trois  axes  Oa^Ob,  Oe,  on  trouve 

cosg  __  C08/9  0O9V  _         ,p 


X  = -1     /*= —^     v  =  - et    €  =  tang'7» 

"  "  ""  4 

4 


cos'  Ç  cor'  -  COS*  7 


relations  dont  on  peut  déduire  celles  qui  correspondent  à  deux  variables  en 
faisant  y  ==  90^. 

Si  F  peut  occuper  une  position  quelconque  dans  l'angle  trièdre  rectangle, 
c'est-à-dire  si  l'on  ne  connaît  rien  sur  la  grandeur  relative  de  a,  b,  c,  on  trouve 

v/a'-f-^'H-c*  =  o,73'i(tf-h*-Hc)    et    f  =  0,268.. 
Si  l'on  sait  que  a  >  ^  >  c,  on  a 


^a*-î-**-T-c**  =  0,939  a -h  0,38964-0,2970    et    «=0,060.  (K.) 
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En  particulier,  si  Ton  sait  seulement  que  a'  >  ^*  -+-  c'  et  b^  >  c',  cm 
aura 

a  =  a'=o,96,     p=P'=o,4,     ^  =  *'=  0,03964, 

et  la  limite  de  Terreur  qu'on  risque  de  commettre  sera,  en  observant 
qu'ici  a'-+-  A'-h  c*>  a{6*-+-  c'),  au-dessous  de  la  quantité 

yJl?^T¥T7^  {s  -^  iVâpcî')  =  o,o5o7  y/â' -i- ô' -h  c\ 

IL  —  Sur  le  moment  total  et  le  bras  de  levier  moyen  des  résistances 
dans  la  vis  à  fUets  carrés  on  triangulaires  et  les  cônes  de  friction. 

116.  Recherche  du  moment  total  des  résistances  dans  l*hjrpothêse  où 
la  charge  se  trouverait  répartie  proportionnellement  à  l'étendue  de  la 
projection  des  éléments  hélicotdes,  sur  un  plan' perpendiculaire  à. l'axe» 
—  La  question  à  traiter  dans  cette  Note  consiste  à  rechercher  la  somme 
des  moments  du  frottement  sur  les  différents  éléments  hélicoïdes  dont  se 
compose  la  surface  du  filet  de  la  vis.  Nous  commencerons  par  rappeler 
succinctement  la  solution  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  lithographie 
de  Tannée  1826,  en  prenant  pour  base  les  considérations  du  n"*  83  et  en 
admettant,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que  la  charge  Q,  qui  agit  pa- 
rallèlement à  Taxe  de  la  vis  soit  distribuée  sur  les  éléments  hélicoïdes  de 
cette  vis,  proportionnellement  à  Tétendue  de  leurs  projections  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe;  ensuite  nous  essayerons  d'en  donner  une  solu- 
tion fondée  sur  des  hypothèses  qui  nous  paraissent  plus  conformes  à  la 
nature  physique  des  corps. 

Considérons,  pour  plus  de  généralité,  la  vis  à  filets  triangulaires,  qui 
nous  a  occupé  aux  n^  82  et  suivants  ;  conservons  d'ailleurs  toutes  les 
conventions  et  dénominations  du  premier  de  ces  numéros;  nommons  de 
plus 

r'  le  plus  grand  rayon  des  filets; 

r'  le  plus  petit  de  ces  rayons  ou  celui  du  noyau; 

dQ  la  portion  de  la  charge  totale  Q,  qui  agit  sur  Télément  hélicoïde  ayant 
pour  projection  horizontale  la  couronne  circulaire  dont  r  est  le  rayon 
moyen,  dr  la  largeur  et  ^nrdr  la  surface; 

dp  la  portion  de  la  puissance  horizontale  p,  qui  fait  directement  équi- 
libre à  la  charge  dQ  et  au  frottement  qu'elle  fait  naître  sur  Télément 
hélicoïde  considéré. 

n  est  clair,  d'une  part,  et  d'après  la  supposition  ci-dessus,  que  la  charge 
élémentaire  ^Q  aura  pour  expression 

/n  —      ^^^^^      r\  _     nrdr    ^ 
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d'autre  part,  que  la  puissance  dp  qui  lui  correspond  sera  donnée  par  la 
dernière  des  relations  du  n""  83,  en  y  remplaçant  Q  et  /^  par  dQ  et  dp. 
On  aura  donc 


dp  =  dO — — -?  -^  ; 

airr sin6  y/h^-h  ^-K^r'-^fh^h^ûn^b  -f-  ^-R^r^ 

et,  par  suite,  pour  le  moment  total  des  puissances  dp^  dont  p  serait  le 
bras  de  levier  moyen  ; 

_   /""'^^^  aQ        r^/isinAv/^'-h4^->'-4-a^r/v^>^'sin'^-t-4^V^^j. 

Cette  formule,  due  à  M.  Persy,  se  ramène  aisément  aux  transcendantes 
elliptiques,  et  elle  n'est,  en  conséquence,  point  intégrable  en  quantités 
finies;  mais,  le  fût-elle,  on  aurait  peu  à  gagner  à  en  rechercher  l'expres- 
sion générale,  à  cause  de  sa  complication.  On  doit  ici  se  borner  à  une 
simple  approximation;  or,  si  Ton  met  la  fraction  comprise  sous  le  signe 
d'intégration  sous  cette  forme 

/ 


cot« i/i-HcoFô  -f-  -;— 7  v'i-+-sin'6coiV/ 


V^i  -t-  cx>Va r-T  cot<7  yJi  -h  sin^6  cotV/ 

puis  que,  ayant  posé 

gi^=/',    cotrt=^  =  2,    sin^>  =  A',    cosA==^', 

on  la  développe  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  2,  qui  est 
toujours  moindre  que  l'unité;  elle  deviendra 

série  dans  laquelle  on  a 

A.  =  I  ^r,  A,  =/'»(!  -^r  )  -  \f'b'''-\rb'\ 

et  qui  est  tellement  convergente  pour  tous  les  cas  d'application,  qu'il 
sera  suffisamment  exact  d'en  retenir  seulement  les  trois  premiers  termes. 
Substituant  donc  cette  série  à  la  fraction  qu*elle  représente  dans  l'inté- 
grale ci-dessus,  et  intégrant  ensuite  de  r"  à  r\  apjrès  avoir  remplacé  éga- 
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lemeDt  z  par  sa  valeur  — j  on  obtiendra  finalement 

nouvelle  série  dont  il  suffira  également  de  retenir  les  trois  premiers 
termes  seulement  et  qui  fournit  des  valeurs  de  pp  qui  diffèrent,  en  gé- 
néral, très-peu  de  celles  qui  se  concluent  directement  de  la  formule  du 
n°  82  du  texte. 

417.  Cas  particulier  de  la  vis  à  filets  carrés,  —  Supposons,  par 
exemple,  ^'ou  sin6  =  i,  ce  qui  se  rapporte  au  cas  de  la  vis  à  filets  carrés, 
il  viendra 

/'=/,    A.=/,    A,  =  .-+-/',    A,=/(i-h/»), 
A,=A'+/').    A,=/'(n-/'),..., 

valeurs  rapidement  décroissantes  et  dont  la  loi  est  manifeste;  on  aura 
donc 


p^  =  l,  rdp  =  -  ^—jr^. /O 


+  (•+/')  :^Q+/(i+/')_„„,: 


27r  ^      ^  V        J    i  a TT* (/•'-+-/•*) 

-^P\} -+-/')  4-s^^^r7^)  log  p  -f-. . .  ;  . 

mais  il  est  aisé  de  reconnaître  que,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe,  rintégrale  est  susceptible  d'une  expression  finie;  car  on  obtient, 
soit  par  la  sommation  des  derniers  termes  de  la  série  ci-dessus,  soit 
directement  par  la  considération  de  la  forme  rationnelle  que  prend  alors 
cette  intégrale. 


a7i''(r'-hr") 


I      rrip=z  ~ ; „- — jQ-hli-i-P]  —  0-*-/(i-t-/')  — r--r 

J^       '^      3        r'-i-r"       -^^      ^      -^'aTT^     -^  ^       -^  '  a7i'(r' 

On  a  en  effet  ici,  à  cause  de  sin^  =  i  (82), 
frap  =  ^^J'^^±^dr 

=    ..       «.  /     J^-^(^-^J  )  — ^-^f — rV ^  f-r) ,w,  \(lr, 
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intégrale  qui,  prise  depuis  r  =  r"  jusqu'à  r=  r\  redonne  évidemment  le 
résultat  qui  précède. 

118.  Cas  particulier  des  cônes  de  friction,  —  Considérant  encore  le 
cas  de  h  =  o,  qui  se  rapporte  aux  cônes  de  friction  ou  aux  surfaces 
coniques  frottantes,  il  viendra  sur-ie-champ 

_  a  r'^-^r'r'-hr"^  ^,^  __  a  r'^-hry^H-r"*  /Q 

et  comme  on  a  aussi,  dans  les  hypothèses  actuelles,  au  moyen  des  va- 
leurs ci -dessus  de  dp  et  de  dQ, 


^  ~  r'^'-r'^  J  sin^  ~  sin^' 


il  en  résulte,  pour  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  du  frottement, 

expression  qui  est  la  même  que  celle  du  bras  de  levier  moyen  des  cou- 
ronnes circulaires  frottantes  (37). 

Quant  à  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  p  du  frottement  dans  le  cas 
général  des  vis  à  filets  triangulaires  ou  carrés,  on  l'obtiendrait  pareUle- 
ment  en  calculant  d'abord  la  valeur  de  p  pour  la  relation 

/»=  .-^/.'  (a.-^a.  ~ +A.45?  -^^'S^  ^•••)'"*' 

puis  divisant  par  cette  valeur  celle  de  pp  obtenue  ci-dessus;  mais  ces 
calculs  seraient  absolument  sans  intérêt. 

119.  Réflexions  critiques  sur  r  hypothèse  qui  sert  de  base  à  la  solution 
précédente,  —  En  effet,  l'hypothèse  sur  laquelle  ils  se  fondent  et  qui  con- 
siste à  supposer  que  la  charge  Q  se  distribue  uniformément  sur  la  sur- 
face de  la  projection  horizontale,  cette  hypothèse  est  trop  précaire  pour 
qu'elle  puisse  conduire  à  des  résultats  rigoureux  dans  les  applications,  et 
elle  ne  parait  pas  même  appuyée  de  considérations  physiques  plausibles. 
Â  la  vérité,  il  semble  assez  naturel,  au  premier  aperçu,  de  l'admettre 
pour  le  cas  des  couronnes  circulaires  frottantes  (37);  néanmoins,  on 
remarquera  que  la  supposition  d'une  répartition  uniforme  de  la  pression 
sur  les  éléments  des  surfaces  en  contact  entraîne  forcément  avec  elle 
la  conséquence  d'une  intensité  de  frottement  proportionnelle  à  l'étendue 
de  ces  éléments  et,  par  conséquent,  d'une  altération,  d'un  usé  d'autant 
plus  rapides  que  ces  mômes  éléments  sont  plus  éloignés  du  centre  de 
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rotation  ou  patcourent  de  plus  longs  chemins.  Or  celte  irrégularité  de 
l'usé  ne  peut  se  concilier  avec  l'hypothèse  de  la  répartition  uniforme  de 
la  pression,  à  moins  de  supposer  que  les  parties  voisines  de  Taxe  ne 
s'aéaissent  progressivement  ou  ne  se  refoulent  réciproquement,  de  ma- 
nière à  rétablir  sans  cesse  l'égalité  du  contact  ou  de  la  compression  du 
centre  à  la  circonférence;  ce  qui  n'est  pas  admissible,  en  général,  pour 
toute  espèce  de  corps,  ou  pour  tous  lés  modes  d'action  de  la  force  qui 
produit  la  compression  dans  le  sens  parallèle  à  Taxe  :  il  y  a  tout  lieu  de 
croire  que,  dans  la  plupart  des  cas,  la  pression  et  le  degré  de  rappro- 
chement dos  surfaces  frottantes  seront  plus  grands  vers  le  centre  qu'à  la 
circonférence,  de  sorte  que  le  bras  de  levier  moyen  du  frottement  et,  par 
conséquent,  son  moment  seront  aussi  plus  petits  que  ne  le  comportent 
les  formules  (37)  déduites  de  l'hypothèse  dont  il  s'agit;  mais  comme, 
en  définitive ,  on  est  obligé  de  négliger  dans  les  calculs  une  foule  de 
circonstances  qui  tendent  à  augmenter,  d'une  manière  plus  ou  moins 
sensible,  l'influence  des  résistances  passives,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun 
inconvénient,  pour  le  cas  des  surfaces  planes,  à  admettre  la  supposition 
qui  donne  la  plus  grande  valeur  au  moment  de  ces  résistances. 

On  voit,  d'ailleurs,  que  la  loi  de  la  distribution  des  pressions  dépend 
essentiellement  de  la  constitution  physique,  de  la  forme  des  corps  et  du 
mode  d'action  des  forces,  de  sorte  qu'on  ne  peut  rien  préjuger  à  l'avance 
sur  la  nature  de  ce^e  loi,  ni  même  sur  celle  de  la  proportionnalité  du 
frottement  à  la  pression  pour  les  différents  éléments  des  surfaces  en 
contact,  loi  qui  n'a  été  jusqu'ici  constatée  que  relativement  aux  corps  qui 
glissent  l'un  sur  l'autre  dans  une  direction  invariable  :  c'est  évidemment 
par  des  expériences  du  genre  de  celles  entreprises  par  l'illustre  Coulomb, 
sur  le  frottement  des  pointes  de  pivot  (*),  qu'on  pourra  arriver  à  la  dé- 
couverte de  ces  lois,  dont  l'importance  et  l'utilité  pratique  ne  sauraient 
être  mises  en  doute. 

120.  Hypothèse  sujette  à  contestation.  —  Quoi  qu'il  en  soit,  et  en 
admettant  même  comme  vraie  l'égalité  des  pressions  sur  les  éléments 
égaux  des  surfaces  frottantes,  ce  qui  revient  à  supposer  constante  la 
pression  sur  l'unité  de  ces  surfaces,  on  n'en  est  pas  pour  cela  autorisé 
à  admettre,  dans  le  cas  de  la  vis  à  filets  triangulaires,  que  la  charge  se 
distribue  proportionnellement  à  l'étendue  de  la  projection  horizontale  de 
chaque  élément,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  ;  car  l'inclinaison 
de  ces  éléments  variant  avec  leur  position  par  rapport  à  Taxe,  cela  re- 
vient dans  le  fond  à  supposer  une  inégalité  effective  de  la  pression  nor- 


(  *  )  Voir  le  recueil  de  divers  Mémoires  de  cet  auteur,  publié  par  M.  Bachelier, 
libraire,  sous  le  titre  de  Théorie  des  machines  simples. 
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maie  sur  l'unité  de  surface  de  ces  mêmes  éléments,  et  notamment  une 
pression  d'autant  plus  petite  que  chaque  élément  se  trouve  moins  incliné 
ou  se  rapproche  davantage  de  la  direction  verticale  qui  est  celle  de  Taxe 
de  la  vis.  Or  il  y  a  d'autant  plus  lieu  de  ne  point  admettre  cette  suppo- 
sition que,  d'après  les  réflexions  ci-dessus,  il  semble  naturel,  au  con- 
traire, de  penser  que  les  pressions  des  parties  voisines  de  Taxe,  et  qui 
tendent  à  s'user  le  moins  rapidement,  devraient  être  supérieures  à  celles 
des  parties  qui  en  sont  éloignées. 

121.  Solution  générale  dans  cette  noupeUe  hypothèse .  —  Pour  trouver, 
d'après  la  considération  d'une  pression  constante  sur  l'unité  de  surface^ 
la  valeur  de  la  puissance  p  qui  fait  équilibre  au  frottement  et  à  la  charge 
Q  de  la  vis,  dans  la  supposition  la  plus  générale,  nous  reprendrons  l'ana- 
lyse du  n°  87  et,  appelant  n  cette  pression  constante  pour  les  différents 
éléments  hélicoïdes  de  la  vis  et  de  Técrou,  nous  remarquerons  que  l'aire 
de  l'élément  qui  a  pour  projection  horizontale  la  couronne  circulaire 
airrcfr,  de  rayon  r  et  de  largeur  «/r,  est  mesurée  par  l'expression 

iTzrrlr 


sirif 


attendu  que  7  est  l'angle  d'inclinaison  constante  de  cet  élément  sur  l'axe 
de  la  vis;  par  suite,  la  pression  normale  et  totale  </N,  supportée  par  ce 
même  élément  aura,  de  son  côté,  pour  expression, 

„.       ITT  r  tir 

dS  =  — . n  • 

smf 

Substituant  cette  valeur  et  dp^  dQ  à  la  place  de  N,  ;>  et  Q  dans  les  équa- 
tions du  numéro  cité,  on  aura 

dQ  =  n  (  iTzrdr H — = — ■ rdr r€tr)t 

\  bm<j»  siuy  / 

.  (       s\x\^     .  j.    sina      .  \ 

dp  =  n\  2 r  - —  rdr -\-ijir rdr  \ t 

'^         \       sin^  "^     sm^        y 

ou,  en  mettant  pour  sina,  cos/7,  sin^  leurs  valeurs  en  fonctions  de  r  (83), 


rdp  =  n  I  hrdr  -, — —j —  r'dr  \  • 

Intégrant  ces  différentes  expressions  depuis  r  =  r''  jusqu'à  r  =r  r',  en 
considérant  n  comme  constante,  la  première  donnera  la  valeur  de/?; 
substituant  ensuite  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  elles  donneront 

celles  de  p  et  du  moment  total  p^  j  rdp  des  puissances  horizontales  p. 
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122.  Cas  particulier  des  cônes  de  friction,  —  Considérant  d'abord  le 
cas  particulier  des  surfaces  coniques  frottantes,  on  fera  A  =  o  dans  les 
équations  ci-dessus,  qui  donneront,  par  lintégration, 

0 /Q 

"      îr(r'^-r''*)(i-f./cot6)'     ^  ~  sin^-n/cos^' 

/•'•"    .                   ^r'^-t-rV-f-r"'  fQ 

X,    '^P  =  PP  =  3 ^^^7"-— sin6H-/cos6- 

La  valeur  de  p  s'accorde,  comme  on  voit,  avec  celle  qui  a  été  proposée, 
pour  le  même  cas,  dans  le  n*"  86  ;  de  plus,  le  rapprochement  de  cette 
valeur  et  de  celle  de  pp  montre  que  le  bras  de  levier  moyen  du  frotte- 
ment doit  être  ici  calculé  par  la  formule 

P~3  r'^r"         ' 

qui  appartient  aux  couronnes  planes  circulaires  (37);  enfin  cette  ex- 
pression de  p  est  aussi  celle  qui  a  été  trouvée  précédemment  dans  l'hy- 
pothèse  où  la  charge  Q  se  trouverait  répartie  uniformément  sur  la  pro- 
jection- horizontale  de  la  surface  frottante  des  cônes,  ce  qu'on  devait 
prévoir  a  priori^  puisque,  Tinclinaison  des  génératrices  de  ces  cônes  étant 
constante,  les  pressions,  pour  Tunité  de  surface  des  parties  frottantes  et 
de  leurs  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  doivent  aussi 
être  entre  elles  dans  un  rapport  invariable. 

123.  Cas  particulier  de  la  vis  à  filets  carrés.  ~  Considérons  encore  le 
cas  simple  de  la  vis  à  filets  carrés  pour  lequel  6  —  go""  ou  cot6  =  o,  sine  =  i , 
on  aura,  après  avoir  intégré  les  valeurs  de  c^Q,  dp^  rdp  de  r'=  r"  à 
r^r\ 

„__ Q A-4-/Tr(r-+r-) 

-  îT(r'*-  r"')  -'ffi[r'"-  r")'     ^  ~  ^  7r(r'-hr")  -'//i' 

Jr'     '•^-^P^^î  .(r'-^r^)^/A ' 

Faisant 

i{r'-^r'')  =  r^,    3 ^rz:;-;:- =P.i 

les  expressions  àep  eide  pp  prendront  la  forme  très-simple 
h-^ifi^r,  h-^-if-rrp 

28 
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(f  où  Von  éédttil,  posxr  rexpreBâîon  du  iuras  de  l«viQr.moyen  p  des  puis- 
aaBces  £(p, 

P-  /i -4- a/Trr,  '■" 

valeur  qui  se  confond  sensiblement  ayec  cdle  de  r,  quand  r^  diffère  lui- 
même  très-peu  de  p^. 

Supposant,  par  exemple,  r'  —  r"  au-dessous  de  i  r,  ou  r'  <  |  r',  on 
aura  p^  =  r,  à  moins  de  y^  près  (37),  ce  qui  justifie  la  méthode  de  cal- 
cul proposée  dans  le  texte  pour  la  vis  à  filets  carrés,  puisqu'ici  d'ail- 
leurs la  valeur  de  p  est  précisément  celle  qui  correspond  au  filet  moyen 
dont  /",  =  i {r'-^-r")  est  le  rayon. 

124.  Recherche  des  intégrales  relatwes  au  cas  général  de  lavis  à  filets 
triangulaires  par  les  considérations  de  la  Note  /.  —  Revenons  main- 
tenant au  cas  général  de  la  vis  à  filets  triangulaires;  on  aura  d'abord, 
pour  calculer  La  valeur  de  la  pression  n  sur  Funité  de  surface  de  ces 
.filets, 


Q=.«|  7r(,r«^ 


-fGOlhÇ     y/h' 


r")-h/cot^  /      y/h'sm^é  -f-  47rW/- 


8in^ 


et  ensuite,  pour  déterminer  p  et  p^, 


/;p=  /       rdp^n\\h{r'^—  r''^)-^-f-r   \       ^ —  ^   — r^drl. 

Reste  à  trouver  la  valeur  des  intégrales  qui  entrent  dans  ces  diverses 
expressions;  or  on  a  immédiatement 


v//i'sin'^-t-47rVrfr 


hHWb, 


=  i  r  v^/i'fiin*^  -H  4 7r*r  *  -I ^ log  (aTr  r  -h  vM'sin*^-r  47rV*). 

Posant  ensuite 
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il  viendra 

et,  par  conséquent. 


/ 


v/A»«in»ô-h  4'n*r»     . 
—  — - —  i^ar 


-  ^|^»og  (v/A'^-+-47rV^  ^  v^/i'sin»/5»-+.4trV'), 

cette  intégrale  et  la  précédente  devant  toujours  être  prises  depuis  r^r" 
jusqu'à  r=  r',  et  le  logarithme  qui  entre  dans  la  dernière  étant  hyper- 
bolique. 
Quant  aux  deux  autres  intégrales 

/V^A'siB'6-f-47rV^  ^/^  Ç^|f^^^b^^^7^r^  ^ , 

on  se  convainc  aisément  qu'elles  dépendent  des  transcendantes  ellip- 
tiques et  ne  peuvent  s'obtenir  en  quantités  finies  ordinaires,  de  sorte 
qu'on  doit  se  contenter  de  les  évaluer  par  approximation. 

A  cet  effet,  on  remarquera  qu'à  cause  de cota  on  a 

,         h      fia  /VA'sin'^-+-47rV        .    ,    , ,,,    .  . 

ar= 5-1       I  - — ,  —  =  smovu-cot'osm'a. 

%n  COS'fl       J        y/A'-f.47rV=^ 

Posant,  d'après  la  Note  I, 

l/i  -h  cot*^sin*/i  =  a  -f-  p  eotô  sin<7, 
il  viendra 

^   /      .    IL*                0  cosô\ 
=  —  (  flc  Bm«  tanga  -f-  6 ) , 

î8. 
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intégrales  qu*il  faudra  prendre,  à  leur  tour,  depuis  cota  =cotfl'  —  — —„ 
jusqu'à  cota  =  cota'= >  • 

125.  Limites  de  l ^approximation.  —  Quant  au  degré  d'approximation 
ainsi  obtenu,  on  remarquera  que  la  limite  supérieure  de  Terreur  qu'on  risque 
de  commettre,  en  remplaçant  v^i-hcot^^sin'a  par  a  -i-  p  cot^  sina,  ré- 
pond (Note  I),  aux  plus  grandes  valeurs  que  puisse  recevoir  cot^sinfi 
dans  les  applications,  c'est-à-dire  (88)  à  cot6  =:  i  ;  mais  la  valeur  des 

intégrales  ne  devant  être  prise  que  de  cota"  =  ;  à  cota'  = 


27r  r  aîfr 

et  la  première  de  ces  limites  demeurant  toujours  au-dessous  de  l'unité  et 

la  seconde  au-dessus  de  r w  >  on  voit  que  les  plus  grandes  valeurs  de 

la  quantité  coib  sina,  qui  entre  au  carré  sous  le  radical  ci-dessus,  demeu- 
reront comprises  entre 

/-  .  1  3  / — 

sma^-jv'a    ©t    Ring——  = =o,3/io 

\/i  4-  cof^a       vu-  9 

ou  entre 

0,70711    et    94865. 

Posant  donc,  d'après  la  Note  I, 

^  =  arc  tango, 94865  =  43°  —  29'--  25', 85, 
^1*'=  arc  tang  0,70711  =  35"—  i5'  —  52*, a6, 

on  trouvera 

«-eosH(ï-|l^^-^^^"-     P  =  c-5iH^FT)=^''^^- 

En  calculant  de  même  la  limite  c  de  l'erreur  proportionnelle  qu'on 
risque  de  commettre  en  substituant  a  -h  p  cot^  sina  à  v/iH-cot^"sîn'a, 
on  trouvera 

t  =  Ung^  1  (^[;  -  f  )  =  0,00129  <  y^. 

Cette  erreur,  comme  on  le  voit,  restera  toujours  très-faible,  et  elle  pourra, 
sans  inconvénient,  être  négligée  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Néanmoins,  comme  les  intégrales  ci-dessus,  de  même  que  celles  trou- 
vées en  premier  lieu,  ne  laissent  pas  que  d'être  pénibles  à  calculer,  nous 
pourrons,  avec  avantage  pour  certain  cas,  nous  servir  de  la  méthode  du 
développement  en  série. 
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126.  Dépehppement  de  ces  mêfnes  intégrales  en  séries.  —  Faisant, 
pour  abréger, 

on  aura  d'abord 


^  '  '  a. 4 

1.1.3  ^,^         ]_^A  b'*z*-^.. . , 
2.4.6  2.4.6.8  ' 

/  IVi  13  Ï-'       4  l'-^      I,  I.I.3.5       - 

^  '  "2.4  2.4.6  2.4.6.8 

séries  essentiellement  convergentes  tant  que  z  ne  surpassera  pas  Funité. 
Posant  ensuite 


V/A' 

sin'6  -4-  4irV 

27rr 

V/A' 

-.4«V'_,, 

on  trouvera,  en  représentant  par  p  l'exposant  \  des  quantités  radicales, 
afin  de  généraliser  les  résultats  et  de  mieux  mettre  en  évidence  la  loi  des 
coefficients  a^^  a,,  a^,.,.y 


1.2 


1.2         1  ^  '  I  1.2         ^  '' 

^(^ -.)(;>-.)(;> -3)'    _ 

■  1.2.3.4 

1.2.3        i^        '        1.2        1.2     ^        ^ 

,  ^^(;?-^iU^H>2),      ^,,. 
I  1.2.3         ^  '' 
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/?(/?-i)...(;?~/?-f-3)  p(p-^i)  ^^ 

I.3l...(«—  îl)  l.'-i 


.(/i-a) 

__;?(;?-i)  /g(/>-t-i)...(yp-h/i~  3) 
i.a  i.a...(/ï— a) 

j»  ;?(A?-n)...(A>-i-/z  — a)  f^ 


1  i.a.  ,.(/*  —  1) 

ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  |  relative  au  cas  actuel, 
a,  =1, 

*  a. 4. 6^  '       a. 4  a^  'a  a. 4  ^  '' 

I.I.3.5 ,        ,,..       1.1.3  I  ,        ,,^. 
■       a. 4.6. 8^  ^      a.4.6a^  ' 


a. 4.6.8.10^  '      a. 4. 6. 8  a' 

a.4.6a.4^       ^       a.4a.4.6^'      ^^       aa.4.6.8^'      ^  ^' 


La  loi  de  ces  coefficients  est  manifeste  :  ils  soat  alternativement  positifs 
et  négatifs,  et  ils  vont  en  décroissant  à  mesure  que  le  rang  des  termes 
auquel  ils  appartiennent  augmente  ;  ce  qu'on  peut  constater  aisément, 
même  pour  une  valeur  quelconque  de  p^  pourvu  seulement  qu'elle  soit 
plus  petite  que  l'unité;  car  si  Ton  prend  la  différence  de  la  valeur  absolue 
d'un  coefficient  quelconque  au  suivant,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  si 
on  les  ajoute  avec  leurs  signes,  enverra,  b'  étant  au-dessous  de  i,  que  le 
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signe  du  résultat  dépendra  uniquement  de  celui  de  la  somme  de  aos 


termes  qui  sont  indépendants  de  b',  c'est-à-^ire  qu'il  sera  précistoent 
le  même  qu'on  obtiendrait  en  faisant  b*  nul  dans  l'expression  des  coeffi- 
cients dont  il  s'agit.  Or  cette  supposition  rend  le  développement  ci-dessus 
identique  à  celui  de  la  fonction 


(l-f-zY  '^  l  A  1.2.3 

"^ 171374 ^--•- 

dont  les  coefficients  jouissent,  en  effet,  de  la  propriété  énoncée,  et  doi- 
vent d'ailleurs  être  identiques  avec  les  proposés  quand  on  fait  6'  =  o,  ce 
qui  donne,  en  général,  la  relation 

p{p^i).,Ap  —  n'^i)      ;?(/>— i)...(y»  — /1-+-2I  p 


1.2. ../l                                        I.2...(//  — l)                I 

^    ;7(;?-l)...(;?-/l-+-3)  ^{/^-+-l) 
1.2. ..(/I  — 2)                      1.2 

p{p—i)...(p  —  n-hi)p{p-*-i){p-h'i) 

I.2...(/ï  —  3)                           1.2.3               "^*** 

^p{p-i)  p{p-^i)..,{p-^n-3) 

1.2                      I.2...(/l  — 2) 

P  p(p-^l).,.(p-^n  —  2)_^;E>(/?-f-l)f;?-+-2)...(p-4-/|H-0 
^I              1.2. ..(/l—l)                                      i.2.3.../r 

=  0, 

dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  et  qui  mérite  d'être  remarquée  en  passant. 
Revenant  à  la  série  proposée,  nous  observerons  qu'elle  sera  constam- 
ment convergente  tant  que  z  ou ne  surpassera  pas  l'unité,  ce  qui 

comprend  tous  les  cas  de  pratique;  substituant  donc  cette  série  à  la  place 
de  la  fonction  qu'elle  représente  dans  nos  intégrales  et  remplaçant  de 
même  le  radical  ^Jh^sin^b-^  47rV  par  son  développement  trouvé  en  pre- 
mier lieu,  observant  d'ailleurs  qu'on  a 

,,        .    .  h  .  h    dz         j  h^    dz 

'  2  7rz'  27r   z»  47r'  z* 

,,  h'    dz 
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et  posant,  pour  abréger, 


z'  _r" 


Jr>  '^^   Jz'                        ^ 

X          v/Â'-,-4;rV         '       "  2fX        »/«-^2'    *'~       "'^       '. 

on  Irouvera  sans  difficulté 

2       w^                **»  a. 4        a 

I.I.3  fi-wM,„  «      I.I.3.5  (i  — w«) 


/»z^«- ^'"r     llZUl-!^'»^'"'^ 


2.4.6        4  a. 4.6.8        6 

S'=    -  ^ ^a.-h\og-û.z''^-h a.zT* 

a        »*        •         ^w   "  a 

4  6 

w         ''  I  '  3  * 

U  =  -    ^  û^  H •  û-  «*■  -h  ^ ÛT,  z"* 

3        w*         "  w         *  I         * 

H ô ''e  *    H r «g  2    -»-• . . .  , 

séries  dans  lesquelles  on  prendra 

^(û         L'~»"^      3\i-t-wy        5\i-+-w/       7\i-H«/  J 

si  mieux  on  ne  préfère  calculer  directement  ce  logarithme,  qui  est  hyper- 
bolique. 
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Les  séries  dont  il  s'agit  seront  rapidement  convergentes  dans  les  cas 
ordinaires  de  pratique,  attendu  que  o)  sera  toujours  fort  près  de  l'unité 

et  z"  au-dessous  de  -  ou  de  xj  et  comme  les  quantités  ^„  a^,  a,,.. .,  qui 

donnent  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  aux  termes  des 
séries  où  elles  entrent,  seront  nécessairement  des  fractions  assez  petites 
de  â^  =  I,  il  arrivera,  dans  la  plupart  des  cas,  qu'on  pourra  borner  l'ap* 
proximation  aux  deux  premiers  termes  des  valeurs  de  R',  S',  T'  et  U'; 
substituant  alors  ces  valeurs  ou  celles  de  R,  S,  T,  U  à  la  place  des  inté- 
grales qu'elles  représentent  dans  les  équations 

0  =  /i[;r(,.--  r")  ^/cot^R  _.[^t] 

^,.,..[i3^.^^^^(R'eos^^TV)], 

obtenues  plus  haut,  on  en  conclura  sur-le-champ  la  valeur  de  n  et,  par 
suite,  celles  de  ^,  p^  et  p,  dont  la  dernière  est  d'ailleurs  indép^endante 
de /t. 

427.  Comparaison  des  résultats  que  fournissent  les  nouvelles  formules 
et  celles  du  n^  87  du  texte  :  i*  pour  les  inclinaisons  très-grandes  des 
filets,  —  Pour  apprécier  maintenant  jusqu'à  quel  point  les  résultats  dé- 
duits de  ces  formules  peuvent  différer  de  ceux  qui  se  rapportent  à  la  for- 
mule du  n®  87  du  texte,  où  l'on  prend  pour  bras  de  levier  de  p  le  rayon 
|(r'-f-  r')  de  l'hélice  moyenne  des  filets  de  la  vis,  nous  admettrons  les 
données  du  premier  des  exemples  traités  au  n"^  88,  d'après  lequel  on  a 

/=o,i,    h'"^—  sin'^  =  cos'^  =  ^î 

cot/i=--— 7 r:  =  -     ou    //  =  - TT (/•'-+- r*), 

^  TTlr'-T-r")       u  2     ^  ' 

et,  par  conséquent,  z"-  - — -j  >  - ,  circonstance  qui  est  la  plus  défavorable 

possible  sous  le  rapport  de  la  convergence  des  séries  ci-dessus,  mais  qui 
ne  se  présente  jamais  dans  les  applications  relatives  à  la  vis  à  filets  trian- 
gulaires, et  qu'on  doit  seulement  considérer  comme  propre  à  donner  une 
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iàéeée  la  limite'  des  éeanrts  que  peuvent  présenter  le»  F^eultals  d«9dU 
verses  méttiodes  de  cafeui  qui*  nous  ont  oecapé.  D'ailleurs  on  voit,  povr 
la  valeur  ci-dessus  de  A,  que  oelle  de  z'  s'approchera  d'autant  plus  de 
Funité  que  r'  différera  davantage  de  r"  et  qu'elle  rattmndrait  précisément 
si  l'on  avait  r'=3r'^,  siippeaiticin  ina^iisBibie  dans  le  ca»  qui  naaseft- 
cape  de  ^  =r  45^,  anifiF  que  bous  adopterons*  avec  les  précédentes,  afin 
d'obtenir  la  limite  des  éôirts  relatifs  à  ThypeâièBe  qui  consiste  à  prendre 

pour  bras  de  levier  moyen  de»  résistances  le  rayon  -  (r'-n  r']  ici  égal 

Faisant  è"=  -  dans  les  expressions  de  a^j  a,,  a^,  <î^,  . . .,  on  trouvera 
d'abord 

/7j=i,    /7,  ~— o,a5,    rt,  =  0,21875,    ^7g= —0,195^1, 
^s— o>ï77^^i     ^10=  ""  o»'^''*9^4>    «„=o,i5i5G5, 

valeurs  qui  décroissent  continuellement,  mais  d'une  manière  excessive- 
ment lente.  Observant  ensuite  que  z'=  i,  «  =  -,  on  trouvera 

log  -  =  log3  =  1 ,098612, 

Il:'=4/i!fi»*37,.    S'=:3,7gpt3,    T'=i,88o»,    U'=  ft,2709y 

pourvu  que  Ton  pousse  très-loin  le  calcul  des  termes  qui  entrent  dans  les 
troi» dernières sériesv diont  les  valeurs^  esadas à  moins  d'une  «ûtédB  la 
troisième  décimale,  ont  d'aiileur»  été  obtenues  par  un  procédé  d'apprasir 
matioD  moin»  labonamc,  msis  dont  Texpesé  gpéaéral  n  serait  point  ici  à 
sa  place. 

Substituant  enfin  ces  vadeirs  de  R',  S',  T'  et  U'  dans  lesréquationB  es  Q, 
8,  /?,  (»  d'-dessus,  elles  dicmneront 

p  -  0,67030,    p  =  2,0383/*,    pp  =i,3663Qr*. 

D'après  les  résultats  du  n®  88  du  texte,  qui  se  rapporte  aux  supposi- 
tions actuelles,  on  aurait 

7^-0,660,     p  =  {(r'^r'')  =  ^r'',    pp^i.Z^Qm"; 

on  voit  donc  que  la  formule  du  n°  87  conduit  à  des  valeurs  un  peu  faibles, 
principalement  quant  au  moment  pp  qu'il  est  surtout  essentiel  de  consi- 
dérer; mais,  comme  la  difiérence  relative  à  ce  mooKwl,  ne  s'élève  qu'an 
âV  environ  de  la  plus  forte  des  deux  valeur»  ci-dessus,  qui  doit  être  ceoBés 
la  plus  exacte,  on  poum,  dans  bien  des  applications  pratiq;ue9,  se  con- 
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teaier  d'une  pareille*  approidinatien  et  se  borner  à  Temploî  de  la  fonnule 
du  If  ê7  peur  ]a  fiacilité  dbs  calcule. 

7?  Pour  lès  faibles  èmlinaison^  des  JBeis' sur  l*axe  de  la  vis,  —  COBsi* 
dérant  le  cas  où  les  filets  de  yïs  seraient  très-pev  inclinés  sur  Taxe,  on 
sappeserff,  comme  dan»  le  seeond  des  exemples^  du'  af  89, 

COt^  =  —p-^ =  0,0^, 

et  toujours  cot6  =  i  ^  on  sin^  =  ^^%=z  0,7071 ,  de  sorte  cpie,  si  la  vis  est 
à  filets  simples,  on  aura  r'—  r'=:  jA,  et,  par  suite,  en  combinaat  cette 
relation  avec  la  précédente, 

r'=  1,13409/'*,    » —.-7  =  0,8^177,     lbg-=o,ia583', 

/'  6> 

ce  qui  montre  qu'on  pourra,  sans  inconvénient  pour  l'exactitude,  négliger 
tous  les  termes  des  séries  de  R',  S',  T',  U'  qui  contiennent  z*  à  des  puis- 
sances supérieures  à  la  deuxième;  moyennant  quoi  on  aura  simplement 

^'"  l  (i  -')''«-^  ^og^^,z"=  o,  i43oa, 
T'=:  (l-i)«,+  (i-«)tf,z"=o,i34o4, 

Substituant  ces  valeurs  et  les  précédentes  dans  les  équations  en  Q,  p  et  p, 
on  en  déduira 

/7=o,i657Q,    p  =  i,o684r'',    /?p  =  o,i8n70''*, 

tandis  que,  d'après  les  résultats  du  n"*  88  déduits  de  la  formule  du  n""  87, 
on  aurait 

P  =  o,i649Q,    P  =  K'-'-^  '•')  =  «  ,o67o5r-, 
p^  =  0,1649.1,06705.0/"=  0,175960/-*. 

Ces  valeurs,  comme  on  voit,  diffèrent  encore  moins  de  leurs  correspond 
dantes  que  dans  le  premier  exemple,  ce  qu'on  pouvait  prévoir  à  Tavance, 
puisque  les  résultats  des  deux  méthodes  doivent  rigoureusement  se  con- 
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fondre  lorsque  r'=  r'  ou  «  =  i,  et  qu'ici  »  diffère,  en  effet,  très-peu  de 
Tunité.On  serait  même  étonné,  vu  cette  faible  différence,  que  les  r^ultats 
ne  se  rapprochassent  pas  davantage  pour  le  cas  qui  nous  occupe,  si  Ton 
n'avait  égard  à  l'énorme  influence  qu'y  exerce  le  frottement  en  raison  de 
la  faible  inclinaison  des  filets.  On  pourrait  s'assurer  en  effet,  par  un  nouvel 
exemple,  que,  pour  les  valeurs  de  cota  intermédiaires  entre  celles  des 
deux  précédents,  la  différence  entre  les  résultats  fournis  par  la  formule 
du  n^  87  et  celles  de  cette  Note  est  plus  petite  que  nous  ne  venons  de  le 
trouver,  même  quand  la  saillie  des  filets  est  très-comparable  au  rayon  du 
noyau,  en  sorte  que,  dans  ces  conditions,  il  sera  sufilsamment  exact  de 
s'en  tenir  à  la  formule  du  n"*  87  du  texte  ou  même  à  celle  du  n^  83,  qui, 
donnant  des  valeurs  un  peu  plus  fortes  pour  /?,  corrige,  en  partie,  le 
défaut  d'exactitude  de  la  première. 
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QUATRIÈME  SECTION. 

INFLUENCE  DES  VARIATIONS  DE  LA  YITESSE  SUR  LES  RÉSISTANCES. 


I.  ~  Des  RÉSISTANCES  DANS  LES  PIÈGES  A  MOUYEMBNT  VARIABLE 
PfiRIOPIQUE  OU  PER11ANENT(*). 

1.  Observations  générales  relatives  au  cas  oà  le  mouvement^ 
quoique  variable^  est  périodique  ou  permanent.  —  Jusqu'à 
présent^  nous  avons  supposé  les  variations  de  la  force  vive  des 
différentes  pièces  nulles  ou  tout  à  fait  insensibles,  en  sorte 
que  les  puissances  et  les  résistances  qui  les  sollicitent  étaient 
censées  se  faire  constamment  équilibre;  il  s'agit  maintenant 
d'examiner  ce  qui  arrive  lorsque  les  changements  de  la  vitesse, 
entre  deux  positions  données,  sont  appréciables,  quoique 
toujours  renfermés  entre  des  limites  plus  ou  moins  resserrées. 

Considérons  toujours  une  machine  composée  de  plusieurs 
pièces  ou  machines  simples,  et  remarquons  que  le  principe 
des  forces  vives  a  rigoureusement  lieu  pour  chacune  de  ces 
pièces  prises  séparément,  en  la  considérant  comme  soumise, 
d'une  part,  à  la  résistance  active  Q,  qu'il  faut  appliquer  à  la 
pièce  suivante,  du  côté  de  l'opérateur,  pour  vaincre  toutes  les 
résistances  réunies  en  y  comprenant  l'inertie  des  masses;  de 
l'autre,  à  la  force  motrice  P  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  au 
point  d'action  de  la  pièce  précédente,  pour  vaincre  et  la  résis- 
tance active  Q  et  les  résistances  passives  de  celle  que  l'on  con- 
sidère en  y  comprenant  l'inertie  des  masses  qui  y  entrent.  Or 
si,  comme  on  le  suppose  expressément  dans  la  théorie  des 
machines  en  mouvement,  la  force  vive  Ses  différentes  pièces 
demeure  comprise  entre  des  limites  fixes  et  ne  fait  simple- 
ment qu'osciller  entre  ces  limites,  en  redevenant  constamment 
la  même  après  un  certain  temps;  si,  de  plus,  on  suppose  qu'il 

(*)  Extrait  de  rédition  de  1836. 
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n'y  ail  point  de  choc,  Teffel  de  rinerlie  se  bornera,  pour  cha- 
cune d'elles,  à  faire  varier  continuellement  les  efforts  Q  et  P 
exercés  par  la  résistance  active  -et  par  -la  force  motrice,  de 
façon  que,  au  bout  d'un  certain  temps,  la  force  vive  étant  rede- 
veaue  la  laêiae,  il  n'y  aura  eu  d'aulve  conBommaïknn  d'ac- 
tion, de  la  part  du  moteur,  que  celle  qui  est  nécessaire  pour 
surmonter  la  résistance  qui  provient  réellement  du  travail  de 
la  machine  et  les  diverses  résistances  qui  naissent  des  pres- 
sions souffertes  par  les  parties  mobiles  et  en  contact.  Mainte- 
nant il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  forces  d'inertie 

dv 
m  -i->  que  nous  avons  désignées,  en  général,  par  <p  au  n**  36, 

Section  I,  et  qui  &oat  dues  à  la  variaUon  de  la  vitesse  dans 
chaque  élément  du  temps,  il  faut  remarquer^  dis-je,  que  ces 
forces,  combinées  avec  les  forces  variables  P  et  Q  qui  sollici- 
tent la  machine  simple  que  l'on  coasidière,  modifient  la  {pres- 
sion et  les  frottements  gui  auraient  lieu  sur  les  appuis  dans 
la  supposition  d'un  mouvement  exactement  uniforme;  la 
question  est  d'examiner  si  les  quantités  d'action  toXale,  absor- 
bées par  les  résistances  passives,  cmt  été  ou  non  altérées  par 
suite  de  la  variation  de  la  force  vive. 

2.  Relation  générale  entre  les  travaux  des  puissances  et  des 
résistances  des  pièces  de  rotation,  en  axant  égard  à  la  varia- 
tion de  la  vitesse  et  de  l'intensité  des  forces.  —  Considérons 
donc  une  machine  composée  de  plusieurs  pièces  qui  se  trans- 
mettent la  vitesse  de  proche  en  proche;  nous  supposerons 
que  ces  pièces  soient  à  mouvement  continu  et  disposées  de 
manière  que  leurs  vitesses  géométriques  dem^eurent  dans  des 
rapports  invariables,  ce  qui  est  le  cas  de  la  plupart  des  ma- 
chines employées  dans  les  aria.  Nous  admettons,  tomefûis, 
que  la  première  et  la  dernière  pièce,  c'esi^à-dire  le  récep- 
teur et  l'opérateur,,  puissent  être  des  pièces  à  mouvement  al* 
ternatif,  conduites  par  des  manivelies,  des  excentriques,  etc. 
Gela  posé,  voyons  l'influence  des  variaxiodS  de  la  vitesse  dans 
les  pièces  de  rotation  intermédiaires,  qui  se  composeroot 
ainsi  de  poulies,  de  treuils,  de  chaînes,  de  vis  sans  fin»  de 
roues  d'engrenages,  etc.,  telles  que  celles  dont  f^ms  avons 
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jusqu'à  présent  exaniiné  les  oonditions  d'équUilaire  ;  en  suppo- 
sant le  mouvement  exactement  uniforme  et  les  puissances  qui 
7  sont  appliquées  constantes,  il  résultera  de  ce  qui  précède 
que/ la  vitesse  étant  variable,  les  efforts?  et  Q  qui  solliciteiit 
chaque  pièce  le  seroot  aussi^  ^  nême  que  tes  résistances 
fuassiivesy  ^  que  Tiéquilibre  c'en  auca  pasmcniDs  lieni,  à  cfaaqae 
instant,  entre  ces  'dkfférentes  fonces,  pourvu  que  Ton  eom- 

dv  ,    * 

prenne  parmi  elles  les  forces  m  -7-  qui,  appliquées  à  chacune 

des  masses  m,  «n  sens  eonlraire  du  moovemeut,  seraient  ca- 
pables de  détruire  Taoeélération  de  vitesse  qui  a  néeliement 
Beu.  On  ^ura  d^oDC^  pour  -chacime  des  positions  de  la  macfaine 
simple  que  Ton  considère,  une  équation  analogue  à  celles  qui 
ont  éilé  établies  ppéoédemment,  et  dans  laquelle  chaque  terme 
sera  le  moment  d'une  certaine  force  ou  le  produit  de  cette 
force  par  son  bras  de  levier.  Or  on  a  dû  remarquer  que  toutes 
les  résistances  passives  des  pièces  de  rotation^  excepté  celles 
qui  proviennent  de  la  pression  sur  les  tourillons,  sont  ou 
constantes  ou  proportionnelles  simplement  à  Q,  et  que  d'un 
autre  côté  leurs  bras  de  levier  demeurent  constants  (•). 

Nommons  p  ei  q  les  bras  de  levier  tie  P  et  Q  à  un  instant 
donné,  a  celui  des  résistances  constantes  A,  ft  celui  des  résis- 
'tances  passives  proportionnelles  à  Q  et  qu'on  peut  représen- 
ter par  BQ,  enfin  p  le  rayon  des  tourilloiiis  ou  le  bras  de  levtief 
de  leur  frottement  /^N,  et  r  le  bras  de  levier  de  la  force  mo- 
trice <p  appliquée  k  la  masse  élémentaire  /n,  lequel  n'est  autne 
chose,  évidemment,  que  la  distance  de  m  à  l'axe  de  rotation; 
on  aura  pour  expo^imer  l'équilibre  à  chaque  instant, 

Pj?  —  Qy  -h  Aa  +  BQ6  +/'Np  -+-  2<pr, 


(*)  n  n'y  a  d'exception  que  pour  le«eul  cas  des  en^^onages,  attendu  que  la 
pTOBMQD  normale  éprouvée  par  les  dents  et  le  bras  de  lefvier  du  frottement  sont 
«arîahles.en  général  d'une  position  à  l'autre  des  foues;  mais  nous  avons  déjà 
fait  remarquer  que,  pendant  le  très-petit  instant  où  une  dent  est  en  prise,  on 
peut,  sans  aucune  erreur  sensible,  supposer  la  résistance  active  Q  constante,  et, 
calculant  en  conséquence  la  râleur  moyenne  du  frottement  censé  appliqué  aux 
circonférenoes  primitives  des  ronee,  Biibethiter  à  la  trâeitiible  résiatance  cette  ré- 
«Aianfie  pr(y>(»U«niifiUeÀ  Q. 
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équation    dans    laquelle    il    faudra    attribuer    aux    forces 
(f^  m-TT  le  signe  qui  leur  convient  et  qui  est  celui  même 

de  dv. 

Soit»  en  général,  d6  Tangle  élémentaire  décrit  par  un  rayon 
quelconque  du  treuil,  dans  Tinstani  infiniment  petit  où  l'on 
considère  l'équilibre  des  forces;  en  multipliant  par  dO  tous 
les  termes  de  l'équation,  chacun  d'eux  exprimera  le  travail 
élémentaire  de  la  force  correspondante  dans  l'intervalle  dont 
il  s'agit;  car  qdO,  par  exemple,  ne  sera  autre  chose  que  le 
petit  chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  Q  dans  sa  di- 
rection propre,  et  ainsi  des  autres.  Prenant  donc  l'intégrale  de 
chaque  terme  entre  deux  instants  quelconques,  l'équation 
donnera  la  quantité  d'action  totale  que  devra  dépenser  la 
puissance  P  sur  la  machine;  on  aura  ainsi 

Cvpde==:   C  QqdB'T'Aae-h—  f  QqdQ 

-h  jfp^de^lm  f'^rde, 

puisque  nous  supposons  les  bras  de  levier  q,a,hyO  constants. 
Cette  relation  revient  au  fond  à  celle  qui  a  été  posée  et  dis- 
cutée  en  général,  aux  n^'Sl  et  suivants  (Section  I),  si  ce  n^est 
que  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  ici  censé  sur  Taxe  de  ro- 
tation; en  supposant  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  ajouter 
au  second  membre  un  nouveau  terme  drMH  relatif  au  poids 
M  de  la  machine;  or  nous  avons  fait  voir  (22,  Section  I)  que 
ce  terme,  ainsi  que  celui  qui  est  relatif  aux  forces  motrices  9, 
disparaît  de  l'équation  toutes  les  fois  que  l'on  prend  1^  in- 
tégrales entre  deux  instants  où  la  position  et  la  vitesse  des  diffé- 
rentes masses  sont  redevenues  les  mômes,  ce  qui  est  précisé- 
ment l'hypothèse  d'où  nous  sommes  parti  (1);  du  moins  nous 
avons  supposé  que  le  temps  pour  lequel  on  prend  les  quantités 
d'action  ou  les  intégrales  comprend  une  série  de  révolutions 
de  la  machine  assez  considérable  pour  que  la  variation  de  la 
force  vive  puisse  être  regardée  comme  insensible  par  rapport 
à  la  quantité  d'action  totale  développée  par  la  puissance  ou  con- 
sommée sur  l'outil,  en  sorte  que  le  mouvement  est  censé 
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devenu  permanent,  quoique  périodique.  Maintenant  on  voit 
que  la  difficulté  d'avoir  la  quantité  d*action  de  P  se  ré- 
duit uniquement  à  avoir  celle  de   /  N^d,  puisque  celle  de 

1  Q q  9d  est  censée  donnée  directement  par  l'expérience  ou 
par  le  calcul  établi  sur  la  pièce  précédente. 

3.  Circonstances  du  mouvement  variable  oà  l'on  pourra  cal- 
culer les  diverses  quantités  d'action  des  puissances  et  des  ré-- 
sistances.  —  Pour  être  en  état  d'exécuter  l'intégration,  il 
faudrait,  en  effet,  connaître,  en  fonction  de  d,  la  valeur  des 
quantités  P,Q  et  9  qui  entrent  sous  le  radical  de  N,  aussi  bien 
que  celle  de  la  force  centrifuge  qui  tend  également  à  presser 
les  tourillons  et  qui  est  variable  à  chaque  instant  avec  la  vi- 
tesse et  la  position  du  système;  or  c'est  ce  qui  n'est  pas,  du 
moins  en  général.  Heureusement  il  arrive  presque  toujours, 
pour  les  machines  bien  construites  et  bien  établies,  que  cette 
difficulté  disparaît  entièrement,  soit  parce  que  les  pièces  de 
rotation  sont  exactement  centrées  ou  symétriques  par  rapport 
à  l'axe,  soit  parce  que  les  puissances  P  et  Q  sont  elles-mêmes 
distribuées  symétriquement  autour  de  cet  axe  ou  sont  paral- 
lèles entre  elles  et  au  poids  M  du  treuil.  D'une  part,  la  somme 
des  pressions  dues  à  la  force  centrifuge  est  évidemment  nulle 
à  chaque  instant  et  pour  chaque  position  du  treuil,  aussi  bien 

dv 
que  toutes  les  forces  élémentaires  <p  ou  m^>  qui  sont  dis- 
tribuées symétriquement  autour  de  l'axe  et  sont  égales  deux 
à  deux,  quoique  de  direction  contraire;  de  l'autre,  le  radical 
qui  ne  contient  plus  que  les  forces  variables  P  et  Q  et  le 
poids  constant  M  s'abaisse  au  premier  degré:  par  exemple,  il 
est  rare  que  l'axe  ne  soit  pas  ou  horizontal  ou  vertical;  dans 
le  premier  cas,  les  efforts  P  et  Q  sont  ordinairement  paral- 
lèles et  verticaux,  en  sorte  que  N  se  réduit  à  la  somme  de 
P,  Q,  M  pris  avec  les  signes  convenables;  dans  le  second,  M 
disparaît  du  radical  et  P,  Q  sont  parallèles  et  horizontaux, 
ou  bien  Q  se  compose  de  plusieurs  puissances  égales  et 
distribuées  symétriquement  autour  de  l'axe,  en  sorte  que 

29 
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Teffort  qui  en  résulte  sur  cet  axe  est  nul;  mais,  en  admettant 
même  que  P  et  Q  forment  les  angles  constants  a  et  ^  avec  la 
verticale  ou  la  direction  du  poids  M,  leur  résultante  N  étant 
de  la  forme  ^{M  -|-Pcosa4-Qcos(3)* -+-(Psina-+-Qsin(3j2  ou 
en  général  \/a'  -t-  6%  on  pourra  remplacer  sa  valeur  par  l'ex- 
pression rationnelle  aa-i-bë,  conformément  à  la  Note  I,  Sec- 
lion  IIL  Ainsi,  pour  tous  les  cas  qui  arrivent  ordinairement 
dans  la  pratique,  non-seulement  Téquation  posée  ci-dessus  ne 
renfermera  aucune  trace  des  forces  9  et  de  la  force  centrifuge, 
mais,  en  outre,  elle  sera  linéaire  dans  les  deux  intégrales 

I  Ppd9,    l  QqdO,  dont  Tune  est  le  travail  de  la  puissance 

motrice  qu'il  s'agit  de  calculer,  et  dont  l'autre  est  celui  de  la 
résistance  active  censée  donnée  ou  déjà  calculée  pour  la 
pièce  précédente  ;  il  sera  donc  très-facile  d'obtenir  la  valeur 
de  la  première  d'une  manière  suffisamment  approchée,  par  la 
résolution  d'une  équation  du  premier  degré. 

&.  Dans  les  pièces  à  mouvement  continu  dont  il  s'agit,  il 
est  permis  de  remplacer  les  vitesses  et  les  forces  variables  par 
leurs  valeurs  moyennes,  —  Maintenant  je  remarque  que,  si 
l'on  suppose  Q  et  P  remplacés  par  leurs  valeurs  moyennes, 
celle  de  Q  étant  déjà  donnée  ou  trouvée,  et  qu'on  procède  au 
calcul  du  travail  que  doit  développer  P,  en  regardant  le  mou- 
vement comme  exactement  uniforme  et  de  la  manière  qui  a 
été  expliquée  dans  le  cours  de  la  Section  III,  le  résultat  au- 
quel on  parviendra  ne  différera  en  aucune  manière,  ou  du 
moins  ne  différera  que  d'une  quantité  tout  à  fait  négligeable, 
de  celui  qu'on  obtiendrait  en  ayant  égard  à  la  variation  de  la 
vitesse  et  des  forces,  comme  on  vient  de  le  montrer  précédem- 
ment. Ainsi,  dans  les  circonstances  très-étendues  dont  il 
s'agit  ici,  on  pourra,  pour  toutes  les  pièces  à  mouvement  de 
rotation  continu,  établir  le  calcul  de  la  force  motrice  comme 
si  elle  devait  être  constante,  et  réduire  la  difOcultéde  la  ques- 
tion à  celle  de  déterminer  les  rapports  des  quantités  d'action 

I  ^pdQ   j  QqdO,  pour  les  pièces  extrêmes  de  la  machine  qui 

seraient  à  mouvement  alternatif,  ce  qui  rentre  dans  la  théorie 
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toute  particulière  des  moteurs  et  des  outils,  dont  il  ne  peut 
être  question  ici. 

Cette  conséquence  justifie  d'ailleurs  a  posteriori  et  com- 
plètement ce  qui  a  été  dit  ou  avancé  dans  les  Sections  I  et  III, 
relativement  à  la  manière  de  calculer  la  force  motrice  ou  les 
résistances  passives  d'une  machine»  quand  la  vitesse,  quoi- 
que périodique  et  permanente,  est  cependant  variable  à  chaque 
instant.  Nous  supposons,  il  est  vrai,  que  les  pièces  de  rotation 
que  Ton  considère  sont  exactement  centrées  et  symétriques 
autour  de  Taxe;  effectivement,  il  est  de  la  plus  grande  impor^ 
tance  qu'elles  le  soient,  pour  éviter  les  causes  de  l'irrégularité 
du  mouvement  et  tous  les  inconvénients  qui  peuvent  naître 
de  l'action  de  la  force  centrifuge  et  des  forces  motrices  (p  sur 
les  tourillons  des  pièces.  Il  n'y  a  véritablement  que  des  cas 
très-rares,  même  dans  les  mauvaises  machines,  où  ces  con- 
ditions ne  soient  pas  remplies  à  très-peu  de  chose  près.  Mais 
en  supposant  même  que  les  forces  <p  et  les  efforts  sur  Taxe 
provenant  des  diverses  masses  m  ne  s'entre-détruisent  pas, 
comme  la  vitesse  et  la  force  vive  ne  font  qu'osciller  entre  des 
limites  qu'on  suppose  resserrées,  et  que  les  directions  de  ces 
différentes  forces  changent  périodiquement  avec  la  position 
de  la  pièce  de  rotation  à  laquelle  elles  sont  appliquées,  il 
arrivera  que  leur  résultante  agira  périodiquement,  tantôt  pour 
augmenter,  tantôt  pour  diminuer  la  pression  des  tourillons, 
en  sorte  qu'il  y  aura  à  peu  près  compensation. 

II.  —  Influence  des  changements  brusques  de  la  vitesse. 

Principes  généraux. 

5.  Rappel  des  lois  générales  du  choc  des  corps  qui  se  meu- 
vent parallèlement  à  eux-mêmes.—  Nous  avons  indiqué,  dans 
la  Section  I,  la  manière  générale  dont  on  doit  tenir  compte 
des  pertes  de  travail  qui  surviennent  lors  d'un  changement 
brusque  quelconque  de  la  vitesse,  mais  il  est  nécessaire  de 
développer  davantage  ces  idées,  pour  être  en  état  de  passer 
aux  applications  spéciales. 

Nous  rappellerons  :  i®  que  la  durée  des  chocs,  tels  qu'en 
éprouvent  les  machines,  est  généralement  négligeable,  par 
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rapport  à  celle  du  temps  pendant  lequel  on  considère  leur 
mouvement,  ce  qui  tient  au  peu  de  compressibilité  des  corps 
dont  elles  sont  composées;  d'où  résuite  que  les  quantités  de 
travail  développées  pendant  le  choc,  par  les  forces  autres  que 
celles  de  compression,  ou  de  réaction,  ou  d'inertie,  sont  né- 
gligeables par  rapport  à  celles  dues  à  ces  dernières  forces,  et 
qu'on  n'aura  à  s'occuper  que  de  celles-ci;  a*  que  les  pièces 
qui  subissent  ce  choc  étant  constituées  de  façon  que  les  alté- 
rations de  formes  qu'elles  éprouvent  sont  en  elles-mêmes 
fort  petites,  le  système  se  trouve,  après  le  choc,  sensiblement 
dans  les  mêmes  conditions  de  liaisons  géométriques  qu'au- 
paravant; d'où  il  suit  que  les  vitesses  de  chacune  des  parties 
en  contact  seront,  à  chaque  instant  du  choc  et  après,  dans  les 
mêmes  rapports  qu'auparavant. 

Nous  ferons  ensuite  remarquer  que  la  direction  suivant  la- 
quelle les  corps  se  compriment  et  réagissent  l'un  sur  l'autre 
est  celle  de  la  normale  commune  au  point  de  contact  de  ces 
corps,  de  sorte  que  les  forces  de  compression  développées 
pendant  l'acte  du  choc  sont  elles-mêmes  dirigées  suivant 
cette  normale,  ainsi  que  les  vitesses  perdues  et  gagnées  par 
les  deux  corps  à  chaque  instant,  par  suite  de  leur  action  réci- 
proque. De  plus,  la  durée  du  choc  n'étant  jamais  nulle,  bien 
que  très-courte,  la  pression  et  la  vitesse  varient,  pendant  cette 
durée,  par  degrés  insensibles,  depuis  l'instant  où  la  compres- 
sion a  commencé  jusqu'à  celui  où  elle  finit. 

Il  résulte  du  principe  de  l'action  égale  et  contraire  à  la  réac- 
tion (n^  13,  Section  I)  que  les  forces  développées  pendant  le 
choc  doivent  faire  équilibre  à  la  résultante  des  forces  d'inertie 

(p  =  m  -7-9  dues  au  changement  de  vitesse  qu'elles  ont  produit 

au  même  instant,  pour  chaque  corps,  dans  la  direction  de 
sa  normale  commune  avec  l'autre.  Ainsi  m  et  m'  étant  des 
éléments  de  masse  de  deux  corps  que,  pour  la  simplicité,  nous 
supposerons  sphériques  et  animés  des  vitesses  parallèles  v 
et  v',  on  aura,  en  appelant  P  la  pression  exercée  à  un  instant 
quelconque  par  l'un  des  corps  sur  l'autre. 
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dv 
La  pression  et  les  forces  d'inerlie  ^rn^  qui  seront  milles 

à  rinstantoù  la  compression  commence,  augmentent  sans  cesse 
dans  les  instants  suivants,  jusqu'à  celui  qui  correspond  à  la 
plus  grande  compression,  où  ces  forces  acquièrent  leur  plus 
grande  valeur  et  où  les  vitesses  des  deux  corps  sont  égales. 
Passé  ce  terme,  les  ressorts  moléculaires,  en  se  débandant, 
tendent  à  restituer  au  corps  choquant  une  portion  de  la  vitesse 
qu'il  a  perdue  et  à  augmenter  encore  celle  que  le  corps  cho- 
qué a  gagnée,  et,  si  Télasticité  des  corps  était  parfaite,  la  somme 
des  forces  vives  redeviendrait  exactement  la  même  qu'avant 
le  choc,  tandis  que  les  vitesses  v  et  v\  suivant  la  normale^ 
seraient  altérées,  de  façon  que  la  perte  et  le  gain  absolus  de  la 
vitesse  seraient  doublés  pour  chaque  corps.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  restitution  de  la  force  vive,  perdue  pendant 
l'acte  du  choc,  n'aura  Heu  que  pour  les  corps  élastiques  et  en 
proportion  de  leur  élasticité. 

Pour  les  corps  entièrement  dénués  d'élasticité,  le  choc 
finit  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression,  où  les  vitesses 
normales  sont  devenues  égales;  or,  à  cet  instant,  la  force 
vive  perdue  à  la  fois  par  les  deux  corps  est,  selon  le  principe 
de  Carnôt,  rigoureusement  égale  à  la  somme  des  forces  vives 
dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées,  en  sorte  que  la  moitié 
de  cette  force  vive  exprime  la  quantité  d'action  absorbée  pen- 
dant l'acte  de  la  compression ,  et  qui  désormais  doit  être 
retranchée  de  la  quantité  d'action  fournie  par  le  moteur  à  la 
machine. 

6.  Expressions  générales  de  la  vitesse  et  de  la  force  vive 
perdues  par  chaque  corps.  —  Comme,  dans  la  plupart  des 
circonstances,  les  chocs  ont  lieu  entre  corps  peu  élastiques 
et  qui  restituent  à  la  fin  de  la  plus  grande  compression 
une  très-faible  partie  de  l'action  qui  avait  d'abord  été  ab- 
sorbée par  les  ressorts  moléculaires,  ce  principe,  qui  a 
lieu  pour  un  nombre  quelconque  de  chocs  simultanés,  sera 
très-utile  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  a  priori  la  vitesse 
possédée  par  les  corps,  avant  et  après  le  choc,  ainsi  que  leur 
direction.  Soient  en  effet  V,  v  ces  vitesses  respectives  pour  une 
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masse  quelconque  M  (fig.  109)  et  u  la  vitesse  perdue;  nom- 
mons M  V,  uv  les  angles  formés  par  les  directions  de  V  et  i'  avec 

Fig.  109. 


la  partie  de  la  normale  commune  au  corps  M  et  à  celui  qui  le 
choque,  qui  est  du  côté  de  V,  en  sorte  que  cos  a  V  et  V  seront 
essentiellement  positifs,  on  aura  pour  la  vitesse  et  la  force 
vive  perdues  par  M 

«  =  VcosaV  —  ('COS  fit',     mu^  =  m{\cosuY  —  f  cos  ac)**, 

ce  qui  est  évident  d'après  ce  qui  précède,  ou  si  Ton  observe 
que  la  vitesse  u  n'est  autre  chose  que  la  résultante  de  la  vi- 
tesse Vavant  le  choc  et  de  la  vitesse  c  après  le  choc,  prise  en 
sens  contraire  de  sa  direction;  car  cette  résultante  est  la 
somme  des  projections  des  composantes  sur  sa  direction 
propre. 

Lorsque  la  vitesse  après  le  choc  n'est  pas  immédiatement 
donnée,  le  principe  de  Carnot  n'est  plus  d'un  grand  secours, 
attendu  qu'on  est  obligé  de  rechercher  directement  cette 
vitesse  au  moyen  des  lois  du  choc,  déduites  du  principe  de 
d'Alemberty  comme  on  en  verra  bientôt  des  exemples  parti- 
culiers. Le  cas  le  plus  général  et  en  même  temps  le  plus  ordi- 
naire,  où  le  théorème  de  Carnot  reçoit  son  application,  est 
celui  où  l'un  des  corps  conserve  une  vitesse  que  l'on  peut 
considérer  comme  sensiblement  constante  avant  et  après  le 
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choc»  soit  parce  que  sa  quantité  de  mouvement  est  très* 
grande  par  rapport  à  celle  de  l'autre  corps,  soit  parce  que  les 
quantités  de  mouvement  qui  lui  ont  été  communiquées  ou 
enlevées  par  suite  du  choc  ont  été  immédiatement  consom- 
mées ou  restituées  par  des  puissances  ou  des  résistances 
étrangères  à  ce  choc.  Ce  dernier  cas  se  présente  ordinaire- 
ment lorsque  des  chocs  plus  ou  moins  faibles  se  succèdent 
à  des  intervalles  égaux,  très-rapidement  et  pour  ainsi  dire 
sans  discontinuité;  on  en  trouve  des  exemples  dans  le  choc 
des  fluides  contre  leurs  propres  molécules  ou  contre  des 
corps  étrangers,  tels  que  les  roues  hydrauliques,  dont  la  vi- 
tesse demeure  sensiblement  uniforme  par  une  cause  quel- 
conque. Dans  ces  diverses  circonstances,  on  pourra  se  borner 
à  prendre,  pour  la  perte  de  force  vive,  celle  qui  est  due  à  la 
vitesse  perdue  par  le  corps  dont  le  mouvenîent  a  changé  d'une 
manière  notable,  en  supposant  qu'il  conserve  après  le  choc 
la  vitesse  constante  de  l'autre. 

7.  Expression  de  la  force  vive  perdue  par  le  choc  de  deux 
corps  dont  l'un  conserve  une  vitesse  sensiblement  constante.  — 
Cette  proposition  n'étant  point  évidente  a  priori  et  étant 
très-utile  pour  les  applications,  nous  croyons  nécessaire  de 
la  démontrer  ici. 

Soient  m,  m'  deux  jnasses  non  élastiques,  qui  se  choquent 
avec  des  vitesses  dont  les  composantes/!^,  v',  suivant  la  nor- 
male commune  au  point  de  contact,  soient  dirigées  dans  le 
même  sens;  soient  u,  u'  les  vitesses  normales  perdues  par  les 
deux  corps,  et  enfin  w  celle  qu'ils  possèdent  en  commun  sui- 
vant la  normale,  à  la  fin  du  choc  on  aura,  comme  on  sait, 

mv  -\-  m!  v'  rn  (v  —  v*) 

m  -h  m^  m-i-  mf 

m  -h  m'  ^ 

la  force  vive  totale  perdue  sera  donc,  d'après  le  principe  de 
Carnot, 

m-y  m'  ^  ' 
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Supposons  maintenant  que,  par  une  cause  quelconque^  l'ac- 
croissement ou  la  diminution  de  vitesse  éprouvé  par  la 
masse  m'  à  la  fin  du  choc  soit  immédiatement  détruit  l'in- 
stant d'après,  en  sorte  qu'elle  reprenne  la  vitesse  v'  au  corn* 
mencement  d'un  nouveau  choc  semblable  au  premier,  et 
ainsi  de  suite;  il  en  résultera  que  la  vitesse  de  m'  suivant  la 
normale  commune  au  point  où  s'exerce  l'action,  quoique 
variable,  oscillera  entre  les  limites  v'  et  w  très-resserrées,  et 
qu'on  pourra  considérer  cette  vitesse  comme  sensiblement 
uniforme  et  ayant  une  valeur  moyenne  &>  qui  diffère  très-peu 

de  la  moyenne  arithmétique entre  les  vitesses  limites; 

W  -4-  c' 

on  pourra  donc  prendre  w  = >  surtout  si  i' s'écarte  beau- 
coup de  v'  dans  l'expression  de  la  perte  de  force  vive  trouvée 

.   .            ^                                            .        mv  -^  m'v'  . 

ci-dessus.  Or,  en  mettant  pour  w  sa  valeur dans  la 

relation  aw  =  (v  -{-  i'',  on  en  déduira 

2(m  -h  m')a>  =  me  4-  (am'  -h  m)i/, 

ou,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  (2m'  4-  m)  v, 

,       2  (  m  -I-  m'  )  (  c  —  (^  6> 
7.m  -i-m 
et 

;  [V  —  O    =  -S 7 ^  (<'  —  Wp      M- 

m -h  m  '  {im! -^  mY  ^ 

Celle  dernière  expression  de  la  force  vive,  qui  est  enliè- 


(*)  On  arrive  à  un  résultat  exactement  semblable  pour  les  corps  qui  ne  sont 
pas  entièrement  privés  d'élasticité;  car  en  représentant  par  n*  la  fraction  de 
force  vive  restituée  par  les  ressorts  moléculaires  après  l'instant  de  la  plue 
grande  compression,  on  trouverait  (^rcAtV^rcfure  hydraulique  de  Bélidor,  p.  i3i. 
Note  ai  de  Navier)  pour  l'expression  de  la  perte  de  force  vive,  ai  étant  la 
vitesse  moyenne  donnée  de  m!  suivant  la  normale,  laquelle  oscille  ici  entre  le» 
limites  f^  et  w  -+-  n  (  w  —  v^\ 

quand  m'  est  très-grand  par  rapport  à  m,  la  valeur  approchée  devient  simple- 
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rement  rigoureuse  en  prenant  pour  w  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  /  et  w,  varie  extrêmement  peu  avec  m',  pourvu 
seulement  que  m!  ne  soit  pas  au-dessous  de  m;  en  effets  si 
Ton  y  suppose  successivement 

elle  prend  les  valeurs 

dont  les  extrêmes  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  |  de  la  plus 
grande  d'entre  elles,  qui  est  aussi  la  plus  grande  de  toutes. 
On  pourra  donc,  sans  erreur  sensible,  prendre  m(v^(ùy 
pour  la  perle  de  force  vive,  pourvu  seulement  que  la  masse  m', 
qui  conserve  une  vitesse  sensiblement  uniforme  suivant  la 
normale  commune  aux  corps  qui  se  choquent,  n'ait  pas  une 
valeur  plus  petite  que  celle  de  l'autre  corps,  ce  qui  est  le  cas 
de  presque  toutes  les  applications.  D'ailleurs,  si  les  masses  m 
et  mf  avaient  des  vitesses  contraires,  l'expression  de  la  force 
vive  perdue  serait  m{v  -{-  w)'  et  elle  deviendrait  simplement 
mo)^  ou  /n(^%  si  la  vitesse  v  o\X(ù  était  nulle;  dans  tous  les  cas, 
il  ne  faudra  pas  oublier  que  les  vitesses  <;  et  o)  sont  estimées 
suivant  la  vitesse  normale  commune  au  point  où  s'exerce  le 
choc. 

8.  Moyen  général  de  calculer^  dans  le  cas  des  machines, 
la  perte  de  force  vive  due  aux  chocs,  —  Revenons  maintenant 
à  la  question  générale  du  choc.  Nous  avons  supposé  jusqu'à 
présent  que  les  corps  étaient  entièrement  libres  et  se  mou- 
vaient parallèlement  à  eux-mêmes  avant  et  après  l'instant  du 
choc,  de  sorte  que  les  molécules  respectives  étaient  animées 


ment  (i  —  n*)  m(v  —  u)*,  laquelle  est  entièrement  rigoureuse  lorsqu'on  sup- 
pose m' infini  ;  mais  si  mf  ne  surpasse  pas  beaucoup  m,  on  ne  pourra  prendre 
cette  dernière  expression  qu'autant  que  n  serait  petit.  Par  exemple,  si 
m'  s=  m  et  A  =  j-,  on  trouve  que  la  perte  de  force  vive  devient 

1 ,06  (1  —  »)  wi  (f»  —  «)", 

quantité  qui  ne  diffère  que  de  iV  environ  de  celle  qui  répond  à  m'=  oo  . 
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de  vitesses  égales  et  parallèles;  or  il  en  est  rarement  ainsi 
dans  les  macbinesy  dont  les  pièces  sont  assujetties  à  des  mou- 
vements déterminés.  Pour  calculer,  dans  ce  cas,  la  perte  de 
force  vive  survenue  dans  le  système,  il  faudra  considérer  la 
machine  comme  décomposée  en  ses  différentes  pièces  sim- 
ples et  ne  s'occuper  que  de  ce  qui  se  passe  dans  chacune 
d'elles  séparément.  On  remarquera  en  effet  que,  quand  un 
choc  survient  au  point  de  contact  de  deux  pièces  quelcon- 
ques d'une  machine  composée,  la  vitesse  et  la  force  vive 
étant  altérées  en  même  temps,  il  se  développe  sur  chacune 
d'elles  (1  )  et  des  forces  de  compression  P,  P'  agissant  norma- 
lement en  ses  points  de  contact  avec  celle  qui  la  précède  et 
celle  qui  la  suit  immédiatement,  et  des  forces  motrices  9 

ou  m  ^  dues  au  changement  de  vitesse  éprouvé  par  chaque 

masse  m  dans  l'élément  du  temps;  d'ailleurs,  ces  différentes 
forces,  exprimables  en  des  poids,  occasionnent,  sur  les  points 
d'appui  fixes  ou  mobiles,  des  pressions  que  nous  représente- 
rons, en  général,  par  N  et  qui  donneront  lieu  à  des  frottements 
qu'on  peut  encore  représenter  par/N,  attendu  que  les  lois  du 
frottement  s'étendent  au  cas  où  les  pressions  varient  d'intensité 
pendant  le  mouvement  (').  Cela  posé,  il  y  aura,  à  chaque  instant, 
équilibre,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  entre  les 
différentes  forces  P,  F,  9, /N  prises  dans  une  direction  con- 
venable et  facile  à  déterminer  dans  chaque  cas;  mais  comme 
le  corps  ne  peut  prendre  qu'un  seul  mouvement  géométrique, 
il  n'y  aura  pareillement  qu'une  seule  équation  d'équilibre, 
qu'on  obtiendra  de  la  manière  déjà  souvent  indiquée. 

En  formant,  pour  les  diverses  pièces  simples  de  la  machine, 
les  équations  d'équilibre  analogues,  qui  seront  presque  tou- 
jours linéaires  dans  les  quantités  P,  P'  et  9  et  ne  contien- 
dront aucun  terme  indépendant  de  ces  quantités,  puisqu'il 
proviendrait  de  forces  étrangères  à  l'acte  de  la  percussion  et 
serait  par  conséquent  négligeable;  en  observant  en  outre  que 


(*)  Nouvelles  expériences  sur  le  frottement ^  par  M.  Morin,  3*  Mémoire 
{Recueil  des  Mémoires  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  par  des  Savasus 
étrangers,  t.  VI,  i835). 
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les  équations  d'équilibre,  relatives  aux  pièces  extrêmes  de  la 
machine,  ne  contiendront  qu'une  seule  force  P  ou  P',  puisque 
ces  pièces  ne  sont  soumises  qu'à  un  seul  choc,  il  serait  facile 
de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  forces  de  compression 
inconnues  P,  P'  en  fonction  des  forces  motrices  <p  correspon- 
dantes, et  même  on  en  déduirait  une  équation  unique  entre 

dv 
toutes  les  forces  9  ou  m  -y-  considérées  à  un  instant  quel- 
conque du  mouvement,  et  qui,  étant  linéaire  comme  les  pre- 
mières, pourrait  être  intégrée  immédiatement,  et  donnerait 
ainsi  pour  chaque  instant  du  choc  la  relation  qui  lie  entre 
elles  les  vitesses  et  les  quantités  de  mouvement  possédées 
par  les  différentes  molécules  matérielles  de  toute  la  machine. 
Mais  comme  la  question  n'est  pas  de  déterminer  la  valeur 
des  forces  P,  F  et  de  la  vitesse  pour  chaque  instant  du  choc, 
et  qu'on  ne  connaît  pas  d'ailleurs  la  loi  que  suivent  les  forces 
motrices  9,  on  se  contente  de  considérer  ce  qui  se  passe  à 
l'instant  de  la  plus  grande  compression  pour  en  déduire  la 
vitesse  possédée  par  les  différentes  masses  m  et,  par  suite,  la 
perle  de  force  vive  éprouvée  par  toutes  ces  masses  :  or  l'équa- 
tion ci-dessus  suffit  pour  cet  objet,  en  la  supposant  intégrée 
depuis  l'instant  où  la  compression  commence  jusqu'à  celui  où 
elle  finit.  En  effet,  à  ce  dernier  instant,  la  vitesse,  suivant  la 
normale  commune  au  point  de  contact  de  deux  pièces  quel- 
conques est  devenue  la  même  pour  ces  pièces,  en  sorte  qu'on 
peut  immédiatement,  d'après  la  constitution  géométrique  du 
système  et  les  conditions  de  la  liaison,  exprimer  la  vitesse 
d'une  masse  ou  d'un  point  quelconque  par  celle  de  l'un 
d'entre  eux  choisi  arbitrairement;  l'équation  donnera  donc, 
en  supposant  que  Ton  connaisse  la  vitesse  avant  le  choc,  la 
vitesse  du  point  dont  il  s'agit  après  le  choc,  et  par  suite  celle 
de  tous  les  autres  points  de  la  machine.  Ainsi,  en  retranchant 
de  la  force  vive  qui  a  lieu  avant  le  choc  celle  qui  a  lieu  à  l'in- 
stant de  la  plus  grande  compression,  on  aura  l'expression  de 
la  force  vive  perdue. 

9.  Procédé  plus  simple  pour  arriver  au  même  but,  les  corps 
étant  toujours  censés  sans  élasticité.  —  Celte  marche  n'est 
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pas  celle  que  l'on  suit  d'ordinaire;  on  lui  en  substitue  une 
autre  plus  simple,  qui  dispense  de  toute  intégration  et  qui 
conduit  aux  mêmes  résultats ,  mais  qui  paraîtra  peut-être 
moins  claire  et  moins  facile  à  saisir  dans  les  conséquences 
qu'elle  offre  relativement  aux  résistances  passives  dévelop- 
pées pendant  le  choc.  La  méthode  dont  il  s'agit  a  été  em- 
ployée par  Poisson  dans  son  beau  Mémoire  relatif  aux  EffeU 
du  tir  d'un  canon  sur  les  différentes  parties  de  son  affût,  Mé- 
'  moire  qu'on  ne  peut  trop  recommander  de  lire  et  de  méditer 
à  tous  ceux  qui  désirent  approfondir  la  question  du  choc  dans 
ses  applications  à  la  pratique,  et  dont  les  réflexions  précé- 
dentes pourront  peut-être  servir  à  faciliter  l'étude  en  quel- 
ques points.  L'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  considérer 
les  forces  de  percussion  exercées  aux  points  de  contact  des 
diverses  parties,  c'est-à-dire  les  quantités  de  mouvement  to- 
tales développées  ou  détruites  en  ces  points  comme  une  suc- 
cession ou  une  somme  de  pressions  donnant  lieu  à  des  frotte- 
ments mesurés  par  le  produit  de  ces  quantités  de  mouvement 
et  du  coefficient  ordinaire  du  frottement  relatif  aux  substances 
en  contact,  puis  d'exprimer,  d'après  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  qu'il  y  a  équilibre,  dans  chaque  pièce  simple,  entre  toutes 
les  quantités  de  mouvement  perdues  ou  gagnées  qui  y  sont 
relatives.  Ainsi,  en  représentant  par  P,  P'çet/N  les  quan- 
tités de  mouvement  dont  il  s'agit  pour  l'une  quelconque  des 
pièces  ou  machines  simples  du  système,  on  arrivera  à  des 
équations  entièrement  semblables  à  celles  que  nous  avons 
envisagées  d'abord  entre  les  forces  motrices,  et  qui  pourront 
en  être  censées  les  intégrales.  Éliminant  donc  entre  elles  les 
forces  de  percussion  P,  P'  qui  sont  inconnues,  on  arrivera  à 
une  équation  unique  entre  les  quantités  de  mouvement  per- 
dues par  les  différentes  masses  m  de  la  machine;  d'où  l'on  dé- 
duira, comme  précédemment,  mais  sans  intégration,  la  vitesse 
à  la  An  du  choc  ou  de  la  plus  grande  compression,  au  moyen 
de  celle  qui  avait  lieu  auparavant,  et,  par  suite,  la  perte  de 
force  vive. 

10.  Cas  où  les  corps  sont  parfaitement  ou  imparfaitement 
élastiques,  —  On  obtiendra  donc,  comme  on  voit,  la  perte  de 
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force  vive  à  Tinstant  où  elle  est  la  plus  grande  possible,  ce 
qui  convient  aux  corps  entièrement  privés  d'élasticité  (7); 
dans  le  cas  des  corps  plus  ou  moins  élastiques,  il  faudra 
rechercher  la  vitesse  conservée  par  chaque  corps,  à  la  fin 
du  choc,  au  moyen  de  celle  qu'il  possède  à  Tinstant  de  la 
plus  grande  compression,  vitesse  que  l'on  calculera  toujours 
comme  on  vient  de  l'Indiquer  précédemment;  or  cette  re- 
cherche ne  souffre  point  de  difficulté  lorsque  l'on  connaît  le 
degré  d'élasticité,  c'est-à-dire  la  portion  de  vitesse  perdue  qui 
est  restituée,  en  sens  contraire,  par  les  ressorts  moléculaires 
après  l'instant  de  la  plus  grande  compression.  Si,  en  effet, 

u  est  la  vitesse  d'une  masse  quelconque  m  à  l'Instant  dont  il 
s'agit; 

V  sa  vitesse  avant  le  choc  ; 

n  la  portion  de  sa  vitesse  perdue  et  qui  est  restituée; 

V  la  vitesse  à  la  fin  du  choc  ou  de  la  compression; 

les  vitesses  V,  t^  et  a  ayant  ici  nécessairement  la  même  di-- 
rection  ou  étant  dirigées  suivant  la  même  droite,  V—  w, 
n(V  —  w)  seront  l'une  la  vitesse  perdue  d'abord,  l'autre  la 
vitesse  restituée  ensuite  en  sens  inverse  de  V;  en  sorte  que 
l'on  aura 

expression  dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  u  sa  valeur 

trouvée  ci-dessus.  La  force  vive  perdue  par  la  masse  m  et  par 

toutes  ses  semblables,  à  la  fin  du  choc,  sera  ainsi  représentée 

par 

lm\^-lmv^z=lm\'  ~  lm[u{i  -f-  /i)  -  /iVp. 

Quand  les  corps  seront  parfaitement  élastiques,  on  aura 

n=  I 
et 

sur  quoi  il  est  essentiel  d'observer  que  la  perle  de  force  vive 
ne  sera  pas  nulle  dans  le  cas  actuel,  attendu  que  les  corps 
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sont  soumis  à  des  résistances  passives  pendant  la  durée  de 
l'acte  de  la  percussion  (*). 

Après  ces  considérations  générales  sur  la  manière  d'évaluer 
la  perte  de  force  vive  occasionnée  par  les  chocs  dans  les  ma- 
chines, considérations  qui  nous  paraissent  indispensables  pour 
en  bien  faire  saisir  l'esprit  dans  chaque  cas  particulier,  nous 
allons  donner  quelques  applications  qui  se  présentent  dans 
toutes  les  machines  où  l'outil  agil  sur  la  matière  du  travail 
par  une  suite  de  percussions  ;  tels  sont  les  pilons,  les  mar- 
teaux, etc.;  nous  en  verrons  d'autres  applications  par  la  suite, 
à  l'occasion  de  la  perte  de  force  vive  éprouvée  par  les  fluides, 
quand  la  vitesse  de  leurs  molécules  reçoit  un  changement 
brusque  quelconque. 

III.  —  Applications. 

Du  choc  des  cames  et  des  pilons. 

11.  Relation  entre  l'effort  exercé  par  la  came  sur  le  men- 
tonnet  pendant  le  choc  et  les  diverses  résistances.  —  Consi- 
dérons un  pilon  [Jig.  no),  qui  est  choqué  par  une  came 
à  développante  de  cercle  fixée  à  l'arbre  horizontal  d'une  pièce 


(^)  Oapourrsjiit  croire  qu'en  estimant  ainsi  la  perte  de  force  vive  due  aux  frotte- 
ments qui  s'exercent  pendant  le  choc  on  n'aurait  tenu  compte  que  de  ceUe 
qui  a  lieu  avant  l'instant  de  la  plus  grande  compression,  mais  on  se  trompe- 
rait, car  les  quantités  do  mouvement  m  (V  —  u ),  perdues  à  cet  instant,  sont 
altérées  en  raison  du  frottement,  et,  en  prenant  «(V  —  u)  pour  la  vitesse  res- 
tituée en  sens  contraire,  c'est  supposer  que  la  quantité  de  mouvement  égale- 
ment restituée  après  la  plus  grande  compression  est  altérée  par  le  frottement 
d'une  quantité  proportionnelle  à  celle  dont  elle  l'a  été  avant  cet  instant.  II 
est,  en  outre,  bien  évident,  d'après  cela,  que  la  perte  de  force  vive  provenant 
du  frottement  sera  plus  forte  pour  les  corps  élastiques  que  pour  les  autres,  en 
sorte  que,  si  les  corps  en  partie  élastiques  diminuent  la  perte  de  force  vi%'e  sons 
un  certain  rapport,  ils  l'augmentent  sous  un  autre;  raison  de  plus  pour  ne  pas 
tenir  compte  de  la  force  du  ressort  des  corps  peu  élastiques,  tels  que  ceux  qui 
sont  en  usage  dans  la  plupart  des  oas.  Remarquez  d'ailleurs  que,  pour  les  corps 
plus  ou  moins  élastiques,  le  premier  choc  peut  être  suivi  de  plusieurs  autres  qui 
absorbent  plus  ou  moins  de  force  vive;  cet  effet  a  lieu,  par  exemple,  sur  les 
tourillons  d'une  roue  soumise  à  un  choc,  attendu  qu'ils  peuvent  rejaillir  et 
retomber  alternativement  contre  les  parois  de  leurs  coussinets. 
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de  rotation  ;  nous  supposerons  que  le  point  où  se  fait  le  choc 
est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  Taxe  sur  la  droite  pri- 
mitive ou  verticale  des  points  de  contact  de  la  came  et  du 


mentonne't.  A  cet  instant  et  pendant  toute  la  durée  du  choc, 
le  pîlon  résiste  à  l'action  ou  à  l'effort  P  exercé  par  la  came 
parallèlement  à  son  axe,  en  vertu  de  son  inertie  et  avec  une 
intensité  égale  à 

0  dv  dv 

en  désignant  toujours,  comme  aun""  31  (Section  III],  son  poids 
par  Q  et  appelant  dv  l'accroissement  élémentaire  de  vitesse 
qu'il  reçoit  dans  l'élément  de  temps  dt. 

Cette  force  <p  agit  dans  la  direction  de  la  tige  du  pilon  et  à 
une  distance  x  du  point  de  contact  m  de  la  came  et  du  men- 
lonnet,  et  la  force  P  tend  à  appuyer  cette  tige  contre  les  pri- 
sons et  à  y  produire  des  frottements  tout  à  fait  analogues  à 
ceux  que  nous  avons  appris  à  calculer  au  n^  31  de  la  Section  III  ; 
à  chaque  instant  du  choc,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  la  pres- 
sion P  de  la  came  sur  le  mentonnet,  la  résistance  9  développée 
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par  rinertie  du  pilon  et  les  diverses  résistances  passives,  forces 
devant  lesquelles  le  poids  Q  du  pilon  est  négligeable;  nous  au- 
rons, en  conservant  toutes  les  notations  du  numéro  cité  ('), 

Dans  cette  expression»  les  quantités  ^  et  /  sont  constantes, 
attendu  qu'il  n'y  a  pas  de  déplacement  sensible  pendant  toute 
la  durée  du  choc;  on  peut  donc  poser 

f  0 


en  désignant  par  m'  une  quantité  constante,  analogue  à  une 
masse,  puisqu'elle  est  le  produit  de  la  masse  ^  par  un  facteur 

numérique. 
La  relation  ci-dessus  donne 


d'où 


/ 


^di=  -. 7î TvTTï :  —  (/=m'(^, 


en  supposant,  ainsi  qu'il  arrive  ordinairement,  que  le  pilon 
parte  du  repos. 

12.  Quantité  de  travail  qui  doit  être  développée  sur  le  men- 
tonnet  pendant  la  durée  du  choc.  ~  Nous  ne  connaissons  pas 
la  loi  de  la  variation  de  v  en  fonction  du  temps  /,  et,  par  con- 
séquent, nous  ne  pouvons  pas  obtenir  la  valeur  de  P  pour 
chaque  instant  de  la  compression  ;  mais  il  est  facile  de  calcu- 
ler la  quantité  de  travail  total  que  cet  effort  P  doit  .développer 
pendant  l'acte  du  choc.  En  effet,  en  désignant  par  dy  le  chemin 


(')  La  théorie  du  choc  des  cames  et  des  pilons  ou  des  marteaux  est  exposée 
dans  l'édition  de  1836;  nous  reproduisons  ici  la  rédaction  de  l'édition  de  i836 
qui  est  plus  détaillée.  ~  Foir  la  Note  du  no  31,  Sect.  III.  (K.) 
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parcouru  dans  rélément  de  temps  dt  par  le  point  m  d'appli- 
cation de  la  force  P,  nous  aurons 

9dr- i ^^dr 

'"'^-  i-t,fx  -ff  {i-2r)gdi  ''^' 

ou,  en  intégrant,  et  supposant  /  —  2/ constant,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  ci-dessus, 


/ 


Pdr=  -  -, T. :ërm ;  —  (;«=:^m'c% 


ce  que  Ton  pouvait  prévoir  a  priori,  puisque  nous  savons  que 
la  quantité  de  travail  qu'une  force  doit  développer  sur  une 
masse  m'  pour  lui  imprimer  une  ,vîlesse  finie  v  dans  sa  direc- 
tion propre  est  numériquement  égale  à  la  moitié  de  cette  force 
vive. 

13.  Relation  entre  les  forces  qui  agissent  autour  de  l'arbre 
à  cames  pendant  le  choc.  —  Si  nous  examinons  maintenant  ce 
qui  se  passe  autour  de  Tarbre  à  cames  et  que  nous  appelions 

m  un  élément  de  la  masse  de  cet  arbre  et  des  pièces  de  ro- 
tation, concentriques  à  son  axe,  ordinairement  distribuées 
symétriquement  autour  de  cet  axe; 

r  la  distance  de  cet  élément  à  Taxe  C  de  rotation  ; 

fù  la  vitesse  angulaire  de  Tarbre  à  un  instant  quelconque  du 
choc, 

la  vitesse  de  l'élément  m  sera  roiy  et  la  force  vive  de  Tarbre 
aura  pour  expression 

2mr^  représentant  la  somme  des  moments  d'inertie  de  toutes 
les  pièces  qui  tournent  avec  Taxe  C.  La  variation  de  cette  force 
•vive  dans  l'élément  du  temps  dt  de  la  durée  du  choc  sera 

attendu  que  la  vitesse  décroît  pendant  le  choc. 

La  quantité  de  travail  élémentaire  développée  pendant  le 
même  temps  par  la  force  P  est 

Pr'wrf/, 

en  appelant  r'  le  rayon  du  cercle  développé  pour  tracer  la  came. 

3o 
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Quant  au  frottement  sur  les  tourillons,  il  n'est  dû  qu'à  la 

force  P,  attendu  que  toutes  les  forces  d'inertie  m  -t—  des 

molécules  matérielles  m  se  détruisent  deux  à  deux,  puisqu'on 
les  a  supposées  symétriquement  réparties  autour  de  l'axe. 

On  a  donc,  pour  le  travail  élémentaire  de  ce  frottement, 
p  étant  le  rayon  des  tourillons  et/  le  rapport  du  frottement  à 

la  pression, 

/Ppwrf/, 

et  l'équation  du  principe  des  forces  vives  donne 

—  &)rfû)2mr»=rPr'&)rf^-f-/,Ppwrf/ 

ou  * 

—  rfwlmr»  =  P r' c?/ -f-/.  Pp  rf/ =  P (r' -h/ p) rf/, 

ou,  en  intégrant  depuis  le  commencement  du  choc,  où  Ton  a, 
par  hypothèse,  «  =  û  et  /  =  o,  jusqu'à  la  valeur  «, 


[a 


-w)2mr»=:(r'-h/.p)  fprf/; 


mais,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  on  a,  entre  les 
mêmes  limites,  c'est-à-dire  à  la  fin  du  choc. 


( 


J?dt  =  m'if  =  m'(ùr'=  -, 7, ^^^rri :  ~a,r' 


attendu  que,  vu  le  peu  d'élasticité  de  la  came  et  du  menton- 
net,  le  pilon  marche,  après  le  choc,  avec  une  vitesse  sensible- 
ment égale  à  celle  de  la  came,  ainsi  que  le  montre  l'obser- 
vation ('). 


C)  En  réalité  le  mentonnet  et  la  came  ayant  éprouvé  pendant  la  durée  do 
choc  ou  de  la  compression  un  mouToment  de  flexion  générale,  ils  rericnnent 
sur  eux-mêmes  vers  la  fin  du  choc,  et  il  en  résulte  que  le  pilon  prend  une  tî- 
tesse  un  peu  plus  grande  que  celle  de  la  came  et  doit  la  quitter;  mais,  d'une 
part,  cet  effet  est  très -peu  sensible  par  suite  du  peu  de  flexibilité  des  parties 
en  contact  et  de  l'altération  que  la  répétition  des  chocs  produit  dans  leur  élas- 
ticité, et  de  l'autre  les  frottements  qui  résultent  de  ces  forces  de  réaction  contre 
les  (guides,  prisons,  etc.,  ont  promptement  détruit  cet  excès  de  vitesse.  L'obser^ 
vation  montre  d'ailleurs  que  le  pilon  ne  quitte  pas  visiblement  la  came,  ce  qui 
prouve  que  l'on  s'éloigne  fort  peu  de  la  vérité  en  supposant  que  les  deux  corps 
marchent  avec  la  même  vitesse  après  le  choc. 
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L'équation  ci-dessus  revient  donc  à 

{Q  —  (ù)lmr'=  m'(ùr'{r''\'f,p). 

\k.  Expression  des  vitesses  angulaires,  avant  et  après  le 
choc,  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne.  —  Cette 
relation  entre  la  plus  grande  vitesse  angulaire  Q  de  l'arbre  à 
cames  et  la  plus  petite  &>  ne  peut  suffire  pour  les  déterminer 
toutes  deux  ;  mais  nous  observerons  que,  le  mouvement  de 
cet  arbre  étant  continuellement  entretenu  par  le  moteur,  sa 
vitesse  s'écarte  très-peu,  dans  la  réalité,  d'une  certaine  vitesse 
moyenne  i2',  qui  se  trouve  nécessairement  comprise  entre  Q, 
et  a>,  et  qui  différera  toujours  fort  peu,  dans  la  pratique,  de 
la  moyenne  arithmétique  entre  ces  deux  vitesses  extrêmes;  on 
peut  donc  poser  approximativement 

ce  qui  nous  met  à  même  de  déterminer  les  valeurs  de  Q  et 
de  (ù  en  fonction  de  cette  vitesse  moyenne  i2',  que  nous  don- 
nera dans  chaque  cas  l'observation  du  nombre  de  tours  faits 
dans  un  temps  donné  par  l'arbre  à  cames. 
En  effet,  en  posant 

lmr^  =  Mr'\ 

on  tire  de  la  première  équation 


(ù  = 


m'r--^f,pm'r'^Mr'^       m'+/.^4-M 


et,  en  faisant,  pour  la  simplicité  des  expressions, 

m'+/,^  +  M  =  M', 
il  vient 

Cette  expression  de  la  vitesse  angulaire  après  le  choc  nous 
montre  qu'en  effet  elle  différera  très-peu  de  la  vitesse  û  avant  le 

3o. 
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choc  dans  tous  les  cas  de  la  pratique,  attendu  qu'il  arrive  tou- 
jours que  m'  est  assez  petit  par  rapport  à  M. 
En  la  combinant  avec  la  relation 

2 

on  trouve  successivement 

^  2Û'M'  ,  2Û'M 


M -h  M'  M -h  M' 

15.  Perte  de  force  vive  produite  par  le  choc,  —  Au  moyen 
de  ces  valeurs,  il  devient  facile  de  calculer  la  perte  de  force 
vive  occasionnée  par  le  choc  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne 
de  l'arbre  à  cames.  En  effet,  la  force  vive  du  système  avant  le 
choc  se  réduisait  à  celle  de  Tarbre  à  cames,  puisque  le  pilon 
était  au  repos,  et  elle  avait  pour  expression 

après  le  choc,  la  force  vive  de  l'arbre  est  w'Mr";  celle  du 
pilon  est  oj^m  r'*,  en  désignant  par  m  la  masse  du  pilon  ;  la  force 
vive  totale  est 

La  perte  ou  la  différence  est  donc  égale  à 

expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  que 
M'=m'+J^^  +  M    et     m' =. -, ^^ L^^ ^-^.. 

Dans  les  applications  numériques,  il  faudra  calculer  le  mo- 
ment d'inertie  2mr'=  Mr'*  de  toutes  les  parties  qui  tournent 
autour  de  l'axe  de  l'arbre  à  cames,  pour  en  déduire  la  valeur 
de  M;  mais  on  verra,  dans  beaucoup  de  cas,  que  l'expression 
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de  la  force  vive  perdue  pendant  Tacie  du  choc  varie  fort  peu 
entre  les  suppositions  extrêmes  de  M  =  m  et  de  M  =  oo  . 

C'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer,  par  exemple,  dans  le 
cas  des  pilons;  car,  en  faisant  les  suppositions  très-défavora- 
bles de 

/=I",20,       ^  =  0«,4o,      /z=0,l5,      /'=:0,10,      J  =  0»,5o, 

on  trouve  d'abord 


l-^fx-ff'[l-:Lr) 
puis,  si 

/,=:0,I0,       pr=:0,I, 

M'=m'  (  I  -h^\  -hM  =  i,oim'-t-M  =  i,i2amH-M. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  générale  de 
la  perte  de  force  vive,  nous  aurons 

(irrMTtM^--M(M  +  m)]      . 

=  i    Ji  xî [(M  4- 1 ,  i22m)*-  M(M  4-  m)]. 

Si  maintenant,  dans  cette  expression,  nous  faisons  succes- 
sivement M  =  m  et  M  =  00 ,  ce  qui  correspond  aux  deux  cas 
extrêmes,  savoir,  celui  où  la  masse  de  Tarbre  à' cames  rappor- 
tée au  point  de  contact  serait  égale  à  celle  du  pilon  et  celui 
où  la  masse  de  cet  arbre  pourrait,  au  contraire,  être  regardée 
comme  infinie  par  rapport  à  celle  du  pilon,  on  trouve,  pour  les 
pertes  de  force  vive, 

i,o27Î2'»/rir'»    ei     i,224i2'*mr", 

valeurs  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  o,o8i  ou  -^  de  la 
plus  forte  des  deux,  et,  comme  il  arrive  toujours  que  M  est 
très-grand  par  rapport  à  m,  on  voit  qu'on  ne  commettra  pas 
d'erreur  notable  en  appréciant  la  perte  de  force  dans  la  sup- 
position de  H  =  00  • 
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16.  Consommation  totale  de  force  vwe  pour  chaque  choc.  — 
Nous  avons  vu  précédemment  que,  dans  les  machines  du  genre 
de  celles  qui  nous  occupent,  la  consommation  de  force  vive 
qui  se  fait  à  chaque  choc  se  compose  de  la  force  vive  perdue 
pendant  l'acte  du  choc  et  de  celle  qui  est  communiquée  à 
1  outil,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  l'effet  utile.  Nous  ve- 
nons de  calculer  la  première,  et  l'on  devra  toujours  s'attacher 
à  la  diminuer  dans  chaque  cas;  quant  à  la  seconde,  elle  est 
supposée  nécessaire  au  travail  de  l'outil,  et,  en  ajoutant  sa  va- 
leur (ù^mr'*  à  la  perte  que  nous  venons  de  calculer,  la  somme 
que  Ton  pourra  exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire 
moyenne  Q'  de  l'arbre  à  cames  nous  donnera  la  consommation 
totale  de  la  force  vive  que  cet  arbre  doit  faire  pour  chaque 
choc;  mais  on  aura  plus  facilement  l'expression  de  cette  quan- 
tité en  recherchant  immédiatement  quelle  est  la  variation  de  la 
force  vive  de  l'arbre  pour  chaque  choc. 

En  effet,  Q  et  o)  étant,  par  hypothèse,  les  vitesses  angulaires 
de  l'arbre  avant  et  après  le  choc,  on  a,  pour  la  variation  de 
sa  force  vive  pendant  toute  la  durée  de  la  réaction. 

En  substituant  dans  cette  expression  pour  Î2  et  &>  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q' 

d'où 

elle  devient 

en  se  rappelant  que 
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17.  Travail  consommé  par  l'arbre  à  cames  pour  chaque  choc. 
—  Telle  est  donc  la  consommaiion  de  force  vive  qui  doit  être 
faite  pour  chaque  choc  par  l'arbre  à  cames»  et,  coiÂmé  toute 
variation  de  force  vive  correspond  à  une  consommation  de  tra- 
vail qui  en  est  numériquement  la  moitié»  la  quantité  de  travail 
qui  est  dépensée  par  Farbre  à  chaque  choc,  pour  subvenir  aux 
pertes  et  pour  imprimer  au  pilon  la  vitesse  &)r',  a  pour  valeur 


m' 


•(-/^) 


1^    l    JJ    ii      A 


(  C]S(IVl•:K^lTV 
Geue  expression,  dans  laquelle  on  a  i 


m'  = 


i-^f^-ffii-^r-)  g 


«st  facile  à  calculer;  mais  on  peut  encore  la  simpliGer,  dans 
certains  cas,  en  observant  que,  quand  M  est  très-grand  par 
rapport  à  m',  elle  diffère  très-peu  de  la  valeur  qui  correspond 
à  la  supposition  de  M  =  oo . 

En  effet,  elle  revient  évidemment  à 

aiî'V'^ — ,: 


«t  si  l'on  suppose»  comme  précédemment, /t=o,io,  -^  =  o,io, 
elle  devient 


Sous  cette  forme,  elle  donne,  pour  la  consommation  de  tra- 
vail correspondant  à  chaque  choc,  dans  la  supposition  de 

-— — ^-  =  I , oi  a&r'>m', 
i,9«o 
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ei,  dans  celle  de. M  =  lom', 


2,08 


=  0,961  û'V»m', 


ces  deux  valeurs  ne  différant  entre  elles  que  de  o^oSi  de  la 
plus  faible.  On  voit  que,  dans  les  applications  où  le  rapport  de 
m'  à  M  est  toujours  moindre  que  7^,  on  pourrait,  sans  erreur 
notable,  prendre,  pour  l'expression  de  la  quantité  de  travail 
consommée  pour  chaque  choc»  la  valeur 

qui  correspond  à  la  supposition  de  M  infini  par  rapport  à  m'. 

18.  Travail  consommé  par  les  chocs  en  une  seconde,  — 
L'expression  générale  étant  facile  à  calculer,  nous  continue- 
rons à  l'employer;  d'après  cela,  s'il  y  a  n  chocs  ou  levées  de 
pilons  par  révolution  de  l'arbre  à  cames  et  fx  révolutions  par 
minute,  nous  aurons,  pour  la  quantité  de  travail  consommée 
par  les  chocs  dans  une  seconde, 

nji  Q'^r'^m'  n^       Q'^r'^m' 

60  2  w'        3o         2  m' 

19.  Quantité  de  travail  développée  pendant  la  levée  des 
pilons.  —  Après  avoir  ainsi  calculé  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  seconde  pendant  le  choc  des  cames  contre  les 
pilons,  il  faut  y  joindre  celle  qui  doit  aussi  être  développée 
par  l'arbre  à  cames  pour  élever  ces  pilons  à  la  hauteur  voulue 
et  vaincre  les  résistances  passives,  puis  celle  qui  est  consom- 
mée par  le  frottement  de  l'axe  pendant  l'intervalle  qui  s'écoule 
entre  l'instant  où  une  came  quitte  le  mentonnet  d'un  pilon  et 
celui  où  une  autre  came  vient  le  choquer  de  nouveau. 

Pour  déterminer  la  première  de  ces  deux  quantités  de  tra- 
vail, on  se  rappellera  que  nous  avons  trouvé  au  n""  31  de  la 
Section  III,  pour  l'expression  de  l'effort  que  la  came  doit 
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exercer  dans  une  position  quelconque  du  pilon. 

Dans  cette  relation,  on  désigne  par 

Q  le  poids  du  pilon  ; 

/  la  distance  des  guides; 

jr  la  liaiiteur  du  point  de  contact  m  de  la  came  du  mentonnet 

au-dessus  du  guide  inférieur;. 
X  la  distance  horizontale  du  même  point  m  à  Taxe  de  la  tige; 
/  et  /'  les  rapports  respectifs  du  frottement  à  la  pression  pour 

la  tige  et  les  prisons,  et  pour  la  came  et  le  mentonnet. 

D'après  cela,  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée 
dans  l'élément  du  temps  di  par  la  force  P  dans  sa  direction 
propre  sera 

et,  pour  obtenir  la  quantité  de  travail  total  correspondant  à 
une  levée  du  pilon,  il  faudrait  intégrer  cette  expression  entre 
les  limites  relatives  à  cette  levée. 

Les  cames  employées  dans  les  moulins  à  pilons  ont  quel- 
quefois et  devraient  toujours  avoir  la  forme  d'une  dévelop- 
pante de  cercle,  afin  que  le  bras  de  levier  de  la  résistance  fût 
constant  et  que,  par  suite,  les  vitesses  fussent  transmises 
dans  un  rapport  invariable.  Dans  ce  cas,  la  quantité  x  est  con- 
stante, et,  en  posant 

l'expression  du  travail  élémentaire  développé  par  l'effort  P 
devient 

(')  On  néglige  ici  Tinfluence  de  répaissear  de  la  tige  du  pilon;  on  admet  de 
pluB  que  les  conditions  soient  telles  que,  pendant  toute  la  montée  du  pilon,  les 
contacts  avec  les  guides  soient  en  diagonale.  F'oir,  h  ce  sujet,  les  Notes  des 
n<»  30  et  31,  SecUon  III.  (K.) 
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ou^  en  intégrant  depuis  7  =  A'  correspondant  à  l'instant  où  la 
came  commence  à  pousser  le  mentonnet  jusqu'à  ^  =  A"  où 
elle  le  quitte,  on  trouve,  pour  le  travail  total  pendant  une 
levée, 

fdx=  ^[log{,  + ah") -\og(t  + ah')]. 


y 


Or  on  a 

\og{i -h ah)  =  ah —  +  — j-  -;-..., 

et,  par  suite,  en  nous  bornant  au  second  terme  de  la  série, 
ce  qui  suffira  toujours,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure, 
on  a 

f%dr=:^,[aur-h')-^^  (A'.-A'.)] 

pour  l'expression  du  travail  développé  par  P  pendant  toute 
une  levée. 

20.  Valeur  moyenne  de  l'effort  exercé  par  la  came  sur  te 
mentonnet.  —  L'effort  P  étant  variable  en  même  temps  que^, 
il  est  important,  pour  la  suite  des  calculs,  d'avoir  sa  valeur 
moyenne,  et,  puisque  le  chemin  parcouru  dans  sa  direction 
propre  est  A^—  A',  on  aura,  pour  cette  valeur  moyenne  que 
nous  désignerons  par  F, 

A"-A'-2jgr'L  2      ]• 

rw  1  ..         .  .  .    .«(A^-f-A') 

Dans  les  applications,  on  remarquera  que  la  quantité 

est  presque  toujours  négligeable  par  rapport  à  l'unité. 
En  effet,  si  l'on  suppose  le  cas  défavorable  où 

/=i»,2o,  /'=ro,io,  /=o,i5,    6  =  o«,4o,   — - —  =  o",5o, 

on  trouve 

o,      .     a(A"-A')  . 

a  =  0,0283    et     —^ =  ô,oi5. 
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Dans  ce  cas,  Teffori  moyen  se  réduit  à 
p._  Qfa  _  Ql 

que  Ton  aurait  obtenu  directement  en  négligeant  de  prime 
abord,  ainsi  qu'on  le  fait  souvent,  le  terme  ^ff'x  ^^  dénomi- 
nateur de  P. 

21.  Pilons  de  poudreries.  —  Le  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner n'est  pas  celui  des  pilons  des  moulins  à  poudre,  où  les 
cames  en  bois  ont  ordinairement  la  forme  d'un  prisme  dirigé 
suivant  un  rayon  et  simplement  arrondi  à  son  extrémité.  La 
valeur 

P  = Qi 

i-ofx-ff(i-2r) 

contient  alors  deuic  quantités  variables  à  la  fois,  et  l'intégrale 
de  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  par  l'effort  P 


/^"r^fr^^f^ 


^r) 


offrirait  des  difficultés  de  calcul  que  l'on  évite  à  l'aide  des 
méthodes  connues  de  quadrature. 

22.  Détermination  de  V effort  moyen  à  exercer  à  la  circon-- 
féren\}e  d'une  roue  de  rayon  R  montée  sur  l'arbre  à  cames, 
pendant  la  levée.  —  Après  avoir  ainsi  déterminé,  selon  le  cas, 
la  valeur  de  l'effort  moyen  à  exercer  dans  le  sens  vertical  pour 
faire  marcher  le  pilon,  on  pourra  facilement  obtenir  celle  de 
la  puissance  S,  qui,  agissant  à  une  distance  R  de  l'axe,  sur- 
monterait toutes  les  résistances  utiles  et  passives  développées 
autour  de  l'arbre  à  cames.  En  effet,  en  supposant  que  S  agisse 
verticalement,  et  appelant 

r'  la  distance  du  point  de  contact  m  de  la  came  et  du  men- 
tonnet  à  un  instant  quelconque  de  la  levée; 

6  l'angle  formé  par  le  rayon  cm  avec  l'horizontale; 

M  le  poids  de  l'arbre  à  cames; 

K  le  nombre  de  pilons  qui  sont  simultanément  en  prise,  et 
dont  le  poids  p'  s'ajoute  constamment  à  M  pour  presser  sur 
les  tourillons, 
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on  aura,  pour  une  portion  quelconque  de  la  levée, 

SR  =  Pr'  cose  -f-Z'Pr'sinÔ  4-/p(M  +  S  H-  Kp'), 

et,  pour  la  quantité  de  travail  développé  dans  un  déplacement 
angulaire  infiniment  petit  dQ^ 

SRdô  =  Pr'cosedÔ-4-/'Pr'sinede-hy;p(M  -f-S-^K/)rfS. 

En  intégrant  cette  relation  pour  toute  la  durée  de  la  levée»  on 
en  déduira  la  quantité  de  travail  et,  par  suite,  Teffort  moyen 
que  doit  développer  la  force  motrice  S. 

Or  il  est  facile  de  voir,  à  l'examen  de  la  figure,  que,  en  dé- 
signant par  Xt  la  distance  du  guide  inférieur  à  Thorizontale 
de  Tarbre  et  par  d  la  distance  de  cet  arbre  à  l'axe  du  pilon, 
on  a 

jr  =  ^, -h  r'slnO    et    X  =z  d —^  r' cosBy 

d'où 

dx  =  r'cosôrfO,     dx  =  r'  sinflrfô, 

et,  par  suite, 

Cpr'cosed6=  Cjfdy. 

que  nous  savons  calculer  par  approximation,  et 
f  Çpr's\ned6=:f  fpdx. 

Cette  dernière  intégrale  représente  le  travail  consommé  par 
le  frottement  de  la  came  sur  le  menionnet,  et,  par  conséquent, 
on  peut,  sans  erreur  notable,  y  remplacer  P  par  sa  valeur 
moyenne  constante  P',  que  nous  connaissons;  mais  il  faudra 
avoir  soin  d'observer,  d'après  la  disposition  de  la  machine, 
si  le  glissement  a  toujours  lieu  dans  le  même  sens  pendant  la 
levée  entière.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  arrivait  que  les  cames 
poussassent  le  mentonnet  partie  en  dessous,  partie  en  dessus 
de  la  ligne  des  centres,  dans  la  première  période,  le  point  de 
contact  glisserait  en  s'éloignant  du  centre  vers  la  tige  et,  dans 
la  deuxième,  en  s'éloignant  de  la  tige  vers  le  centre,  et, 
comme  dans  ces  deux  mouvements  le  travail  du  frottement 
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serait  toujours  consommé  en  pure  perte,  il  faudrait  ajouter 
celui  qui  correspond  à  chacun  d*eux,  abstraction  faite  db 
signe;  mais  on  aura  rarement  à  établir  cette  distinction, 
attendu  que,  quand  les  pilons  marchent  en  charge,  là  came  ne 
les  rencontre  qu'à  hauteur  de  la  ligne  des  centres. 

Appelant  donc  Xk  le  chemin  parcouru  sur  le  mentontiet  par 
le  point  de  contact  et  que  le  tracé  donnera  immédiatement,  on 
aura,  pour  le  travail  total  du  frottement  de  la  came  sur  le  men- 
tonnet, 

Quant  au  terme  relatif  au  frottement  des  tourillons  de  Tarbre 
à  cames,  on  obtiendra  immédiatement  sa  valeur  en  prenant 
pour  B  l'angle  total  ^  décrit  pendant  la  levée,  et,  en  représen- 
tant par  S' la  valeur  moyenne  de  Tefifort  variable  S,  elle  sera 

exprimée  par 

/.p(M4-S'  +  K/>')e'; 

on  aura  donc 

fsRé/Ô  =  fprf/  -4-/F:c.  H-y;p(M  -h  S' 4-  K/>')9'. 

D'une  autre  part,  l'effort  moyen  S',  qui  développerait,  dans  le 
même  intervalle,  la  même  quantité  de  travail^  serait  donné  par 
la  relation 

s'Re'=:  rsRrfô. 

On  tire  donc  de  ces  deux  relations 

(K~/p)0' 

et,  par  suite,  la  valeur  de  S'R^'  ou  de  la  quantité  de  travail 
consommé  pendant  la  levée  par  l'arbre  à  cames. 

23.  Effort  moyen  à  exercer  tangentiellement  à  la  circonfé- 
rence du  rayonVi pendant  la  chute  du  pilon.  —  Entre  l'instant 
où  une  came  abandonne  le  pilon  qu'elle  conduisait  et  celui 
où  la  came  suivante  vient  le  reprendre  après  sa  chute,  l'arbre 
à  cames  décrit  un  are  facile  à  déterminer;  car,  si  l'intervalle 
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angulaire  des  deux  cames  est  mesuré  par  un  arc  de  longueur  a 
à  la  distance  R,  Tare  décrit  pendant  cette  marche  à  vide  de 
la  machine  sera  a  —  RO'.  Pendant  le  même  intervalle,  la  seule 
résistance  à  vaincre  est  le  frottement  des  tourillons  de  l'arbre, 
qui  est  dû  à  la  pression  M  +  Kp%  et,  par  conséquent,  on  a, 
pour  toute  cette  période,  en  appelant  S'  l'effort  que  la  puis- 
sance doit  exercer  pour  vaincre  le  frottement, 

S-'(a~RÔ')=/.-^(M-+-V)(a-Rô;). 

2i.  Quantité  totale  de  travail  à  transmettre  à  l'arbre  à 
cames  par  seconde.  —  En  résumant  tout  ce  que  nous  venons 
de  dire  de  l'action  des  cames  sur  les  pilons,  nous  voyons  que 
Ton  a  partagé  toute  la  série  des  effets  d'une  même  came  en 
trois  périodes,  dont  la  première  est  celle  de  la  durée  du  choc, 
pendant  laquelle  l'arbre  à  cames  consomme  par  chaque  choc 
une  quantité  de  travail  exprimée  par 


aû"r"m' 

2 

m' 

■-^^P 

'    M' 

la  deuxième  commence  quand  le  choc  est  terminé  et  que  le 
pilon  marche  avec  la  vitesse  de  la  came,  et  finit  quand  la  came 
abandonne  le  pilon  pour  le  laisser  retomber;  pendant  cette 
période,  l'arbre  à  cames  consomme  une  quantité  de  travail 
exprimée  par 

S'RÔ'; 

la  troisième  enfin  qui  s'écoule  entre  l'instant  où  le  pilon  a  été 
abandonné  par  une  came  et  celui  où  il  est  choqué  par  une 
autre  et  pendant  laquelle  l'arbre  à  cames  dépense  une  quantité 
de  travail  exprimée  par 

S'(a  — Rô')- 

Par  conséquent,  en  récapitulant  toutes  ces  quantités  de  tra- 
vail relatives  à  un  seul  choc  et  supposant  qu'il  y  ait  n  chocs 
par  révolution  de  l'arbre  à  cames  et  fx  révolutions  par  minute, 
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la  quantité  de  travail  qu'il  faudra  transmettre  par  seconde  à  cet 
arbre  sera  exprimée  par 

1^*^  J     • 

25.  Cas  où  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage 
monté  sur  l'arbre  de  la  roue.  —  Les  moulins  à  pilons  et  les 
brocards  présentent  ordinairement  une  disposition  qui^  sans 
rendre  les  calculs  plus  difficiles,  les  complique  un  peu.  L'arbre 
à  cames,  au  lieu  de  porter  immédiatement  la  roue  hydrau- 
lique, reçoit  le  mouvement  d'un  engrenage  monté  sur  celui  de 
cette  roue,  de  sorte  que,  à.  chaque  choc  ou  à  chaque  ralen- 
tissement du  premier  arbre,  il  se  produit,  entre  les  dents  de 
l'engrenage,  un  nouveau  choc,  d'où  résulte  la  consommation 
d'une  certaine  portion  de  la  force  vive  dont  il  faut  tenir 
compte.  C'est  ce  qui  est  facile' en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  déjà  adoptée. 

En  effet,  en  appelant  ' 

X  l'effort  exercé,  à  un  instant  quelconque  du  choc,  sur  la 
dent  du  pignon  ou  de  la  lanterne  de  l'arbre  à  cames  que 
nous  supposerons  vertical  ; 

r  le  rayon  de  cercle  primitif  de  cet  engrenage; 

et  conservant  les  notations  précédentes,  il  est  évident  que  la 
quantité  de  travail 

Xwrd/, 

développée  pendant  un  élément  dt  de  la  durée  du  choc  par 
cet  effort,  s'ajoutera  à  celle  qui  est  due  aux  forces  d'inertie 
de  l'arbre  à  cames  et  qui  a  pour  expression  (13) 

et  que,  pour  exprimer  qu'à  chaque  instant  la  somme  de  cei^ 
quantités  de  travail  est  égale  à  celle  qui  est  développée  en 
sens  contraire  par  la  résistance  du  pilon  et  par  le  frottement 
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sur  le  tourillon  de  la  roue,  on  aura  l'équation 

—  w  dcùlmr^-h  \(ùrdt  —  P«r'  dt  -f-/p  (P  H-  X)  w  rf/, 

d*oii,  en  divisant  par  a>  et  intégrant  depuis  ca  =  û  jusqu'à 

«  =  &), 

(û  -  0))  fSmr»  -f.  (r~/p)  Tx  rf/1 

=  ('•'  -^/P)/P  ^^  =  ('•'  +/P)  '"'"'^' 

en  se  rappelant  les  résultats  du  n^"  13. 

Nous  aurons  à  établir  une  équation  analogue  pour  exprimer 
qu'à  chaque  instant  les  forces  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue 
hydraulique  et  des  masses  qui  se  meuvent  avec  lui  dévelop- 
pent des  quantités  de  travail  égales  à  celles  <iui  sont  consom- 
mées par  les  résistances. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  que»  dans  le  cas  des  roues 
hydrauliques  ordinairement  employées  pour  moteurs  de  ces 
usines  y  l'eau  contenue  dans  les  augets  ou  £ntre  les  aubes 
agit  comme  une  masse  excentrique  qui,  pendant  le  choc  ou 
le  ralentissement  du  mouvement,  agit  aussi  par  son  inertie 
pour  s'opposer  à  la  diminution  de  la  vitesse.  Si  donc  on 
nomme 

N,  la  masse  de  l'eau  contenue  à  un  instant  quelconque  dans 
la  roue  ; 

Ri  la  distance  de  son  centre  d'inertie  à  l'axe; 

cùi  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  de  la  roue  hydraulique  à  un 
instant  quelconque  du  choc; 

Imr]  le  moment  d'inertie  de  cet  arbre  et  des  parties  symé- 
triquement disposées  autour  de  son  axe; 

R'  le  rayon  du  cercle  primitif  de  l'engrenage  conducteur; 

n  et  n'  les  nombres  respectifs  de  dents  de  l'engrenage  et  du 
pignon; 

/'  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents  en 
contact; 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  tourillons  de 
la  roue  et  leurs  coussinets; 

p'  le  rayon  de  ces  tourillons, 
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ii  est  facile  de  voir  que,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pré- 
cédemment, on  aura  l'équation  d'équilibre 

*—  tr),  rfû),  [1  mr^,  4-  N,  RJ  ) 

d'où,  en  divisant  par  &)i  et  intégrant  depuis  ci)i=:î2,  la  plus 
grande  vitesse  angulaire,  jusqu'à  &),  =  6)19  la  plus  petite,  on 

déduit 

(a-».)[2mr;  4-(R,-/p')N.R.] 

Entre  cette  relation  et  celle  que  nous  avons  obtenue  précé- 
demment 

{Q  —  (ù)[lmr\-h{r—fp)  Cxdt\  =  {r''-hfp)m'(ùr', 

il  est  facile  d'éliminer  /  \dt^  et  l'on  obtiendra,  entre  les 

tesses  angulaires  Î2i,a>i  et  &>,  une  relation  du  premier  degré,  à 
laquelle  on  devra  joindre  les  rapports    . 

Û,R'=Î2R,      «.R'nrrCjR, 

attendu  que  le  déplacement  ou  les  chemins  parcourus  pendant 
la  compression  réciproque  des  corps  sont  tellement  petits 
qu'ils  n'altèrent  pas  les  rapports  constants  établis  entre  les 
vitesses  angulaires. 

En  désignant  de  plus  par  Q\  la  vitesse  angulaire  moyenne 
de  Tarbre  de  la  roue  hydraulique  et  admettant,  comme  relation 
suffisamment  approchée,  que 

p.,       û,  4-  w, 
'  2 

on  aura  un  nombre  suffisant  d'équations  pour  exprimer  les  vi- 
tesses angulaires  ûi  et  a)i  avant  et  après  le  choc  en  fonction 
de  la  vitesse  angulaire  moyenne  £2',  que  l'on  déduira  de  l'ob- 
servation ou  qui  sera  donnée  a  priori. 

3i 


VI- 
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Par  conséquent,  on  obtiendra,  en  fonction  de  celte  vitesse  Q,' 
et  des  autres  quantités  connues,  la  consommation  de  force 
vive  faite  à  chaque  choc  autour  de  l'arbre  de  la  roue  hydrau- 
lique, et  la  quantité  de  travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à 
la  roue  hydraulique  aura  pour  expression 


i(ûî-a)f)(2mr;4-N.Rî) 


et  devra  s'ajouter  à  celles  qui  sont  consommées  pendant  la 
levée  et  la  marche  à  vide;  on  en  déduira  la  quantité  de  travail 
total  qui,  pour  chaque  levée  de  pilon,  doit  être  transmise  à 

la  roue  hydraulique,  et,  en  la  multipliant  par  -^^  nombre 

de  levées  dans  une  seconde,  on  aura  l'effet  utile  que  la  roue 
doit  produire  à  chaque  seconde. 

Du  choc  des  cames  et  des  marteaux. 

26.  Différentes  espèces  de  marteaux  employés  dans  les 
forges.—  On  emploie,  dans  les  forges  et  dans  les  autres  usines 
métallurgiques,  trois  espèces  de  marteaux  dont  la  forme  et  les 
proportions  dépendent  de  l'usage  auquel  on  les  destine,  savoir  : 

I**  Les  marteaux  à  bascule  dits  martinets  [Jig.  1 1 1),  employés 

Fig.  m. 


à  l'étirage  et  au  platinage  des  petits  fers,  au  rafOnage  des  aciers, 
à  la  fabrication  des  armes  blanches  et  de  divers  outils;  le  poids 
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du  marteau  proprement  dit  varie,  selon  Tusage,  de  80  à 
40  kilo^ammes  et  an-dessous,  et  sa  vitesse  de  acw  a  4oo  coups 
par  minute.  La  came  agit  sur  Textrémité  du  manche  opposée  à 
celle  où  est  fixé  le  marteao,  et  l'axe  de  rotation  est  entre  ces 
deux  points. 
7,^  Les  marteaux  à  soulèvement  (fig*  1 12),  dont  la  came  soo- 

Fig.  i»3. 


lève  le  manche  entre  le  marteau  et  Taxe  de  rotation.  On  les 
nomme  aussi  gros  marteaux,  marteaux  à  l'allemande.  Ils 
sont  particulièrement  employés  à  l'affinage  du  fer  par  la  mé- 
thode allemande.  Leur  poids  varie  de  3oo  à  400  kilogrammes, 
et  leur  vitesse  entre  70  et  200  coups  par  minute. 

3**  Les  marteaux  fronteaux  {Jig.  riî),  ainsi  nommés  parce 

Kg.  „s. 


m^MMmMMMm 


que  la  came  les  saisit  par  l'extrémité  du  manche  au  delà  du 
marteau  par  rapport  à  l'axe  et  dans  le  plan  vertical  de  ce 

Si. 
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manche.  Ils  sont  en  usage  dans  les  forges  où  l'on  fabrique  le 
fer  à  la  méthode  anglaise,  et  pèsent  de  25oo  à  4000  kilo- 
grammes, y  compris  le  manche  qui  est  en  fonte.  Leur  vitesse 
varie  de  60  à  100  coups  par  minute. 

A  cette  classe  se  rattachent  aussi  la  plupart  des  marteaux 
ou  pilons  employés  au  feutrage  des  laines  ou  à  la  préparation 
des  chiffons  pour  la  fabrication  du  papier. 

La  théorie  du  mouvement  de  ces  trois  espèces  de  marteaux 
est  la  même,  sauf  quelques  modifications  à  apporter  aux  for- 
mules relativement  à  la  position  de  la  came  et  du  manche, 
que  nous  indiquerons  en  temps  et  lieu.  Il  arrive  ordinaire- 
ment, dans  tous  les  cas,  que  le  choc  de  la  came  contre  le 
manche  a  lieu  dans  un  plan  horizontal  passant  par  l'axe  de  ro- 
tation; nous  raisonnerons  dans  cette  supposition  et  nous 
distinguerons  dans  l'action  des  cames  trois  périodes  :  la  pre- 
mière correspondant  à  la  durée  du  choc  ou  de  la  compression 
réciproque  de  la  came  et  de  la  partie  du  manche  sur  laquelle 
elle  agit;  la  deuxième,  qui  commence  à  l'instant  où  finit  le 
choc  et  dure  jusqu'à  celui  où  la  came  quitte  le  manche  ;  la 
troisième,  qui  s'écoule  entre  le  moment  où  la  came  a  quitté 
le  manche  et  celui  où  une  autre  vient  le  choquer.  Nous 
allons  examiner  successivement  chacune  de  ces  trois  périodes. 

27.  Après  le  choc^  la  came  et  le  manche  sont  animés  de  la 
même  vitesse.  —  A  partir  de  l'instant  où  la  came  rencontre 
le  manche,  il  se  développe  aux  points  de  contact  des  efforts 
de  compression  réclpA>ques,  qui  croissent  jusqu'au  moment 
où  l'impression  atteint  son  maximum.  A  cette  limite»  les 
points  de  contact  marchent  avec  la  même  vitesse;  mais  au 
delà  la  réaction  des  ressorts  moléculaires  tend  à  effacer  plus 
ou  moins  l'impression  et  à  augmenter  la  vitesse  transmise  au 
marteau  en  diminuant  ceHe  de  la  came,  de  sorte  que,  selon 
leur  degré  d'élasticité,  les  corps  devraient  se  séparer  avec  des 
vitesses  différentes,  ainsi  qu'on  Ta  vu  au  n^  10.  Mais,  d'une  part, 
la  répétition  et  l'intensité  des  chocs  altèrent  l'élasticité  des 
points  en  contact,  et  de  l'autre  les  dimensions  générales  du 
manche  et  de  la  came  sont  telles,  qu'ils  fléchissent  en  réalité 
fort  peu,  d'où  résulte  que,  à  la  fin  de  la  plus  grande  compres- 
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sion,  le  manche  et  la  came  marchent  sensiblement  avec  la 
même  vitesse.  C'est  ce  que  confirme  l'observation;  car,  dans 
aucun  des  cas  de  la  pratique,  il  n'est  possible  d'observer  entre 
ces  corps  la  moindre  séparation. 

28.  Équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  du  marteau,  — 
Recherchons  les  relations  qui  s'établissent  entre  les  différentes 
forces  qui  agissent  sur  le  marteau  a  un  instant  quelconque  du 
choc  ou  de  la  compression,  en  examinant  d'abord  le  cas  des 
marteaux  à  bascule  ou  martinets.  Nommons  à  cet  effet 

N  l'effort  de  compression  exercé  par  la  came  sur  le  manche 

du  marteau; 
(ù  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  à  cames  à  l'instant  que  l'on 

considère; 
fW  la  vitesse  angulaire  du  manche  au  même  instant; 
R  =  C/,  h!=C t les  distances  respectives  du  point  de  contact 

de  la  came  et  du  mentonnet  aux  axes  C  et  C  de  rotation; 
/'  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  tourillons 

de  la  hurasse; 
p'  le  rayon  de  ces  tourillons. 

La  force  N  devra  faire  à  chaque  instant  équilibre  aux  forces 
d'inertie  des  divers  éléments  matériels  du  système  et  aux  ré- 
sistances passives. 

Or,  si  l'on  désigne  par 

m'  la  masse  d'un  élément  quelconque  du  marteau; 
r'  sa  distance  à  l'axe  de  la  hurasse; 

sa  vitesse  à  l'instant  que  Ton  considère  sera  t'o';  la  force 
d'inertie  qui  se  développe  quand  la  came  lui  imprime  un  ac- 
croissement de  vitesse  r'dcù'  sera 

m' 


dt    ' 
et  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  l'axe  sera 

et  la  vitesse  angulaire  étant  sensiblement  la  même  pour  tous 
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les  points  du  manche  au  même  iasiani,  attendu  sa  rigidité  ei 
ses  dimensiousy  on  aura,  pour  la  somme  des  momenls  pareils, 

al  at 

en  désignant  par  M'R''  le  moment  d'inertie  l.mr^  du  marteau» 
y  compris  son  manche  et  toutes  les  ferrures  dont  il  est  garni. 
Pour  trouver  la  pression  exercée  sur  les  tourillons»  dési- 
gnons par  x'  et  7'  les  coordonnées  rectangulaires  de  Télément 
de  masse  m  par  rapporta  deux  axes,  l'un  horizontal,  l'autre 
vertical,  passant  par  le  point  C;  il  est  évident  que  chacune 

des  forces  d'inertie  m      .      pourra  se  décomposer  en  deux 

autres,  l'une  verticale  et  égale  à 

l'autre  horizontale  et  égale  à 

,  d(ù' 

et  qu'il  faudra  prendre  la  somme  des  composantes  de  chacun 
des  deux  groupes  avec  les  signes  convenables  pour  avoir  les 
pressions  totales  produites  verticalement  et  horizontalement 
par  les  forces  d'inerile  sur  les  tourillons;  mais  en  désignant 
par 

Xx  et/i  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  marteau; 

/sa  distance  à  l'axe; 

a  l'angle  formé  par  la  ligne  C^G  avec  l'horizontale; 

m!  la  masse  du  marteau  ; 

on  a  d'abord 

rfw'     ,  dù\ 

dt  lîT'^  '^"     Il  '^^  '"  -  Ht 


et 


--  2  ^  m  =  —  m' JT..     _-  2 ^'m  =  —  m'y. 
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La  résullanie  totale  des  forces  d'inertie  est  donc  -tt-  m'iy  et, 

en  la  décomposant  verticalement  et  horizontalement,  on  aafa 
dnalement,  pour  la  pression  exercée  sur  les  tourillons  à  un 
instant  quelconqiredu  choc,  l'expression 


4/ (N-f- -^  m'/cosaj  -h  ( -^  m'/sinaj 

=  0,96  (N  -+-  -^  m'/cosa|  -ho, 4  -jp  m'isina, 

attendu  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  est  sAr  a  priori 
que  Je  premier  terme  du  radical  est  plus  grand  que  le  second 
par  suite  de  la  petitesse  de  l'angle  a;  mais,  en  outre,  il  arrive 
presque  toujours  que,  le  choc  ayant  lieu  suivant  la  ligne  C'C 
qui  est  horizontale,  on  a  a  =  o,  et  que  la  pression  sur  les  toa- 
rillons  se  réduit  à 

N  +  ^m'/; 

d'après  cela,  nous  avons,  pour  les  martinets  ou  marteaux  k 
bascule,  la  relation  d'équilibre  à  un  instant  quelconque  du 
choc 

NR'zzr  -^  M'R'«-h/'p'  (n  +  -^  m'A, 

d'où 

^'^  dt        R'-/V' 

29.  Observation  relative  aux  marteaux  à  soulèvement  et 
au  marteau  frontal.  —  Pour  appliquer  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  marteau  à  soulèvement  ou  au  marteau  frontal,  il  sufBra 
d'observer  que,  dans  ce  cas,  la  pression  N  exercée  par  la 
came  tend  à  soulever  le  manche,  de  sorte  que  la  pression 
totale  sur  les  tourillons  a  pour  expression 

attendu  que  le  centre  de  graviâ|»est,  par  rapport  i  Taxe,  du 
même  côté  que  le  point  d'application  de  N, 


Digitized  by  VjOOQIC 


48S  C0CR8   DB  MÉGANIQOB 

Dans  ce  cas,  on  voit  que  la  pression  sur, l'axe,  produite  par 
le  choc,  serait  nulle,  si  Ton  avait 

dt 

L'équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  du  marteau  devient 
alors 

et,  pour  le  cas  où  le  deuxième  terme  du  second  membre  est 
nul, 


d'où  Ton  déduit 


NR'=:^  M'R'% 


ce  qui  détermine  la  distance  convenable  du  point  de  contacta 
Taxe  du  marteau,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  choc  sur  les  tou- 
rillons. Le  point  ainsi  déterminé  est  celui  que  l'on  nomme 
ordinairement  le  centre  de  percussion,  et,  dans  la  pratique, 
l'observation  plutôt  que  le  ^calcul  a  conduit  les  praticiens  à 
faire  effectivement  agir  la  came  vers  ce  point.  Ainsi,  danS  un 
marteau  à  soulèvement,  pesant  en  tout  avec  son  manche  et 
ses  ferrures  696  kilogrammes,  dont  le  centre  de  gravité  était  à 
la  distance  /r=  i"',76  de  l'axe  de  la  hurasse,  et  pour  lequel  on 
avait  trouvé  M'=  77,  la  formule  précédente  donne 

el,  d'après  l'observation,  on  a 

R'=ii'",8o. 

Cette  légère  différence  en  plus  est  d'ailleurs  motivée  sur  ce 
que,  dans  ces  machines  assez  grossières,  l'équilibre  ne  pouvant 
être  établi  d'une  manière  bien  exacte,  il  vaut  mieux  que  la 
came  choque  le  manche  un  peu  au  delà  du  centre  de  percus- 
sion, afln  que  le  marteau  n&.tênde  pas  à  basculer  du  côté  de 
la  tête. 
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30.  Conditions  d'équilibre  autour  de  Varbre  à  cames,  — 
On  vient  de  voir  que  la  seule  différence  à  établir  entre  les 
marteaux  à  soulèvement  et  les  marteaux  à  bascule  consiste  en 
ce  que  la  pression  sur  Taxe  a,  dans  le  premier  cas,  pour 
expression 

et,  dans  le  second  cas, 

N-h  -r-  m'I. 
at 

Il  suffira  donc  de  se  rappeler  cette  observation  pour  appliquer 
aux  autres  marteaux  ce  que  nous  avons  déjà  dit  sur  ceux  à 
bascule,  dont  nous  allons  continuer  la  théorie,  en  recherchant 
les  conditions  de  l'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames. 

Chacune  des  masses  élémentaires  m  située  à  la  distance  r  de 
Taxe  opposant  au  changement  de  vitesse  angulaire  dtùy  qui  se 

produit  pendant  le  choc,  une  résistance  m  --rr-'i  dont  le  mo- 
ment par  rapport  à  Taxe  est  m     ,     »  la  somme  de  tous  les 

moments  des  forces  d'inerlie  des  parties  matérielles  de  cet 
arbre,  que  nous  supposons  symétriquement  réparties  autour 
de  son  axe,  sera 

La  pression  sur  les  tourillons  de  l'arbre  à  cames  n'est  due 
qu'à  la  seule  force  N,  et  nous  aurons,  pour  l'équation  qui  ex- 
primera que,  à  chaque  instant  du  choc,  les  forces  d'inertie 
de  l'arbre  à  cames  font  équilibre  aux  forces  de  compression 
développées  par  la  came  et  au  frottement  qui  en  résulte,  la 
relation 

~.^MU'  =  NR+/Np:=^N{R+/p); 

/  désignera  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les 

tourillons  et  leurs  coussinets; 
p  le  rayon  de  ces  tourillons. 

En  éliminant  la  pression  inconnue  N  entre  cette  équation 
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ei  celle  du  n"*  29,  relative  à  l'équilibre  autour  de  l'axe  du  mar- 
teau, on  a  l'équation 

Si,  pour  simplifier  les  expressions,  on  observe  que 
^^{M'R"4-/'p'm'/)=.— ^  (.+  ^^')  M'RR' 

'~"r^ 

et  qu'on  pose. 


R     /        f'p'm'l\_ 
f'p'\         M'R"  /~    ' 


R' 

en  observant  que  cette  quantité  K  ne  provient  que  de  données 
consuntes,  la  relation  précédente  prendra  la  forme 

_^MR«=KM'RR'^. 

En  l'intégrant  depuis  a>  =  û,  ou  la  plus  grande  vitesse  angu- 
laire de  Tarbre  à  cames,  jusqu'à  &)  =  a>  ou  la  plus  petite,  et 

depuis  a>'=o  jusqu'à  û/= -^9  attendu  que  le  marteau  part 

du  repos  et  marche  après  le  choc  avec  une  vitesse  qui,  pour 
le  point  de  contact,  est  la  même  que  celle  de  la  came,  elle 
donne 

(û  — &>)MR»=KM'R»w. 

On  remarquera  que,  pour  les  marteaux  à  soulèvement,  on 
parviendrait  à  la  même  équation,  dans  laquelle  on  aurait 

fo 

i-f-- 


K-  R    (,     f'P''»'l\ 

"~        f'p'  \         M'R'»  ) 


R' 
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31.  Expression  des  vitesses  angulaires  avant  et  après  le 
choc  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne.  ■—  De  l'é* 
quation  ci-dessus  on  tire»  pour  l'expression  de  la  vitesse  an- 
gulaire de  l'arbre  à  cames  après  le  choc  en  fonction  de  celle 
qu'il  possédait  avant  le  choc, 

_      ÛM 

formule  dans  laquelle  la  quantité  K  diffère  toujours  fort  peu  de 
Tunité,  attendu  la  petitesse  des  quantités  4r)  ^—7-  et    J^,!?, 

ti        MX  Al  H 

par  rapport  à  Funité.  D*où  résulte  que  a>  diffère  d'autant  moins 
de  Q  que  M  sera  plus  grand  par  rapport  à  M'.  Or  il  arrive 
toujours,  dans  les  usines  à  marteaux,  que  la  masse  de  l'arbre 
excède  de  beaucoup  celle  du  marteau,  ce  qui  permet  d'ad- 
mettre, sans  crainte  d'erreur  notable,  que  la  vitesse  moyenne  û' 
de  l'arbre  à  cames,  déduite  de  l'observation  du  nombre  de 
tours  faits  dans  un  temps  donné,  est  sensiblement  égale  à  la 
moyenne  arithmétique,  entre  les  vitesses  Q  et  w,  ce  qui  re- 
vient à  poser 

a  l'aide  de  cette  relation  et  de  la  précédente,  il  devient  facile 
d'exprimer  les  vitesses  angulaires  12  et  o)  de  l'arbre  à  cames 
avant  et  après  le  choc  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne  Q^  ; 
on  en  tire,  en  effet, 

ii=  îï rr^M,.  et        &)  = 


32.  Perie  de  force  vive  pendant  le  choc,  —  Au  moyen  de 
ces  valeurs,  nous  pouvons  aisément  obtenir  celle  de  la  perte 
de  force  vive  produite  par  le  choc. 

En  effet,  avant  le  choc,  la  force  vive  du  système  se  rédui- 
sait à  celle  de  l'arbre  et  était  égale  à 

Après  le  choc,  elle  se  compose  de  celle  que  possède  encore 
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l'arbre  et  celle  que  le  marteau  a  acquise  et  est  égale  à 

attendu  que  la  came  ne  quitte  pas  le  manche  et  marche  après 
le  choc  d'une  vitesse  commune  avec  lui. 
La  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  est  donc 

û'MR'-a.'R'(M  +  M')  =  û«R'[M- ^^^^^^^)] 

-"**^  L (M  +  KM')' J' 

et,  en  substituant  pour  Q  sa  valeur  en  Q\  cette  expression 
devient 

4MMiZ  K         (îM  +  KM')' 
=  4M'i2"R'i= — J. 

Sous  cette  dernière  forme»  on  voit  facilement  qu'elle  dimi- 

nuera  avec  le  rapport  ^f  •  Or  nous  avons  fait  voir  que,  dans 
M 

tous  les  cas  de  pratique,  K  diffère  fort  peu  de  l'unité,  et  si 

Ton  fait  en  conséquence,  dans  cette  expression,  K  =  i,  on 

trouve  que  la  perte  de  force  vive  a  pour  valeur  {Û"M'R' 

quand  M  =  M',  et  Q'^W  R»  quand  M  ==  c»  . 

Ainsi,  entre  ces  limites  extrêmes,  l'expression  de  la  perte 
de  force  vive  ne  diffère  pas  de  ^  de  sa  valeur  relative  à  la  sup- 
position de  M  =  00  • 

Dans  la  pratique,  il  est  fort  rare  que  M'  ne  soit  pas  au- 
dessous  de  ^M  (').  En  admettant  même  celte  limite,  on  trouve 


(  *  )  Pour  les  martinets  et  marteaux  à  soulèvement  employés  h  la  fabrication 
du  fer,  on  a  au  plus 

Pour  les  marteaux  frontaux,  on  a  au  plus 

M'=  j^  M. 
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que  la  perte  de  force  vive  serait  exprimée  par 
o,997Q'»M'R«. 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  pourra, 
sans  crainte  notable  d'erreur,  calculer  la  perte  de  force  vive 
dans  la  supposition  de  M  =  oo . 

33.  Expression  de  la  perte  de  force  vive  en  fonction  de  celle 
qui  est  gagnée  par  le  marteau.  —  On  peut  aussi  facilement 
exprimer  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  en  fonc- 
tion de  celle  qui  a  été  acquise  par  le  marteau  et  qui  constitue, 
à  proprement  parler,  l'effet  utile  du  choc.  En  effet,  on  a,  après 
ce  choc, 

6/R=wR=f— .-= =rïj7>        d  OU        û'~  zrjfTz , 

et,  en  substituant  celte  valeur  de  Q'  dans  l'expression  géné- 
rale de  la  perte  de  force  vive,  celle-ci  devient 


«"M'R"[(2K-.)  +  ^], 


d'où  l'on  voit  encore  que,  la  force  vive  acquise  par  le  mar- 
teau demeurant  la  même,  la  perte  due  au  choc  sera  d'autant 

M' 

plus  petite  que  le  rapport  ^  sera  plus  faible,  et  que,  pour 

M  =  X  et  K  =  I,  cette  perte  se  réduirait  à 

«'»M'R'^ 

ou  à  la  force  vive  acquise  par  le  marteau,  et  comme,  outre 
la  perte  produite  par  les  compressions  réciproques,  l'arbre  à 
cames  transmet  au  marteau  une  force  vive  égale  à  la  même 
quantité,  il  s'ensuit  que,  dans  ces  suppositions,  la  consom- 
mation totale  de  force  vive  faite  par  cet  arbre  et  pour  chaque 
choc  est  double  de  celle  qui  a  été  communiquée  au  marteau. 

34.  Consommation  de  force  vive  faite  par  Varbre  à  cames 
pour  chaque  choc.  —  Ce  n'est  pas  sous  cette  forme  que  nous 
pouvons  calculer  en  général  la  consommation  de  force  vive  de 
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Tarbre  à  cames,  puisque  la  vitesse  angulaire  du  marteau, 
après  le  choc,  ne  nous  est  pas  donnée  a  priori;  mais,  à  l'aide 
des  expressions  précédentes,  il  est  facile  de  trouver  sa  valeur. 
En  effet,  celte  quantité  est  évidemment  égale  à 

et,  d'après  les  valeurs  de  û  et  <»  en  fonction  de  Î2',  elle  re- 
vient à 

4Q^'MM^R>K 

âM  +  KM'   ' 

expression  dans  laquelle  tout  nous  est  donné  par  le  calcul  ou 
par  l'observation. 

35.  Travail  consommé  par  le  choc.  —  Puisque,  à  chaque 
choc,  Tarbre  à  cames  consomme  cette  force  vive,  il  faut  que 
le  moteur  la  lui  restitue  et  lui  transmette  une  quantité  de  tra- 
vail qui  en  soit  la  moitié  et  égale,  par  conséquent,  à 

et,  s'il  y  a  /i  cames  sur  Tarbre  et  /x  révolutions  en  i  minute, 

la  quantité  de  travail  consommée  par  les  chocs  en  i  seconde 

sera 

niL  2Q^»MM^R'K 

60     2M-f-KM'    ' 

36.  Effort  moyen  exercé  et  travail  consommé  pendant  la 
levée  du  marteau,  —  Après  avoir  calculé  la  quantité  de  travail 
consommée  par  le  choc  ou  pendant  la  première  période  du 
mouvement  des  cames ,  passons  à  la  seconde  période ,  qui 
commence  à  la  Qn  du  choc  et  se  termine  quand  la  came  quitte 
le  manche.  La  vitesse  variant  très-peu  pendant  toute  la  levée, 
nous  n'avons  pas  à  tenir  compte  de  Tinertie,  et  nous  pouvons 
établir  immédiatement  l'équation  d'équilibre  entre  l'effort 
exercé  par  la  came  et  les  diverses  résistances  pour  une  po- 
sition quelconque.  À  cet  effet,  nommons 

/  =  C'G  (fig.  ii4  )  la  distance  du  centre  de  gravité  général  du 
marteau  et  de  son  manche  à  l'axe  G , 
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a  l'angle  formé  par  C'G  avec  rhorizontale,  quand  le  marteau 

est  au  repos; 
a  Tangle  dont  le  marteau  s'est  écarté  de  sa  position  initiale  à 

l'instant  que  l'on  considère; 
S  l'effort  normal  que  la  came  doit  exercer  sur  le  manche  pour 

vaincre  toutes  les  résistances; 
Q  le  poids  du  marteau>  de  son  manche  et  de  ses  ferrures. 

FIg.  ii4 


Il  est  facile  de  voir  que  la  pression  sur  les  tourillons  du 
marleau  sera  exprimée  : 
Pour  les  marteaux  à  bascule  ou  martinets,  par 


v/(Q-+-Scosa)='-f-S'sin'a  =  o,g6(0-T-Scosa)  +  o,4Ssina; 

Pour  les  marteaux  à  soulèvement  et  les  marteaux  frontaux, 
par 


v'tQ  — Scosa)^-f-S'sin'a  =  o,96(0  —  Scosa)-f- o,4Ssina, 

à  Yî  près,  attendu  que,  dans  les  deux  cas,  le  premier  terme 
du  radical  est  plus  grand  que  le  second. 

D'après  cela,  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  C  sera,  * 
par  exemple,  pour  les  marteaux  à  bascule, 

SR'  =  Q/cos(a-+- a) -f-/'p' [0,96(0-1- S  cosa)-+- 0,4s sina], 

en  observant  que,  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  des  autres 
marteaux,  la  partie  du  manche  sur  laquelle  la  came  agit  étant 
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dirigée  vers  l'axe  G',  le  moment  du  frottement  de  la  came 
contre  le  manche  par  rapport  à  cet  axe  est  nul. 

Mais,  la  force  S  étant  variable  avec  l'angle  a,  nous  ne  pou- 
vons obtenir  sa  valeur  moyenne  qu'en  calculant  la  quantité  de 
iravail  qu'elle  développe  pendant  toute  la  durée  du  contact. 
Multipliant  pour  cela  les  deux  membres  de  la  relation  ci- 
dessus  par  dûCf  nous  aurons,  entre  les  quantités  de  travail  élé- 
mentaires ou  les  moments  virtuels,  l'équation 

ÇsWdcc^Ql  fcos(a-^x)da 

-^f'p'  (0,96  /  QrfaH-o,96  /Scosa(/a 

-h  0,4  I  Ssinarfaj- 

On  observera  que,  dans  cette  relation,  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  substituer  à  S  sa  valeur  moyenne  S'  dans  les  termes 
relatifs  au  frottement,  et  que,  le  chemin  parcouru  dans  la  di- 
rection de  cet  effort  moyen  étant  R'a',  on  a,  en  intégrant 
depuis  a  =  o  jusqu'à  à  =  a\ 

S'R'a'::-^  PsR'rfa  =  Q/[sin(a -+-«)- sina] 

-4-/'p'(o,96Qa'-f.o,96S'sina' 
—  0,4s' cosa'-h  0,4s'), 

ou,  en  appelant  A  l'élévation  totale  du  centre  de  gravité  pen- 
dant la  levée  et  observant  que 

A  =  /[sin(rt  -+-  a')  —  sina], 

S'lVa'=  /      SR'rfa  =  QA-4-/y(o,96Qa'+o,96S'sina' 

Jo 

—  o,4S'cos«'-Ho,4S'). 
On  tire  de  cette  équation 

g,^ 0A^o,96.rp^0«^ 

K'a'-— /'p'  [o,96sina'^-  o,4(i  —  cosa')]' 
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d'où  Ton  déduira  facilement  la  quantité  de  travail 

^  '^  "*  ""RV-/'p'[o,96sin«'-f-o,4(i-cos«')]        ' 

imprimée  par  la  came  pendant  la  levée. 

On  trouverait  de  même,  pour  les  marteaux  à  soulèvement 
et  les  marteaux  frontaux, 

°  '^  ^  -  R'a'-h/'p'  [0,96 sina'-  0,4(1  -  cosa')]^  "*  " 

37.  Quantité  de  travail  développée  par  le  moteur  pendant 
la  levée.  —  Le  moteur  doit  à  chaque  instant  développer  une 
quantité  de  travail  égale  à  celle  de  toutes  les  résistances.  En 
désignant  donc  par 

P  l'effort  qu'il  exerce  à  la  distance  R  de  Taxe  de  rotation, 

p  le  rayon  des  tourillons, 

/  le  rapport  du  frottement  à  la  pression. 

Ni  le  poids  de  Tarbre  à  cames  et  de  son  équipage, 

la  pression  sur  les  tourillons  des  arbres  de  martinets,  vu  la 
petitesse  ordinaire  de  l'angle  a^  pourra  être  exprimée  par 

N.-hP-S'. 

En  désignant  par  B  l'angle  décrit  par  l'arbre  à  cames  à  l'instant 
que  l'on  considère,  nous  aurons  entre  les  quantités  de  travail 
élémentaires  développées  autour  de  cet  axe  la  relation 


/ 


PR.rfe  =  SRrfÔ4-/S'^^'R'arfÔ4-/p(N.H-F-S')rfÔ, 


dans  laquelle  nous  introduisons  de  suite,  dans  les  termes  re- 
latifs aux  frottements,  les  valeurs  moyennes  F  et  S'  de  P  et 
de  S.  En  observant  que  R9  =  R'a  et  intégrant  celte  équation 

R'a' 
depuis  ô  =  o  jusqu'à  6  =  6'  =  -g-»  nous  aurons 

^R-hR'  (RV)' 


FR.9'=  r    pR.rfe  =  S'R'«'4-/S'5~^ 


2 


-/p(N.-hF-S')9', 
32 
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d'où 

_^S'(r+/?^?^)+/p(N.-S') 

d'où  Ton  déduira  la  quantité  de  travail  que  le  moteur  doit 
développer  pendant  la  levée 

ei,  s'il  7  &  7^  levées  en  une  seconde,  la  quantité  de  travail  que 

le  moteur  devra  développer  par  seconde,  pour  vaincre  toutes 
les  résistances  relatives  à  cette  période,  sera 

60 

38.  Quantité  de  travail  relative  à  la  marche  à  vide.— EnSUy 
lorsque  la  came  a  quitté  le  manche,  l'arbre  à  cames  tourne 
sans  éprouver  d'autre  résistance  que  le  frottement  sur  ses 
tourillons,  qui  est  dû  au  poids  de  l'arbre  et  à  l'effort  moteur, 
et  l'on  déduira  de  suite  la  valeur  de  l'effort  P*"  que  doit  exercer 
la  puissance  pour  vaincre  cette  résistance,  en  faisant  S' =0 
dans  celle  de  P'  relative  à  la  levée.  On  a  ainsi 

P>_   /PN. 

R.-/P 

Quant  au  chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  P"  pen- 
dant cette  marche  à  vide,  on  observera  que,  n  étant  le  nombre 
des  cames,  l'intervalle  qui  les  sépare  à  la  distance  R  de  l'axe 

est j  et  que,  par  conséquent.  Tare  parcouru  à  vide  à  cette 

distance  est 

n  n 

et  qu'enfin  l'arc  décrit  à  la  distance  Ri  ou  par  le  point  d'ap- 
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plication  de  Teffort  P"  est 


^(Hî_„v) 


Le  travail  développé  par  cet  effort  P"^  pour  chaque  levée  est 
donc 

P.|(îf-.v), 

ou  par  seconde 

60        R  \   n  / 

39.  Récapitulation  des  quantités  de  travail  consommées 
dans  les  trois  périodes  et  rapportées  à  la  seconde,  —  En  réca- 
pitulant ce  qui  précède,  on  voit  donc  que  la  quantité  toule  de 
travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à  Tarbre  à  cames  dans 
chaque  seconde  sera  représentée  par 

On  voit  donc  que,  par  l'observation  des  divers  éléments 
qui  entrent  dans  cette  expression,  on  pourra  déterminer  la 
quantité  de  travail  transmise  au  récepteur  ou  son  effet  utile. 
L'application  de  cette  théorie  a  été  faite  maintes  fois  par 
MM.  les  élèves  de  l'École  à  l'occasion  de  leur  lever  d'usine, 
et  les  résultats  qu'ils  ont  obtenus  ont  été  pleinement  con* 
Armés  par  leur  comparaison  à  ceux  que,  dans  certains  cas,  on 
a  pu  déduire  d'expériences  directes. 

40.  Effet  utile  proprement  dit.  —  Nous  venons  de  calculer 
la  quantité  de  travail  totale  qui  doit  être  transmise  à  l'arbre 
a  cames  pour  vaincre  toutes  les  résistances  développées  à 
chaque  instant;  mais,  une  partie  de  ce  travail  étant  con- 
sommée en  pure  perte  par  la  résistance  et  par  les  pertes  de 
force  vive,  l'effet  utile  proprement  dit  lui  est  inférieur  et  se 
réduit^  d'une  part,  à  la  moitié  de  la  force  vive  imprimée  au 
marteau  et,  de  l'autre,  à  la  quantité  de  travail  correspondant 

32. 
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à  son  élévation 9  et,  par  conséquent,  cet  effet  utile  a  pour 
expression 

On  remarquera  que,  dans  ces  expressions  de  l'effet  utile  et 
du  travail  transmis  à  Tarbre  à  cames,  le  terme  relatif  à  la  force 
vive  de  l'outil  croit  comme  le  carré  de  la  vitesse  angulaire,  et 
que,  par  conséquent,  ces  quantités  de  travail  augmentjsnt  plus 
rapidement  que  le  nombre  des  coups  de  marteau. 

41.  Quantité  de  travail  nécessaire  pour  produire  une  dé- 
formation donnée  dans  le  métal.— On  peut  calculer  le  travail 
nécessaire  pour  produire  sur  le  métal,  à  un  état  donné  de 
chaleur,  un  changement  de  forme  déterminé.  En  effet,  si  nous 
prenons  d'abord  pour  exemple  le  marteau  frontal,  nous  con- 
naissons la  vitesse  angulaire  moyenne  Q'  avec  laquelle  il 
marche  quand  la  came  le  quitte,  et,  en  vertu  de  cette  vitesse, 
il  continuera  encore  à  s'élever  jusqu'à  une  hauteur  A'  déter- 
minée par  la  relation 

Arrivé  à  cette  hauteur,  il  retombera  sur  le  métal,  et  la  gravité 
développera  sur  lui  une  quantité  de  travail 

Q(/i4-A'), 

qui  sera  tout  entière  employée  à  produire  la  déformation  du 
métal  que  l'on  pourra  mesurer;  et  si  l'on  remarque  que,  dans 
cette  compression  de  la  matière,  les  molécules  choquées  ou 
celles  q«i  en  sont  voisines  ne  reçoivent  que  des  vitesses  à  peu 
près  nulles,  on  pourra,  d'après  les  lois  connues  de  la  péné- 
tration des  solides  à  travers  les  divers  milieux,  regarder  la 
résistance  comme  indépendante  de  la  vitesse  et  proportion- 
nelle à  l'aire  ou  a  l'amplitude  de  l'impression.  Nommant  donc 

a  et  A  les  côtés  de  cette  amplitude  ordinairement  rectangu* 

laire, 
e  la  profondeur  de  l'impression. 
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K  le  rapport  constant  de  la  résistance  à  l'amplitude  de  Tim- 
pression  ou  la  résistance  par  mètre  carré, 

on  aura,  pour  déterminer  K,  la  relation 
Q(A-f-A')  =  Ka6e. 

En  faisant  de  pareilles  observations,  on  devra  tenir  compte 
en  même  temps  de  Tétat,  de  la  couleur  ou  de  la  température 
du  métal ,  pour  ne  comparer  que  des  résultats  obtenus  dans 
des  circonstances  analogues  (0. 

Dans  le  cas  où  le  marteau  est  arrêté  dans  sa  course,  soit  par 
une  pièce  de  renvoi,  comme  pour  ceux  à  bascule,  soit  par  un 
ressort  ou  rabat,  comme  pour  ceux  à  Tallemande,  il  se  produit 
contre  ces  obstacles  une  perte  de  force  vive  qu'il  est  assez 
difficile  d'évaluer;  on  ne  peut,  pour  ce  motif,  déterminer 
exactement  celle  qu'il  possède  dans  son  mouvement  de  re- 
tour. On  remarquera  toutefois  que  cette  perte  de  force  vive 
est  due  aux  compressions  réciproques  qui  se  produisent  aux 
points  mêmes  de  contact,  dont  l'élasticité,  altérée  par  l'inten- 
sité et  la  répétition  des  chocs,  ne  restitue  à  peu  près  rien  du 
travail  employé  à  la  produire,  mais  que  la  portion  de  la  force 
vive  qui  a  été  consommée  par  la  flexion  générale  du  manche 
ou  du  ressort  est  restituée  à  peu  près  en  totalité,  attendu  que 
ces  pièces  sont  faites  avec  des  bois  élastiques  et  fléchissent, 
en  réalité,  fort  peu.  Si  donc  on  mesure,  ce  qui  est  facile,  la 
quantité  dont  le  manche  ou  le  ressort  est  fléchi  pendant  le 
choc,  on  pourra,  d'après  leurs  dimensions  et  le  coefficient 
connu  de  leur  élasticité,  calculer  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  cette  flexion  et  restituée  ensuite  au  marteau.  En 
l'ajoutant  à  celle  qui  est  due  à  la  descente  de  ce  marteau  de 
la  hauteur  qui  correspond  à  l'instant  où  il  touche  le  renvoi, 
revenu  à  sa  position  de  repos,  on  aura  la  quantité  de  travail 
totale  que  le  marteau  vient  développer  pour  produire  une 
impression  déterminée,  et  l'on  pourra  ensuite,  comme  dans 


(')  Consulter,  au  sujet  des  déformatioDs  produites  par  Tactioii  des  mar^ 
teaux  et  des  balanciers,  le  Mémoire  sur  le  laminage  et  le  forgeage,  par 
M.  H.  Tresca,  Mémoire  de%  Swants  étrangers,  t.  XX.    (K.) 
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le  cas  du  marteau  frontal,  déterminer  la  résistance  de  la  ma- 
tière à  la  compression. 

La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qui 
ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  ou 
à  soulèvement,  et,  en  ayant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  chaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difficulté  pour 
ces  applications. 

&2.  Cas  où  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  Tarbre  à  cames,  ainsi  qu'il  arrive  ordinairement 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marteau  un  choc  entre  les  dents  de  l'engrenage  et  une 
perte  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n**  25,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  bocards  à  engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  et 
nommant 

N  l'effort  exercé  par  le  marteau, 

St  l'effort  exercé  à  un  instant  quelconque  sur  la  dent  du  pi- 
gnon de  l'arbre  à  cames, 
r  le  rayon  de  ce  pignon, 

on  aura,  pour  Téquation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames, 

en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  5.  et  N  sont  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 

N(R-.yp)->-§MR»J^^(M-R'»^/'my/)^^MR» 
'  '•— /P  r—fy 
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et  par  suite 


j 


r—fp 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n®'  28  et  suivants. 
Autour  de  Tarbre  de  Tengrenage  moteur,  on  aura  une  rela- 
tion analogue,  et,  en  appelant 

Ma  la  masse  de  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc. 

Ri  la  distance  a  laquelle  elle  est  placée  de  Taxe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  Tarbre  de  la  roue  hydraulique, 

2r\m  =  M^R*'*  le  moment  d'inertie  de  Tarbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage. 

Ht  et  (ùi  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

p,  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n!  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[M.R.(R.~/.p.)-HM,R''>](a-w.) 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  /  Si  dt,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  Qi ,  (ùt,  £2  et  a», 
auxquelles  on  devra  joindre  d'abord 

R"Û.  =  RÛ,    R'^w.^Rû) 

et 

^,      û,  -h  «1 

en  appelant  12',  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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roue  hydraulique  déduite  de  robservatlon,  et  qui  est  d'ailleurs 
liée  à  celle  de  l'arbre  à  cames  par  la  relation  R'iî'^  =  Rû'. 

On  aura  donc  ainsi  quatre  équations,  à  l'aide  desquelles  on 
obtiendra  facilement  l'expression  des  vitesses  angulaires  û, 
et  &)i  de  l'arbre  de  la  roue  hydraulique,  avant  et  après  le  choc, 
en  fonction  de  sa  vitesse  moyenne  Ù!^  et  de  quantités  connues, 
et  l'on  en  déduira  la  valeur  de  la  force  vive  consommée  par 
cet  arbre  pendant  le  choc  et,  par  suite,  celle  de  la  quantité  de 
travail  correspondante 

que  le  moteur  doit  développer  à  chaque  choc. 

Le  reste  du  calcul  se  continuera,  dans  ce  cas,  comme  nous 
l'avons  déjà  indiqué,  sans  offrir  aucune  difficulté  particulière. 

Des  machines  à  percor,  à  déconper,  à  étamper  et  à  frapper 
les  monnaies. 

fcS.  Description  sommaire.  —  On  emploie,  dans  les  ateliers 
de  construction  et  dans  les  arsenaux,  des  machines  à  découper, 
ou  emporte-pièces,  de  différents  genres,  qui  se  distinguent 
les  unes  des  autres  par  leurs  dispositions  particulières,  mais 
qui  agissent,  en  général,  par  le  choc  d'une  masse  animée  d'une 
grande  vitesse,  ou  plutôt  d'une  force  vive  considérable,  sur  la 
matière  à^enlever. 

Un  des  appareils  de  ce  genre  le  plus  fréquemment  usité  est 
le  balancier  à  découper  {Jig*  iiS)  mû  par  des  hommes.  Il  en 
existe  un  grand  à  l'Arsenal  d'Artillerie  et  un  petit  à  l'Arsenal 
du  Génie  à  Metz.  Nous  les  prendrons  po\A  exemples  de  la 
marche  à  suivre  dans  le  calcul  de  ces  sortes  de  machines,  et 
il  sera  facile  ensuite  d'en  déduire  la  manière  dont  on  devrait 
procéder  dans  d'autres  cas. 

L'outil  destiné  à  percer  ou  à  découper  un  trou  dans  des 
pièces  de  métal  est  ordinairement  en  acier  fondu  trempé;  il 
porte  le  nom  de  poinçon  et  se  termine  inférieurement  par 
une  face  plane  perpendiculaire  à  la  direction  de  son  mouve* 
ment,  et  dont  le  contour  a  exactement  la  forme  du  trou  que 


Digitized  by  VjOOQIC 


▲PPLIQCÉB   AUX  HAGHINBS. 


5o5 


Ton  veut  obtenir.  Â  partir  du  tranchant,  le  poinçon  se  rétrécit 
un  peu  vers  ie  haut,  afin  que,  après  son  passage  dans  ie  trou 
qu'il  fait,  le  reste  du  corps  de  l'outil  n'éprouve  aucune  résis- 
tance latérale.  Ce  poinçon  s'engage,  par  une  portion  tronco- 
nique  ou  cylindrique,  dans  une  pièce  plus  forte  nommée 

Fig.  ii5. 


mandrin  ou  emprunt;  il  y  est  arrêté  soit  avec  des  vis,  soit 
avec  une  clef,  ou  cheville,  qui  les  traverse  tous  les  deux.  Le 
mandrin  et  le  poinçon  qui  y  est  fixé  s'élèvent  verticalement 
et  sont  guidés  dans  ce  mouvement  par  des  coulisses  prisma- 
tiques ou  cylindriques,  adaptées  aux  supports  du  balancier  et 
parfaitement  ajustées. 

Le  mouvement  d'ascension  du  mandrin  est  produit  par  celui 
d'une  vis  en  fer  à  filets  carrés,  qui  est  liée  au  mandrin;  mais, 
comme  la  vis  tourne  en  s'élevant  et  en  descendant,  tandis 
que  le  mandrin  et  le  poinçon  ne  doivent  avoir  qu'un  mouve- 
ment vertical,  on  assemble  ces  deux  pièces  au  moyen  d'un 
collet  à  vis,  qui  ne  les  rend  solidaires  que  dans  le  sens  verti- 
cal et  permet  à  la  vis  de  tourner  sur  elle-même,  tandis  que  le 
mandrin,  retenu  par  ses  coulisses  ou  guides,  ne  peut  que 
descendre  ou  monter  verticalement. 
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La  vis  à  plusieurs  Qlets,  ordinairement  au  nombre  de  trois 
ou  quatre,  traverse  un  écrou  en  bronze,  logé  dans  le  chapeau, 
qui  réunit  les  deux  montants  du  balancier,  et  sa  tète  est  en- 
gagée dans  un  grand  levier  en  fer  dont  les  deux  extrémités 
portent  des  masses  sphériques  ou  lenticulaires,  destinées  à 
augmenter  le  moment  d'inertie  des  pièces  qui  tournent  avec 
la  vis.  C'est  de  ce  levier  ou  balancier  que  la  machine  tire  son 
nom.  ^ 

Le  support  de  la  machine,  ordinairement  en  métal,  se  com- 
pose de  deux  montants  réunis  par  un  chapeau  et  par  une  se- 
melle; le  tout  est  coulé,  le  plus  souvent,  d'une  seule  pièce, 
et  posé  sur  un  massif  solide  en  maçonnerie  ou  en  charpente. 
La  semelle  présente,  en  dessous  de  la  vis,  une  ouverture  sur 
laquelle  se  place  une  plaque  plus  ou  moins  épaisse,  selon  les 
cas,  et  que  Ton  nomme  porte-matrice,  et  dans  laquelle  se  fixe, 
à  l'aide  d'une  vis,  la  matrice,  dont  l'ouverture  est  précisé- 
ment de  mêmes  dimensions  que  le  poinçon;  celle-ci,  qui 
doit  être  en  acier  fondu  trempé,  se  place  avec  le  plus  grand 
soin,  de  manière  que  le  poinçon  la  traverse  sans  frotte- 
ment. 

D'après  cette  description  succincte,  le  jeu  de  la  machine 
est  facile  à  concevoir.  Des  hommes,  agissant  à  l'extrémité  du 
levier,  soit  directement  à  bras,  soit  par  l'intermédiaire  de 
tiraudes,  impriment  à  la  vis  et  à  son  équipage  une  vitesse 
de  rotation  et,  par  suite,  une  force  vive  considérable.  Au  travail 
qu'ils  développent  s'ajoute  celui  de  la  gravité,  diminué  de 
celui  que  consomme  le  frottement  des  filets.  Le  poinçon  at- 
teint la  pièce  à  percer  ou  a  découper,  que  l'on  a  poussée  sur 
la  matrice,  et,  en  vertu  de  la  force  vive  acquise  par  le  système 
et  quelquefois  de  l'effort  que  les  hommes  exercent  encore 
pendant  le  percement,  il  pénètre  à  travers  la  matière  et  en  dé- 
tache une  partie  de  même  dimension  que  le  volume  engendré 
par  sa  surface  tranchante.  La  vitesse  de  descente  et  de  rota- 
tion de  la  machine  est  considérablement  diminuée  à  la  fin  du 
percement  ;  mais ,  passé  ce  terme ,  la  résistance  devenant 
nulle,  le  mouvement  s'accélère  de  nouveau,  jusqu'à  l'instant 
où  la  machine  est  arrêtée,  soit  par  un  obstacle  fixe,  qui  éteint 
en  pure  perte  la  force  vive  qu'elle  possède  encore,  soit  par 
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des  ressorts  qui  lui  en  restituent  une  portion  plus  ou  moins 
grande. 

Gela  posé,  on  voit  qu'une  même  descente  de  la  vis  corres- 
pond à  trois  périodes  distinctes  de  mouvement,  qu'il  feut 
examiner  à  part.  Dans  la  première,  relative  à  la  descente  de  la 
vis  et  de  son  équipage,  depuis  le  moment  où  le  moteur  com- 
mence à  agir  jusqu'à  celui  où  le  poinçon  atteint  la  pièce  à 
percer,  le  mouvement  s'accélère  par  l'action  simultanée  et 
successive  des  hommes  et  de  la  gravité.  Dans  la  deuxième, 
correspondant  à  toute  la  durée  du  percement,  le  mouvement 
se  retarde  jusqu'à  l'instant  où,  la  pièce  à  découper  étant  tra- 
versée, la  troisième  période  commence,  et  le  mouvement  s'ac- 
célère de  nouveau  jusqu'à  ce  qu'il  soit  tout  à  fait  éteint  par  des 
arêtes  fixes  ou  par  des  ressorts. 

Nous  allons  examiner  successivement  ce  qui  se  passe  dans 
chacune  de  ces  trois  périodes. 

kk.  Théorie  du  balancier  à  découper  ordinaire.  Première 
période  du  mouvement.  —  A  cet  effet,  appelons  : 

Q  le  poids  de  la  vis,  du  balancier,  des  sphères,  du  man- 
drin, etc.; 
r'  le  rayon  moyen  des  filets  de  la  vis  ; 
h'  le  pas  ; 

a  l'angle  d'inclinaison  du  filet  moyen  à  l'horizon  ; 
r  la  distance  à  l'axe  de  la  vis  d'un  élément  quelconque  de 

masse  m; 
(ù  la  vitesse  angulaire  à  un  instant  quelconque  de  la  descente 

de  la  vis; 
(ù'  la  vitesse  angulaire  au  moment  où  le  poinçgn  atteint  la  pièce 

et  où  le  choc  et  le  percement  commencent; 
H  la  hauteur  totale  dont  le  système  est  descendu  à  cette 

époque  ; 
P  l'effort  variable  exercé  par  les  hommes  sur  le  levier  dans  le 

sens  de  Tare  décrit; 
ds  l'arc  élémentaire  décrit  dans  di  par  le  point  d'application 

de  P. 

Pendant  la  descente,  la  pression  sur  les  filets  de  la  vis  se 
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borne  à  son  poids  Q,  dont  la  composante  Qsina,  parallèle 
aux  filets,  tend  à  la  faire  glisser,  tandis  que  le  frottement  qui 
résulte  de  la  composante  Qcosa,  normale  à  ces  filets,  s'op- 
pose à  ce  mouvement. 

L'effort  p  horizontal  et  tangentiei  au  cylindre  du  rayon  r', 
qu'il  faut  exercer  pour  faire  descendre  la  vis,  a  pour  expression 
{voir  TL^  73  et  suivants,  Section  III) 

o^Q  /~^"g^  ^y>Q  '-^  tangua  ,q 

^      ^i4-/unga      •''^n-/langa       ^      ^    ' 

h! 
expression  qui,  attendu  que  tanga  = ;>  revient  à 


27rr'  (27rr'  -^fh')      ^  27rr' 

Cet  effort  agissant  horizontalement,  si  la  vis  descend  d'une 
hauteur  H,  son  point  d'application  parcourra  un  arc  égal  à 

H 

le  travail  consommé  dans  ce  déplacement  par  la  résistance  de 
la  vis  sera 

(  ^  )  Frottement  de  la  vis  dans  le  mouvement  varié,  -^  L'expression  da  frotte» 
ment  donnée  dans  le  texte  convient  au  mouvement  uniforme.  Dans  l'exemple 
traité,  le  mouvement  est  variable,  et  il  en  est  de  même  de  la  pression  normale 
N  sur  les  filets;  celle-ci  peut  changer  de  signe,  pendant  la  course,  ce  qui  exige 
une  discussion  spéciale  dans  chaque  cas. 

Supposons  que  la  ijs  appuie  sur  Téerou  de  haut  en  bas,  on  trouve^  en  pro- 
jetant le  mouvement  sur  Taxe  de  la  vis. 


N  = 


iina\         iicffdt/ 


cosa-+-/siD 

Au  moyen  de  cette  expression,  on  peut  calculer  le  travail  du  frottement /If; 
en  appliquant  le  principe  des  forces  vives,  on  trouve  que,  dans  l'équation  (i), 

p.  5oo,  il  faut  ajouter  au  second  membre  la  quantité  i«'*Q  7— r-  ^rrr- rr» 

ce  qui  revient,  en  conservant  les  autres  termes,  k  remplacer  dans  le  premier 

membre  -  7—;  par ^qr ^  •     (K.) 
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Pendant  cette  môme  période,  la  puissance  motrice  développe 
la  quantité  de  travail 

'PA, 


/' 


qui  doit  être  prise  depuis  «  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  s  qui  cor- 
respond à  l'arc  total  décrit  par  le  point  d'application  de  P  pen- 
dant l'action  du  moteur.  Cette  quantité  de  travail  est,  par 
exemple,  celle  que  peuvent  livrer  les  hommes  à  chaque  coup 
de  balancier. 

Quant  à  la  variation  de  la  force  vive,  il  est  clair  que,  la  ma- 
chine étant  partie  du  repos  et  ayant  acquis  dans  le  sens  hori- 
zontal une  vitesse  angulaire  a»'  à  l'instant  où  le  poinçon  atteint 
la  matière  à  percer,  elle  possédera  à  ce  moment,  dans  ce 
sens,  une  force  vive  de  rotation  exprimée  par  w'*  2  mr*. 

Mais  ces  pièces  sont  en  outre  animées  d'une  vitesse  de  des- 

cente  commune  et  verticale  égale  à  —  pour  un  instant  quel- 
conque, et  à pour  celui  que  l'on  considère,  ce  qui  cor- 
respond à  une  force  vive  acquise  dans  le  sens  vertical  et 
égale  à 

^  „  A''       Q    /,  A'* 
471»       g        4?:» 

0 

en  appelant  M  =  -  la  masse  totale  de  la  vis  et  de  tout  son 

équipage. 

D'après  ce  qui  précède,  le  principe  des  forces  vives,  appli- 
qué à  cette  première  période,  nous  donnera  l'équation 

On  remarquera  que,  dans  cette  descente  de  la  vis,  nous 
avons  négligé  de  tenir  compte  de  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  le  frottement  contre  la  lunette  qui  lie  le  man- 
drin à  la  vis,  parce  qu'il  est,  dans  ce  cas,  extrêmement  faible. 
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L'éqaation  précédente  donnera  la  vitesse  angulaire  ot'  à  l'in- 
stant où  le  poinçon  atteint  la  pièce  à  percer,  lorsque  l'on  con- 
naîtra la  quantité  de  travail  livrée  par  le  moteur  à  chaque  coup 
de  balancier.  On  sait,  par  exemple,  d'après  les  observations 
de  Coulomb  et  d'autres  ingénieurs,  qu'un  homme  agissant 
alternativement  sur  une  tiraude  développe  une  quantité 
moyenne  de  travail  de  5''i'',5o  par  seconde,  à  raison  de  huit 
heures  de  travail  par  jour.  Lors  donc  qu'on  aura  observé  le 
nombre  de  pièces  découpées,  dans  un  temps  donné  de  travail 
suivi,  on  en  déduira  le  nombre  de  coups  par  seconde,  et,  par 
suite,  la  quantité  de  travail  livrée  par  le  moteur  à  la  machine 
pour  chaque  coup. 

A  l'inverse,  si,  à  l'aide  d'appareils  particuliers,  on  pouvait 
déterminer  immédiatement  gi',  l'équation  ci-dessus  donnerait 

la  quantité  de  travail  j  Vds  développée  par  le  moteur. 

45.  Deuxième  période  du  mouvement.  —  Passons  mainte- 
nant à  la  deuxième  période,  pendant  laquelle  le  poinçon  pé- 
nètre dans  la  matière,  et  appelons 

F  la  force  de  réaction  ou  la  résistance  totale  de  la  matière  au 
percement,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement; 

e  l'épaisseur  de  la  pièce  à  découper  au  même  instant; 

c  le  contour  de  l'ouv^ture  ou  de  la  partie  à  enlever  :  c'est 
aussi  celui  du  poinçon  ; 

K  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  nature  de  la  matière 
découpée. 

Nous  admettrons,  jusqu'à  ce  que  l'expérience  ait  prononcé, 
que  la  résistance  F  esta  chaque  instant  proportionnelle  au  con- 
tour c,  à  l'épaissQur  e  et  au  coefficient  K,  de  sorte  que  nous 
aurons 

F  =  Kce. 

On  voit  que,  dans  cette  expression,  K  représente,  à  propre- 
ment parler,  la  résistance  de  l'unité  de  surface  à  découper. 
D'après  cela  (Jig.  ii6) 

E  étant  l'épaisseur  totale  de  la  pièce  à  percer; 
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A  la  hauteur  totale  dont  le  poinçon  est  descendu  à  Tinstant 
du  percement  que  l'on  considère,  H  conservant  la  significa- 
tion précédente, 

Fig.  ii6. 


TT 


I  I 

I  i 


I T 


^EkD 


[ 


la  profondeur  de  l'impression  ou  le  chemin  parcouru  dans 
le  sens  de  F,  jusqu'à  l'instant  que  nous  considérons,  sera  A — H, 
et  Ton  aura 

CrrrE-(A  — H); 

par  conséquent,  la  quantité  de  travail  développée  dans  rélé-- 
ment  de  temps  dt  par  la  résistance  F  sera 

¥dh  =  Kcedh=:Kc{E-hE-h)dh; 

et»  en  intégrant  depuis  A  =  H  jusqu'à  A  =  H  +  E,  on  a,  pour 
le  travail  total  de  F  pendant  le  percement. 


fFdh^-Kc^' 


Cela  posé,  à  un  instant  quelconque  du  percement,  la  vis 
éprouve,  de  la  part  de  la  matière,  la  résistance  F  dirigée  en 
sens  contraire  de  son  mouvement  de  descente,  qui  se  retarde, 
dans  l'élément  du  temps,  dans  le  sens  vertical  et  dans  le  sens 
horizontal;  et  si  nous  désignons  par  dcù  la  variation  de  la  vi- 
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lesse  angulaire  horizontale,  celle  de  la  vitesse  verticale  sera 

d(ù — • 

271 

L'inertie  de  la  masse  totale  —  de  la  vis  et  de  son  équipage  tend 

à  s'opposer  à  ce  retard  avec  une  intensité  mesurée  à  chaque 

instant  par 

A'    rdoy  A'  rf«„       A'  Q  rfw 

27:  J    dt  27r  dt  iit  g  dt 

le  poids  Q  de  la  vis  se  joint  d'ailleurs  ici  aux  forces  d'inertie 
pour  entretenir  le  mouvement  de  descente»  et  la  résistance 
que  la  vis  éprouve  dans  le  sens  vertical  a  pour  expression 

ht:  g  dt       ^ 

Nous  la  représenterons  provisoirement»  et  pour  simplifier 
les  formules»  par  g»  et  nous  aurons  à  exprimer  qu'à  chaque  in- 
stant du  percement  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  cette  résis- 
tance, les  frottements  qui  en  résultent  d'une  part,  et  de  l'autre 
entre  les  forces  d'inertie  tangentielles  ou  de  rotation  qui  ten- 
dent à  entretenir  le  mouvement,  auquel  s'ajoute  l'effort  P, 
développé  par  le  moteur  pendant  le  percement. 

On  remarquera  d'abord  que,  la  résistance '^  éprouvée  par  la 
vis  agissant  de  bas  en  haut,  les  filets  seront  appuyés  par  leur 
surface  supérieure  contre  la  face  inférieure  de  ceux  de  l'é- 
crou,  et  il  est  facile  de  voir,  en  suivant  la  marche  indiquée 
dans  la  Section  III,  que  l'effort  p,  tangeniiel  au  cylindre  des 
fllets  moyens  de  rayon  r',  qu'il  faut  exercer  à  chaque  instant 
pour  faire  descendre  la  vis,  a  pour  expression 

—      /-^  tangg   _     27rr'/-f-  A' 
'^""^  r^/tanga  ""*  27rr'— /A* 

Si  la  vis  descend  de  la  quantité  élémentaire  dh  dans  l'in- 
stant dt,  le  point  d'application  de  cette  force  p  parcourra  le 

27rr' 
chemin  élémentaire  ds  =  -tt-  dh,  de  sorte  qu'elle  dévelop- 
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pera,  dans  rélément  du  temps,  une  quantité  de  travail 

Le  mandrin  est  pressé  contre  le  bout  de  la  vis,  pendant  le  per- 
cernent,  par  un  effort  exprime  par  F  h 77  "^  ^*  ^^' 

donne  lieu  à  un  frottement  analogue  à  celui  des  pivots.  En  ap- 
pelant p  le  rayon  de  ce  pivot  et/'  le  rapport  du  froitement  à 
la  pression  pour  les  surfaces  en  contact,  il  est  facile  de  voir 
que  celte  résistance  développera,  en  sens  contraire  du  mou- 
vement pendant  dt^  une  quantité  élémentaire  de  travail  me- 
surée par 

Enfin  le  frottement  que  nous  venons  d'évaluer,  et  qui  s'exerce 
sur  la  tète  du  mandrin,  tend  à  le  faire  tourner  et  à  presser  les 
oreilles  dont  il  est  garni  dans  les  coulisses  qui  les  guident; 
de  là  résulte  un  nouveau  frottement  qui  agit  dans  le  même 
sens  que  la  résistance  F  et  qui,  en  appelant 

f  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  coulisses; 
/  la  distance  moyenne  des  oreilles  à  Taxe  de  rotation, 

a  pour  expression 

Cette  résistance  consommera  dans  l'élément  du  temps  la 
quantité  de  travail 

Mais  il  est  évident  qu'à  cause  de  la  petitesse  ordinaire  des 
quantités/',/''  et  du  rapport  j  on  pourra,  sans  erreur  no- 
table, négliger  ce  dernier  frottement,  dont  la  considération  ne 
compliquerait  au  reste  nullement  les  calculs. 

33 
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D'une  autre  part^  l'effort  moteur  P  développera,  dans  le 
même  intervalle^  une  quantité  de  travail  mesurée  par 

n 

R  étant  le  rayon  de  l'arc  décrit  par  son  point  d'application  ;  et 
les  forces  d'inertie  horizontales  ou  de  rotation  développeront 
dans  le  même  sens  la  quantité  de  travail 

(ùd(ùl,  mr^, 

numériquement  égale  à  la  moitié  de  la  variation  de  la  force 
vive  de  rotation  pendant  le  même  temps. 

Nous  aurons  donc,  pour  exprimer  qu'à  chaque  instant  il  y 
a  équilibre  entre  les  différentes  forces  du  système  ou  qu'elles 
développent  des  quantités  de  travail  égales  en  sens  contraire, 
l'équation 

ù)a(ù  zmr^  -hV  as  =  q -^ — -—  — j-—  cln 

^  ir.r'  —  Jlt      n 

ou,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur  j  =  F Z^"77*~Q» 

wa«zmr*-f-  Vas  =(F —  -77  —Q) -r — ttt  — : —  dk 

\         27:  g  al       ^J27:r'—Jà'     /*' 

'■^    \         2t:  g  dt       ^ J  h'         ' 

dh       A'  .       , 

qui,  en  observant  que  -77  =  — «>  revient  a 
at       2K 

wrfw   2mr»4-—  —    / — TTrr'—  \f'p  ]    -*-  Vds 

^  fur.r'  f-h  h'     ,  .    ,y.,   \27r   ,, 

_Qh^r'f+h'  \^ 
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OU,  en  posant,  pour  simplifier, 


0) 


rfw  (2 mr'  ^  A'  -^  ^]  -+-     ds  =  ^(kYdh^  A' Q dli\ , 


équation  qui,  intégrée  pour  toute  la  durée  du  percement,  ou 
depuis  6>  =  0)'  jusqu'à  eo  =  (ù"y  correspondant  respectivement 
àA  =  HeiA  =  H-f-E,  nous  donnera 


(->') 


^(A(*F6fA-A'0E). 


Dans  les  balanciers  ordinaires,  où  les  hommes  agissent  sur 
des  tiraudes  et  impriment  au  système  une  grande  vitesse  de 
rotation,  au  commencement  de  la  première  période,  en  bor- 
nant là  leur  action  sur  la  machine,  le  terme  /  9ds  est  nul 


pendant  la  durée  du  percement,  et,  dans  les  balanciers  où 
les  hommes  agissent  à  la  main  sur  les  bras  du  levier  et  prolon- 
gent leur  effort  pendant  la  seconde  période,  le  travail  qu'ils 
développent  pendant  cette  période  est  très-faible  par  rapport 
à  celui  qui  correspond  à  la  variation  de  la  force  vive;  on  peut 

donc  presque  toujours  négliger  le  terme  Ivds  par  rapport  au 

premier.  Il  en  est  de  même  du  terme  QE,  relatif  au  travail 
développé  par  le  poids  de  la  vis  et  de  son  équipage,  pendant 
le  percement,  attendu  que  E  est  toujours  très-petit. 

4-6.  Équation  à  employer  pour  les  balanciers  à  tiraudes,  — 
D'après  cette  observation,  Téquation  à  appliquer  aux  balan- 
ciers  mus  par  des  hommes  qui  agissent  à  l'aide  de  tiraudes, 
pour  imprimer  une  certaine  vitesse  au  système,  qu'ils  aban- 
donnent ensuite  à  lui-même,  ainsi  que  cela  a  lieu,  notamment 
pour  celui  de  l'Arsenal  d'Artillerie  de  Metz,  se  réduira  à 
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d'où  Ton  tirera 

/^, (2mr'-i-A' — ~l 


^F 


^QE. 


47.  Mode  à  suwre  pour  déterminer  le  coefficient  K  par  /'ex- 
périence,  —  Lors  donc  que,  par  des  moyens  particuliers,  on 
aura  pu  déterminer  la  vitesse  angulaire  oa"  à  la  fin  du  perce- 
ment, on  déduira  de  cette  équation  la  valeur  du  coefricient 
constant  K,  ou  de  la  résistance  du  métal  découpé,  sur  l'unité 
de  surface  de  rupture,  et  Ton  pourra  vérifier,  par  la  compa- 
raison des  diverses  valeurs  de  K  correspondant  à  des  valeurs 
différentes  de  c  et  de  E,  si  la  loi  que  nous  avons  admise 
précédemment  pour  la  résistance  au  percement  est  effective- 
ment celle  qui  la  récit.  Cette  loi  étant  une  fois  vérifiée  et  la 
valeur  de  K  étant  ainsi  déterminée,  on  pourra  en  déduire  la 
quantité  de  travail  que  nécessite  le  percement  d'une  pièce 
d'une  épaisseur  donnée,  selon  un  contour  connu. 

tô.  Moyens  à  employer  pour  déterminer  la  vitesse  angulaire 
à  la  fin  du  percement.  —  Il  est  en  général  assez  difficile  de 
déterminer  la  vitesse  angulaire  tù"  correspondant  à  la  fin  du 
percement;  mais  on  peut  cependant  y  parvenir  dans  différents 
cas,  comme  nous  allons  Tindiquer. 

Il  arrive  d*abord  quelquefois  que  le  percement  ne  peut  s'ef- 
fectuer d'un  seul  coup  de  balancier,  et  que  par  conséquent  la 
vitesse  est  totalement  détruite  par  une  impression  ou  un 
découpage  partiel  de  la  pièce.  Dans  ce  cas,  on  fera  dans  l'équa- 
tion ci-dessus  tù"  =  o,  en  y  mettant  pour  E  la  valeur  corres- 
pondant à  la  profondeur  observée  de  pénétration.  Dans  d'autres 
cas,  le  percement  est  complet,  mais  la  vitesse  est  sensible- 
ment éteinte  à  la  fin  :  c'est  ce  qui  arrive  assez  souvent,  quand 
des  hommes  ont  à  découper  un' grand  nombre  de  pièces 
de  même  matière  et  de  mêmes  dimensions,  parce  qu'ils  ac- 
quièrent assez  d'habitude  pour  proportionner  leur  effort  à  la 
résistance  à  vaincre. 

Enfin  certains  balanciers,  et  particulièrement  celui  de  l'Ar- 
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senal  d* Artillerie  de  Metz,  sonl  munis  de  dispositions  spéciales 
qui  permettent  de  déterminer  facilement  la  vitesse  u". 

49.  Disposition  particulière  du  balancier  de  V Arsenal  d^Ar^ 
tillerie  de  Metz.  —  Sur  la  circonférence  décrite  par  celle  des 
sphères  qui  est  opposée  au  point  d'action  des  hommes,  on  a 
disposé  un  ressort  en  spirale,  contre  lequel  elle  vient  éteindre 
graduellement  sa  vitesse.  Si  Ton  suppose  que  ce  ressort  soit 
convenablement  proportionné  et  que  son  élasticité  ne  soit 
pas  notablement  altérée  par  ce  choc,  il  développera  en  se  dé- 
bandant, après  sa  compression,  une  quantité  de  travail  égale  à 
celle  que  le  système  aura  exercée  sur  lui  en  le  faisant  fléchir» 
et  la  vitesse  de  retour  qu'il  communiquera  à  la  vis  sera  sen- 
siblement égale  à  celle  avec  laquelle  elle  sera  venue  le  cho* 
quer;  comme  il  sera  facile  d'observer  jusqu'à  quel  point  de  la 
circonférence  la  vis  ou  le  balancier  revient  dans  ce  retour,  on 
pourra  en  déduire  la  vitesse,  qui  a  été  restituée  au  système, 
et  qui  est  égale  à  la  vitesse  d'arrivée  que  l'on  cherche. 

En  effet,  en  appelant  w^^la  vitesse  angulaire  de  retour  cher- 
chée ;  H'^  la  hauteur  dont  la  vis  s'est  relevée  par  suite  de  l'aciion 
du  ressort  et  à  laquelle  correspond  une  vitesse  angulaire  nulle, 
il  est  facile  de  voir  que,  en  conservant  d'ailleurs  les  notations 
précédentes,  on  aura 

\  g"  4^  /  -^  ^  iT,r' —fil'  W 

d'où  l'on  déduira  (ù"'. 

Cela  fait,  puisque  la  vis  ou  le  balancier  atteint  le  ressort  avec 
une  vitesse  angulaire  w'*,  et  qu'à  partir  de  la  fin  du  percement 
jusqu'à  ce  moment  la  vis  n'est  sollicitée  que  par  son  poids  et 
par  le  frottement  des  filets  contre  l'écrou,  on  aura,  en  nom- 
mant H'  la  hauteur  dont  elle  descend,  depuis  la  fin  du  perce- 
ment jusqu'à  l'instant  où  elle  rencontre  le  ressort,  hauteur 
qui  est  donnée  par  l'observation  directe. 
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d'où  Ton  déduira  la  vitesse  cherchée  tù"  correspondant  à  la 
fin  du  percement. 

Cette  méthode  suppose,  comme  on  le  voit,  que  le  ressort 
conserve  son  élasticité  et  que,  pendant  sa  flexion  et  son  dé- 
bandement,  il  ne  se  développe  pas  de  Trottements  ou  de  résis- 
tances capables  d'altérer  notablement  la  vitesse  de  retour; 
mais  il  arrive  souvent  dans  la  pratique  que  les  choses  sont  dis^ 
posées  d'une  manière  moins  convenable,  et  voici  comment  on 
devra  s'y  prendre  pour  tenir  compte  des  résistances. 

On  observera  d'abord  jusqu'à  quelle  position  le  ressort  ren- 
voie le  levier  pendant  le  travail  habituel  de  la  machine,  puis, 
en  relevant  la  vis  à  diverses  hauteurs  et  l'abandonnant  à  son 
poids,  on  déterminera,  par  tâtonnements,  jusqu'à  quelle  hau- 
teur il  a  fallu  l'élever  pour  que  le  ressort  renvoyât  le  levier  à  la 
même  distance  que  pendant  le  travail.  Gela  fait,  la  formule 

dans  laquelle  on  mettra  pour  H'^  la  hauteur  de  relèvement, 
déterminée  comme  ci-dessus,  donnera  la  valeur  de  la  vitesse 
angulaire  tù'",  avec  laquelle  le  balancier  vient  à  la  fin  de  chaque 
opération  rencontrer  le  ressort.  On  procédera  ensuite  à  la  re- 
cherche de  (à",  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

50.  appareils  qui  donnent  directement  la  vitesse  à  un  in-- 
stant  quelconque  du  mouvement.  —  Il  existe  d'autres  moyens 
plus  commodes  et  plus  précis  de  déterminer,  à  un  instant 
quelconque  de  l'une  des  trois  périodes  du  mouvement  du  ba- 
lancier, la  vitesse  de  descente  ou  la  vitesse  angulaire  dont  il 
est  animé.  Ils  consistent  en  général  dans  la  combinaison  d'un 
mouvement  connu  avec  le  mouvement  à  déterminer,  d'où 
l'on  déduit  une  courbe  qui  représente  la  relation  continue 
entre  le  temps  et  l'espace  parcouru,  et  qui,  par  l'inclinaison 
de  ses  tangentes,  permet  de  déterminer  pour  chaque  position 
la  vitesse  angulaire.  A  l'aide  de  ces  appareils,  on  connaîtra 
donc  la  vitesse  à  la  fin  de  la  première  période,  et  l'on  pourra 
déduire,  de  l'équation  qui  y  est  relative,  la  quantité  de  travail 

Vds  imprimée  par  le.  moteur  à  chaque  coup  du  balancier; 


/• 
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puis>  connaissant  la  vitesse  au  commencement  et  à  la  fin  de 
chaque  percement,  on  conclura,  de  Téquation  relative  à  cette 

Fdh  =  Kc  —  consommée  par 

la  résistance  de  la  matière,  et  par  suite  la  valeur  de  K. 

51 .  Balancier  à  êtamper^  à  battre  les  monnaies.  —  Lors- 
qu'il s'agit  des  balanciers  à  étamper,  à  battre  les  monnaies  ou 
à  faire  des  empreintes  {Jig.  117),  la  vitesse  a  la  fin  de  chaque 

Fig.  117. 


opération  est  toujours  nulle;  mais  il  faut  observer  qu'alors  la 
résistance  F  suit  une  loi  différente.  On  peut  admettre,  dans  ce 
cas,  qu'elle  est  proportionnelle  à  l'aire  ou  à  l'amplitude  de  l'im- 
pression et  à  la  profondeur  e  de  cette  impression,  et  qu'elle 
est  représentée  par  F  =  Ka^,  et  son  travail  total  par 


/FrfA  =  K/. 


Kaé' 
aeae=:  — - — > 


2 

le  coefficient  K  exprimant  alors  la  résistance  par  mètre  carré 
de  la  matière  à  la  compression. 

-On  procédera,  d'ailleurs,  au  reste  du  calcul  comme  dans  le 
cas  précédent. 
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62.  Résultats  d'expériences,  —  Nous  termineroTis  ce  que 
nous  avons  à  dire  sur  les  machines  à  percer  et  à  découper,  en 
rapportant  ici  succinctement  quelques  résultats  d'expériences 
obtenues,  avec  le  balancier  de  l'Arsenal  de  TArtillerie  de  Metz, 
par  H.  Morin,  à  l'aide  de  l'observation  de  la  loi  du  mouvement 
vertical  de  descente  de  la  vis  pendant  les  diverses  périodes. 

En  laissant  d'abord  descendre  la  vis  sous  la  seule  action  de 
son  poids,  et  déterminant  avec  un  appareil  cbronométrique 
à  style  la  vitesse  acquise  après  une  hauteur  de  descente 
connue,  il  a  trouvé  que  le  rapport  du  frottement  à  la  pres- 
sion pour  cette  vis  et  son  écrou,  enduits  de  suif  durci, 
éiait/==o,io,  ainsi  que  le  montrent  les  expériences  directes 
faites  sur  le  frottement  des  surfaces  planes  de  même  nature 
dans  le  même  état  ;  ce  qui  vérifie  la  théorie  du  frottement  des 
vis  à  filets  carrés,  développée  dans  la  Section  III.  En  obser- 
vant ensuite  de  la  même  manière  la  vitesse  que  cinq  hommes, 
habituellement  employés  à  cette  machine,  lui  imprimaient  à 
chaque  coup  et  à  l'aide  de  la  formule  (i)  du  n**  44,  il  en  a 
conclu  que  la  quantité  de  travail  développée  par  chacun  d'eux 
et  à  chaque  coup  de  balancier  était  moyennement  de  i5^«'^,4. 

Enfin,  en  déterminant  la  vitesse  possédée  par  la  vis  avant 
et  après  le  percement  de  plaques  en  fer  et  en  plomb  de  di* 
verses  épaisseurs  et  à  l'aide  de  l'équation  (3)  du  n""  46,  il  a 
reconnu  que  l'hypothèse  admise  au  n°  4S,  sur  la  loi  de  la  ré- 
sistance de  ces  métaux  au  percement,  était  vériQée  par  l'ob- 
servation, et  que  l'on  avait  moyennement: 

Pour  le  fer  chauffé  au  rouge  brun. ...     K  =  8206000  kil. 
Pour  le  plomb  à  froid K  =  /^i^gooo 


FIN. 


570  l'arli.  —  Imp.imarioda  GAUTII1EIUVILLAR8,  quai  «les  Aa^astios,  j5. 
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